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INTRODUCTION  A  LA  THÉORIE 


DES 


FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE 


CHAPITRE  VII 


INTEGRALES    DEFINIES 


I.  —  INTEGRALES  PAR  EXCÈS  ET  PAR  DÉFAUT. 
MESURE  DES  ENSEMRLES.  FONCTIONS  A  VARIATION  BORNÉE 


238.  —  Étant  donnée  une  fonctiony(;r)  définie  dans  l'intervalle 
(a0,  a),  il  est  naturel  de  se  demander  s'il  existe  une  fonction  F  (x) 
qui,  dans  le  même  intervalle,  admette  f (x)  pour  dérivée;  cette 
fonction,  si  elle  existe,  est  dite  fonction  primitive  de  la  fonctionna?) . 
Elle  est  nécessairement  continue  dans  l'intervalle  (a0,  ai  puisqu'elle 
admet  une  dérivée  en  chaque  point  de  cet  intervalle,  et  qu'elle  est 
donc  continue  en  ce  point  (n°  204  . 

Il  est  aisé  de  trouver  toutes  les  fonctions  définies  dans  l'intervalle 
(a0,  a)  et  qui  y  admettent /(x)  pour  dérivée,  si  l'on  en  connaît  une 
F  (ce)  :  soit  en  effet  <P  (x)  l'une  quelconque  des  fonctions  cherchées  ; 
dans  l'intervalle  (a0,  ci),  la  dérivée  de  la  fonction  O(sc)  —  F  (x) 
sera  constamment  nulle;  cette  fonction  sera  donc  une  constante  G, 
et  l'on  aura 

*(a;)  =  F  (a?)  -+-  C. 

Réciproquement,  si  G  désigne  une  constante  quelconque,  il  est 
clair  que  la  dérivée  de  la  fonction  F  (a?)  +  C  sera  la  même  que  la 
dérivée  de  la  fonction  F  (x).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Tannehy  II.  —  Introduction  à  la  Théorie  îles  fondions  1 
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Si,  clans  l'intervalle  (a0,  a),  la  fonction  F  (a?)  admet  pour  dérivée 
la  fonction  f(x),  toute  fonction  qui,  dans  ce  même  intervalle,  aura 
f[x)  pour  dérivée  s'obtiendra  en  ajoutant  à  F  [x)  une  constante; 
toutes  les.  fonctions  ainsi  formées  auront  d'ailleurs  f(x)  pour 
dérivée. 

On  peut  évidemment  déterminer  la  constante  de  manière  à  obte- 
nir une  fonction  qui  prenne  une  valeur  F0,  arbitrairement  donnée, 
pour  une  valeur  x0  appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a)  ;  cette  fonction 
est  ¥  (x)  +  F0  —  F(x0). 

Toutes  les  fonctions  primitives  de  la  fonction 

A„ccm  H-  Ajœ'»-1  +  ...  -f-  km_iX  H-  Km, 

où  les  A  désignent  des  constantes,  s'obtiennent  en  ajoutant  une 
constante  arbitraire  à  la  fonction 

Aocc"^1       k{xm  ,         x2        . 

^-r7+^r-f-...Am_1T  +  A^. 

Les  fonctions  ex,  ax,  sin  x,  cos  x  admettent  pour  fonctions  pri- 
mitives les  fonctions  eT,  i ,  —  cos  x,  sin  x  ;  dans  tout  inter- 

log  a 

valle  dont  les  limites  sont  des  nombres  positifs,  la  fonction  xm, 
où  m  est   une   constante  autre  que  —  i,    admet  pour  fonction 

primitive  — — —  ;  la  fonction  x-1  =  -  admet  pour  fonction  pri- 
mitive la  fonction  log  \x\,  dans  tout  intervalle  auquel  o  n'appartient 
pas. 

Les  exemples  qui  précèdent  ne  nous  apprennent  rien  sur  la 
réponse  à  la  question  posée  au  début  :  étant  donnée  une  fonction 
f(x)  définie  dans  un  intervalle  (cio,  a),  existe-t-il  une  fonction 
F  (x)  dont  la  dérivée  soit,  dans  cet  intervalle,  égale  à  f'x)  ?  La 
solution  de  cette  question,  pour  une  classe  étendue  de  fonctions, 
dépend  de  l'étude  de  certaines  sommes  dans  lesquelles  le  nombre 
des  éléments  augmente  indéfiniment  tandis  que  ces  éléments 
décroissent  indéfiniment  et  qui,  sous  des  conditions  qu'on  précisera, 
tendent  vers  des  limites.  La  considération  de  pareilles  sommes 
s'introduit  tout  naturellement,  en  géométrie,  lorsqu'on  cherche  à 
évaluer  l'aire  d'une  courbe  ;  je  les  définirai,  dans  le  numéro  sui- 
vant, en  restant  au  point  de  vue  de  la  pure  analyse. 
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239.  —  Soient  a0,  a  [a0  <C  a)  deux  nombres  fixes  quelconques  ; 
soit  f(œ)  une  fonction  déterminée,  dont  je  suppose  seulement 
qu'elle  est  bornée  dans  l'intervalle  (cio,  a)  (i).  Je  désignerai  par  m 
et  M  ses  bornes  inférieure  et  supérieure  dans  cet  intervalle. 

Partageons  l'intervalle  [a0,  a)  en  n  intervalles  partiels 

(«o,  «i).       («i,  a2),  ...,       («„_!,  a) 

en  désignant  par  ai,  ai,  ...,  an-i  des  nombres  assujettis  aux  con- 
ditions 

«0  <  «I  <  «2  <  •••  <  «n-l  <  «; 

Soient  m4  et  Mi,  m2  et  M2,  ...,  mn  et  M„  les  bornes  inférieure 
et  supérieure  de  f(x)  dans  les  intervalles  partiels  (a0,  ai),  ..., 
(ûU-i,  a).  Soient  fl}  f>,  ...,  fn  des  nombres  assujettis  aux  condi- 
tions 

(i)        !»!<£/*<:  M»,       »*<:/,<;  M*...,       m„^/n<M„ 

et  considérons  les  trois  sommes 

S  ==  («i  —  a0)  /nd  -h  (a2  —  «i)  m2  -+-...  -f-  (a  —  «„_,)  m„ 
(2)       S  =  (d!  -  «„}/,    4-  («2  —  «i)/a    -ï-  ...  -4-  (a  —  a,,^)  fn 
S  =  («,  —  cr0)  Mx  -f-  (a2  —  at)  M2  -h  ...  H-  (a  —  a„_i)  l\I„ 

dont  je  dirai  qu'elles  sont  relatives  à  la  décomposition  [oq,  alt  ...  a, 
de  l'intervalle  (a0,  «)•  Ces  sommes  s'introduisent  naturellement  en 
étudiant  géométriquement  le  problème  posé  à  la  fin  du  n°  précé- 
dent. 

Puisque  les  facteurs  ai  —  a0,  a>  —  ai,  ...,  a  —  an— i  sont  tous 
positifs  il  est  clair  que  l'on  a 

s<s<;s, 

et  il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  voir  que  lorsque  fi,  A,  ■■■,  f„  pren- 
nent toutes  les  valeurs  compatibles  avec  les  conditions  (i),  S  prend 
toutes  les  valeurs  appartenant  à  l'intervalle  (S,  S).  Je  désignerai 
les  deux  sommes  S,  S,  dont  les  valeurs  sont  déterminées  quand  on 


(!)  Dans  ce  numéro  et  clans  les  suivants  jusqu'au    n°    248,    toutes   les    fois 
qu'il  sera  question  d'un  intervalle  (a,  (3)  on  supposera  toujours  a  <  j3. 
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se  donne  la  décomposition  (a0,  q,\, ...  a)  de  l'intervalle,  sous  les  noms 
de  sommes  inférieure  et  supérieure  relatives  à  cette  décomposition. 
La  borne  inférieure  m  de  la  fonction  f(oo),  dans  l'intervalle 
(a0,  a)  est  la  plus  petite  des  bornes  inférieures  mi,  m2,  ...,  mn  rela- 
tives aux  intervalles  partiels  (a0,  ai),  (ai,  as),  ...,  (an—i  a);  de 
même  la  borne  supérieure  M  est  le  plus  grand  des  nombres  M15 
M2,  ...,  Mn.  Si,  dans  les  seconds  membres  des  égalités  qui  définis- 
sent S  et  S,  on  remplace  77? i,  m2,  ...,  mn  par  7??,  et  Mi,  M2,  ..., 
Mn  par  M,  on  voit  tout  de  suite,  puisque  les  coefficients  (ai  —  a0), 
(a2  —  ai),  ...  sont  positifs,  que  l'on  a 

S  ^>  (a  —  a0)  m,  S  <î  (a  —  a0)  M. 

En  résumé,  si  les  trois  sommes  S,  S,  S  se  rapportent  à  la 
même  décomposition,  on  peut  écrire 

(3)  (a  —  a„)  m  <|  S  <;  S  ^  S  <  (a  —  a„)  M. 

J'aurai  besoin  de  quelques  remarques  concernant  les  sommes 
supérieures  et  inférieures,  que  je  place  immédiatement. 

Considérons  la  décomposition  (a0î  ai,  -.-,  an-\,  a)  et  la  somme 
supérieure  S  qui  lui  correspond.  Introduisons  un  nombre  interca- 
laire de  plus,  par  exemple  a2  entre  a2  et  a3.  Soient  M'2  et  M"2  les 
bornes  supérieures  de  f(x)  dans  les  intervalles  (a2,  a'2),  (a2,  a3)  ; 
la  borne  supérieure  M3  dans  l'intervalle  (a2,  a3)  est  le  plus  grand 
des  deux  nombres  M^,  M^.  A  la  nouvelle  décomposition,  où  les 
deux  intervalles  partiels  (a2,  a2),  (a.',  a3)  remplacent  l'intervalle 
(a2,  a3)  de  la  première,  correspond  une  nouvelle  somme  supérieure, 
cjui  ne  diffère  de  la  première  S  que  parce  que  la  somme 

(ai  -  a2)  W2  -H  (a,  -  oJ)  MJ. 

remplace  le  terme  unique 

(«3  —  «2)  M3  =  (ûj  —  a8)  M3  +  («3  —  ai)  M3  ; 

la  différence,  positive  ou  nulle,  entre  S  et  la  nouvelle  somme  supé- 
rieure est  donc,  suivant  les  cas,  égale  à  l'un  ou  l'autre  des  nombres 

K  ~  «i)  (M,  -  MJ).         (a;  -  a,)  (M,  -  M/.)  ; 

elle  ne  peut  jamais  dépasser  r,  (M  —  m),  en  désignant  par  rt  le  plus 
grand  des  écarts  des  intervalles 

(«u.  «1).       («11  «-),  .--,       (a  —  a«_i)- 
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Si,  au  lieu  d'introduire  un  seul  nouveau  nombre  intercalaire, 
on  en  introduisait  p  —  i,  il  est  clair,  puisqu'on  peut  introduire 
un  à  un  ces  nombres  intercalaires,  que  l'on  peut  écrire 

0<;S  — S<(p—  i)t]  (M  —  m), 

en  désignant  par  2:  la  somme  supérieure  relative  à  la  nouvelle  dé- 
composition. On  aura  de  môme  pour  les  sommes  inférieures 

o  <;  S  —  S  <  (p  —  i)  r,  (M  —  m). 

Il  est  bien  évident  que  ces  inégalités  subsistent  lors  même  que 
quelques-uns  des  nouveaux  nombres  intercalaires  se  confondent 
avec  les  anciens. 

Considérons  maintenant  trois  décompositions   . 

(do,  «i,  ...,  an_i,  a),       (a„,  a[,  ...,  a'p_u  a),       (a0,  *i,  ...,  a) 

et  les  sommes  supérieures  correspondantes  S,  S',  1.  Les  deux 
premières  décompositions  sont  quelconques  ;  quant  à  la  troisième, 
je  suppose  que  les  nombres  a0,  c/.i,  ...,  a  ne  soient  autre  chose  que 
les  nombres  a0,  al5  ...,  an._1,  a[,  ...,  a'v_it  a  rangés  par  ordre  de 
grandeurs  croissantes,  en  sorte  que  cette  troisième  décomposition 
est  obtenue  soit  en  introduisant  dans  la  première  p  —  i  nouveaux 
nombres  intercalaires  a[,  a'2,  ...,  a L_l5  soit  en  introduisant  dans 
la  seconde  n  —  i  nouveaux  nombres  intercalaires  alf  a2,  ...,  an_l. 
On  aura  évidemment,  en  vertu  des  inégalités  précédentes 

o^S'—  S<(n—  i)t)(M—  m),        o<2  —  S' <■(/»  —  i)n(M  —  m). 

240.  —  Ces  préliminaires  établis,  j'arrive  aux  définitions.  La 
fonction  f(x)  est  dite  iniêgrable  dans  l'intervalle  (a0,  a)  s'il  existe 
un  nombre  J  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Toute  somme  relative  à  une  décomposition  quelconque  de  l'in- 
tervalle (a0,  a)  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  du  nombre  J,  pourvu 
que  les  intervalles  partiels  soient  suffisamment  petits.  D'une  façon 
plus  précise,  à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  po- 
sitif yj  tel  que  la  différence  entre  J  et  n'importe  quelle  somme  rela- 
tive à  n'importe  quelle  décomposition  de  l'intervalle  (ao5  à)  soit 
moindre  que  s,  pourvu  que,  dans  cette  décomposition,  l'écart  de 
chaque  intervalle  partiel  soit  moindre  que  yj. 
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C'est  ce  que  l'on  exprime  souvent  en  disant  que  le  nombre 
fixe  J  (à  supposer  qu'il  existe)  est  la  limite  d'une  somme  (variable) 
relative  à  une  décomposition  (variable)  de  l'intervalle  (a0,  a),  lors- 
que le  nombre  des  intervalles  partiels  croissant  indéfiniment,  les 
écaiis  de  ces  intervalles  décroissent  indéfiniment.  Le  mot  limite 
n'est  pas  pris  ici  dans  le  sens  précis  où  on  l'a  employé  jusqu'ici  ; 
mais  l'idée  est  la  même  :  une  somme  relative  à  une  décomposition 
dépend  de  cette  décomposition,  des  valeurs  choisies  pourri,  f±,  ...  ; 
elle  varie  quand  la  décomposition  ou  les  valeurs  choisies  pour 
fi>A>  •••  varient;  pourvu  que  les  écarts  des  intervalles  partiels 
tendent  vers  o,  la  somme  s'approche  de  la  limite  J. 

En  supposant  toujours  l'existence  de  J,  il  est  commode  de  dire 
d'une  somme 

(«1   —  «o)A   +   («2  —  «l)/i  H-   ...   (a  —  Cln-^fn 

qu'elle  est  une  valeur  approchée  de  J,  et  une  valeur  aussi  appro- 
chée qu'on  veut,  pourvu  que  les  intervalles  partiels  soient  suffi- 
samment petits. 

Quoiqu'il  en  soit,  si  le  nombre  J  existe,  il  est  ce  qu'on  appelle  la 
valeur  de  l'intégrale  définie  de  la  fonction  f(x)  prise  clans  l'inter- 
valle (a0,  a)  ou  encore  entre  la  limite  inférieure  a0  et  la  limite  supé- 
rieure a  ;  on  le  représente  par  le  symbole 

f(x)  dx, 

qui  s'énonce  somme  de  a0  à  a  de  f(x)  dx.  Le  signe  fesl  un  S  dé- 
formé,  initiale  du  mot  somme  ;  le  symbole  dx,  placé  à  côté  de 
J{x),  est  la  trace  de  ces  différences  a  1  —  a0,  «2  —  ai,  ...,  a  —  an_x 
qui  figuraient  dans  la  somme  relative  à  la  décomposition 
fa0,  ay,  ...,  a).  La  lettre  d  est  l'initiale  du  mot  différence. 

Les  fonctions  intégrables  au  sens  précédent  sens  de  Riemann) 
constituent  une  classe  particulière  parmi  les  fonctions  bornées  clans 
l'intervalle  (a0,  a).  Ce  que  je  vais  dire  maintenant  ne  suppose  pas 
que  la  fonction  f(x)  appartienne  à  cette  classe,  mais  seulement 
qu'elle  soit  bornée. 

241.  —  Désignons  par  (E  l'ensemble  des  sommes  supé- 
rieures S  :  un  nombre  A  appartient  à  (E)  s'il  est  une  somme  su- 
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périeure,  c'est-à-dire  s'il  y  a  une  décomposition  telle  que  la  somme 
supérieure  correspondante  soit  égale  à  A  ;  un  nombre  A  n'appar- 
tient pas  à  (E)  s'il  n'y  a  point  de  décomposition  telle  que  la 
somme  supérieure  correspondante  soit  égale  à  A.  Soit,  de  même, 
(E)  l'ensemble  des  sommes  inférieures  S.  Les  ensembles  E  et  E 
sont  bornés  en  haut  et  en  bas  puisque  tous  leurs  éléments  appar- 
tiennent à  l'intervalle 

[(a0  —  a)  m,  (a0  —  a)  M], 

en  vertu  des  inégalités  (3)  du  n°  239.  La  borne  inférieure  (  J)  de 
l'ensemble  (E)  et  la  borne  supérieure  (J)  de  l'ensemble  (E)  sont 
ce  qu'on  appelle,  l'une,  l'intégrale  par  excès,  l'autre,  l'intégrale 
par  défaut  de  la  fonction  f{x)  dans  l'intervalle  (a0,  a)  et  on  les 
représente  respectivement  par  les  symboles 


f 


/(as)  dx,  j     f(x)  dx, 

qui  rappellent  la  notation  de  l'intégrale  définie,  quand  celle-ci 
existe. 

Ce  rapprochement  est  naturel,  en  vertu  de  la  proposition  sui- 
vante : 

A  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  '/]  tel 
que  l'on  ait  à  la  fois,  pour  une  même  décomposition, 

o<§  — J<£,  o<J  — S<£, 

sous  la  seule  condition  que  les  écarts  des  intervalles  partiels  de  la 
i  décomposition  à  laquelle  se  rapportent  les  sommes  supérieure  et 
inférieure  S  et  S  soient  tous  inférieurs  à  rt. 

Ici  encore,  en  employant  un  langage  sur  lequel  je  me  suis  ex- 
pliqué plus  haut,  on  dit  que  S  et  S  sont  respectivement  des  valeurs 
approchées  de  J  et  de  J,  aussi  approchées  qu'on  veut,  pourvu  que 
les  intervalles  partiels  soient  suffisamment  petits  ;  on  dit  aussi  que 
les  sommes  S  et  S  ont  respectivement  pour  limites  les  nombres 
J  et  J,  quand  les  intervalles  partiels  tendent  vers  o. 
Je  raisonnerai  sur  les  sommes  supérieures. 
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Reprenons  les  notations  de  la  fin  du  numéro  précédent  relatives 
aux  trois  décompositions 

(a0,  olf  ï.-.,  an_t,  a),       (a0,  a[,  ...,  a^_i,.a),       (a0,  clu  ...,  a), 

dont  on  spécifiera  tout  à  l'heure  les  deux  premières,  et  dont  la 
troisième  est  déterminée  dès  que  les  deux  premières  le  sont  ;  je  dé- 
signerai toutefois  par  vj±  (au  lieu  de  77)  le  plus  grand  des  écarts  des 
intervalles  partiels  de  la  première  décomposition,  ou  un  nombre 
plus  grand.  S,  S',  2  sont  toujours  les  sommes  supérieures  rela- 
tives aux  trois  décompositions.  On  aura 

o<:s  —  J  <  S'  —  J, 

O  <;  S  —  S  <  (p  —  1)  ra  (M  —  m), 

et,  par  conséquent, 

o  <;  ÎS  —  J  <:  (p  —  1)  7i i  (M  —  m)  +  S'  —  J. 

Donnons-nous  un  nombre  positif  s  et  choisissons  ensuite  un  nom- 
bre positif  s'  <C  s.  D'après  la  définition  même  de  la  borne  inférieure 
d'un  ensemble,  il  y  a  dans  l'ensemble  (E)  un  élément  dont  la  dif- 
férence avec  J  est  moindre  que  s'  ;  soit  S'  cet  élément  et  choisis- 
sons pour  (a0,  a[,  ...,  a'p_t,  a)  une  décomposition  pour  laquelle 
S'  soil  la  somme  supérieure  ;  p  est  alors  déterminé  ;  choisissons 
le  nombre  positif  yji  de  façon  que  l'on  ait 


11  "\ 


(p  _  1)  (M  -  m) 


quelle  que   soit  la  décomposition    (a0,   ai,  ...,  an-i),  pourvu  que 
tous  les  écarts  des  intervalles  partiels  ne  dépassent  pas  yj15  on  aura 

o^S—  Ë<e  — e',  o<S  —  J<£. 

On  déterminera  de  môme  un  nombre  positif  r^  tel  que  pour 
toute  décomposition  où  les  écarts  des  intervalles  partiels  sont  moin- 
dres que  Y]-2,  la  différence,  positive  ou  nulle,  J  —  S  soit  moindre 
que  s  et  l'on  prendra  pour  y)  le  plus  petit  des  nombres  yji,  rri.  La 
proposition  énoncée  est  entièrement  démontrée. 

242.  —  La  condition  pour  que  la  fonction  f(x)t  bornée  dans 
l'intervalle  (a0,  a),  soit  intégrable  dans  cet  intervalle  est  maintenant 
bien  claire  ;  il  faut  et  il  suffit  que  les  nombre  J  et  J  soient  égaux. 
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La  condition  est  nécessaire,  puisqu'il  y  a  des  sommes  relatives  à 
une  décomposition  pour  lesquelles  les  écarts  des  intervalles  partiels 
sont  aussi  petits  qu'on  veut,  et  qui  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  veut 
soit  de  J  ,  soit  de  J.  Elle  est  suffisante,  car  si  l'on  suppose  J  =  J 
et  si  l'on  désigne  par  J  la  valeur  commune  de  ces  deux  nombres, 
à  chaque  nombre  positifs,  correspond  un  nombre  positif  v^  tel  que 
l'on  ait,  pour  toute  décomposition  où  les  écarts  des  intervalles 
partiels  sont  moindres  que  Tj 

S<J<S,  S  — J<£,  J—  S<ï; 

dès  lors,  puisque  toute  somme  S  relative  à  la  même  décomposition 
appartient  à  l'intervalle  (S,  S),  on  aura  certainement  |  S  —  J  |  <C  e  ; 
et  cette  inégalité  sera  assurée  pourvu  que  les  écarts  des  intervalles 
partiels  de  la  décomposition  à  laquelle  S  se  rapporte  soient  moindres 
que  Y]. 

Pour  que  l'on  ait  J  =  J,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre 
positif  s  corresponde  une  décomposition  fa0,  aL,  ...,  a  telle  que  la 
différence 

S  —  S  =  (aj  —  a0)  (Mi  —  rrii)  +  (a,  —  «i)  (M2  —  m2)  -4-  ... 
-h  (a  —  a„_i)  (Mn  —  mn) 

entre  les  deux  sommes  supérieure  et  inférieure  relatives  à  cette 
décomposition  soit  moindre  que  s. 

La  condition  est  nécessaire  puisque  si  l'on  a  J  =  J  =  J,  il  y  a 
des  décompositions  pour  lesquelles  les  sommes  supérieure  et  infé- 
rieure diffèrent  de  J  aussi  peu  qu'on  le  veut. 

Elle  est  suffisante  ;  on  a,  en  effet,  quelle  que  soit  la  décomposi- 
tion, 

N  0<  J  —  J^S  —S; 

il  faut  que  le  nombre  fixe  J  —  J  soit  nul,  pour  que  le  dernier 
nombre  puisse  être  rendu  plus  petit  que  tel  nombre  positif  qu'on 
voudra. 

Quand  la  fonction  f(x)  est  intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a),  la 

valeur  de  l'intégrale  |     /(as)  dx  appartient  toujours  à  l'intervalle 

(S,  S)  quelle  que  soit  la  décomposition  à  laquelle  se  rapportent 
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les  deux  sommes  S,  S  et  l'écart  S  —  S  de  cet  intervalle  est  une 
limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  pour 
l'intégrale  une  somme  quelconque  relative  à  cette  décomposition. 
En  particulier  la  valeur  de  l'intégrale  appartient  toujours  à  l'inter- 
valle [(a  —  a0)  m,  (a  —  a0)  M]. 

La  condition  d'intégrabilité  peut  encore  être  transformée  comme 
il  suit. 

Pour  que  la  fonction  f(x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle 
(a0,  a)  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  couple  de  nombres  positifs  K 
et  a  corresponde  une  décomposition  (a0,  ai,  ...,  a)  telle  que  la 
somme  des  écarts  des  intervalles  partiels  où  l'écart  de  la  fonction 
f(x)  est  supérieur  ou  égal  à  K  soit  moindre  que  a. 

Si,  en  effet,  pour  une  décomposition  quelconque  (a0,  ai?  ...,  a), 
on  désigne  par  a  la  somme  des  écarts  des  intervalles  partiels  où 
l'écart  de  la  fonction  est  égal  ou  supérieur  à  K  et  si,  d'ailleurs,  on 
garde  les  mêmes  notations  on  aura  évidemment 

<tK  <;  S  -   S  <;  [a  -  a0)  K  +  a  (M  -  m). 

La  condition  est  nécessaire,  car  lorsqu'on  se  donne  K  et  a,  la 
supposition  S  —  S  ■<  «K,  entraine  a  <C  a.  Elle  est  suffisante  ; 
supposons  en  effet  qu'elle  soit  vérifiée;  si  l'on  se  donne  le  nombre 
positifs  et  si  l'on  choisit  K  et  a  tels  que  l'on  ait 

(a  —  a„)  K  -h  a  (M  —  m)  <  s. 

on  voit  qu'il  y  aura  une  décomposition  pour  laquelle  S  —  S  sera 
moindre  que  s. 

Cette  dernière  forme  de  la  condition  d'intégrabilité  est  due  à 
Riemann  ;  elle  montre  en  particulier  que  si  la  fonction  fix)  est 
intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a),  elle  est  encore  intégrable  dans 
tout  intervalle  contenu  dans  celui-là. 

C'est  des  fonctions  intégrables  que  je  m'occuperai  surtout.  Je 
n'ai  guère  parlé  des  intégrales  par  excès  et  par  défaut,  dont  l'intro- 
duction est  due  à  M.  Darboux  (1),  que  pour  mieux  éclaircir  la  notion 
de  l'intégrale  définie  proprement  dite.  Toutefois  avant  de  m'oc- 
cuper  exclusivement  des  fonctions  intégrables,  je  dois  introduire 


(')  Annales  de  l'Ecole  normale,  '>c  série,  t.  IV. 
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quelques  notions  oxi  interviennent  soit  les  intégrales  par  excès  ou 
par  défaut,  soit  des  considérations  très  analogues  à  celles  que  je 
viens  de  développer. 

243.  —  Considérons  un  ensemble  borné  (E),  dont  tous  les 
points  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  6).  Je  vais  définir  une  fonc- 
tion f(x)  dans  cet  intervalle  :  si  x  est  un  point  de  (E),  on  prendra 
f(x)  =  i  ;  si  x  n'appartient  pas  à  (E),  on  prendra/  x)  =  o.  Cette 
fonction  étant  bornée,  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut  (*) 


j     f{x)  dx,  l     f(x)  dx 


ont  une  signification  précise.  La  valeur  de  la  première  est  l'étendue 
extérieure  de  l'ensemble  (E),  la  seconde  est  retendue  intérieure  de 
cet  ensemble.  Ces  nombres  ont  été  introduits  dans  la  théorie  des 
ensembles  par  M.  G.  Cantor  et  par  M.  Jordan.  Lorsqu'ils  sont 
égaux,  lorsque  la  fonction  f(x)  est  intégrable,  au  sens  que  l'on  a 
donné  à  ce  mot  au  n°  242,  l'un  ou  l'autre  est  ce  que  l'on  appelle 
la  mesure  de  l'ensemble  (E)  au  sens  de  M.  Jordan. 

Si  l'on  se  reparle  à  la  définition  des  intégrales  par  excès  ou  par 
défaut,  on  voit  que  la  somme  supérieure  relative  à  une  décomposi- 
tion est  la  somme  des  écarts  des  intervalles  partiels  auxquels  ap- 
partient quelque  point  de  l'ensemble  (E),  que  la  somme  inférieure 
est  la  somme  des  écarts  des  intervalles  partiels  dont  tous  les  points 
appartiennent  à  (E).  Ces  deux  sommes  sont  des  valeurs  appro- 
chées des  étendues  extérieure  ou  intérieure  de  E  ,  aussi  approchées 
qu'on  veut,  pourvu  que  les  écarts  des  intervalles  partiels  de  la  dé- 
composition soient  assez  petits. 

L'ensemMe  (Ei),  complémentaire  de  l'ensemble  (E)  par  rapport 
à  l'intervalle  (a,  6),  est,  par  définition,  l'ensemble  des  points  de 
cet  intervalle  qui  n'appartiennent  pas  à  (E).  Si  l'on  considère  une 
décomposition  quelconque  de  l'intervalle  (a,  b),  un  intervalle  par- 
tiel qui  contient  quelque  point  de  (E),  contiendra  un  point  qui 
n'appartient  pas  à  (Ei),  il  ne  figurera  donc  pas  dans  la  valeur  ap- 


(')  J'utilise  ici,  comme  je  l'ai  fait  d'ailleurs  déjà  au  n°  239,  l'exposition  cle 
M.  de  la  Vallée-Poussin,  dans  son  Cours  d'Analyse  infinilésimale. 
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prochée  de  l'étendue  intérieure  de  l'ensemble  (Et)  ;  ne  figureront 
dans  cette  valeur  approchée  que  les  intervalles  qui  ne  contiennent 
aucun  point  de  E,  c'est-à  dire  ceux  qui  ne  figurent  pas  dans  la 
valeur  approchée  de  l'étendue  extérieure  de  (E)  ;  d'où  celte  con- 
clusion : 

Si  (E)  et  (Ei)  sont  deux  ensembles  contenus  dans  l'intervalle 
(a,  b)  et  complémentaires  par  rapport  à  cet  intervalle,  la  somme 
de  l'étendue  extérieure  de  l'un  et  de  l'étendue  intérieure  de  l'autre 
est  égale  à  6  —  a. 

L'étendue  extérieure  d'un  ensemble  contenu  dans  l'intervalle 
(a,  b)  et  dense  dans  cet  intervalle  est  égale  à  6  —  a  ;  son  étendue 
intérieure  est  nulle. 

L'étude  de  la  mesure  des  ensembles  a  fait  l'objet  de  recherches 
très  intéressantes  (i). 

244.  —  Observons  d'abord  que  si  l'on  considère  un  ensemble 
dénombrable  dont  les  éléments  soient  des  intervalles,  il  estpermis 
de  parler  de  la  somme  des  écarts  de  ces  intervalles  (ou,  plus  briè- 
vement, de  la  somme  de  ces  intervalles)  :  c'est,  en  la  supposant 
convergente,  la  somme  de  la  série  dont  les  termes,  tous  positifs, 
sont  ces  écarts  ;  si  la  série  divergeait,  on  pourrait  dire  que  la 
somme  des  intervalles  est  infinie  ;  c'est  d'ailleurs  au  cas  où  elle 
converge  que  se  rapporte  ce  que  l'on  va  dire. 

Un  ensemble  de  nombres  ou  de  points  (E)  est  dit  de  mesure 
mille  lorsqu'à  chaque  nombre  positif  s.  correspond  un  ensemble 
fini  ou  dénombrable  d'intervalles  dont  la  somme  est  moindre  que  s 
et  tels  que  chaque  point  de  (E)  appartienne  au  moins  à  l'un  de  ces 
intervalles. 

Il  suit  de  là  que  tout  ensemble  dénombrable  est  de  mesure 
nulle  ;  en  effet,  si  on  se  donne  le  nombre  positif  £,  on  peut  former 
une  série  à  termes  positifs 

Hi  -h  a2-+  ...  +  un  -+-  ... 
dont  la  somme  soit  moindre  que  £  ;   il  suffit  pour  cela  de  partir 

(')  Voir,  en  particulier,  les  Leçons  sur  la  théorie  des  jonctions  de  M.  Borel  et 
les  Leçons  sur  V intégration  et  la  recherche,  des  fonctions  primitives  de  M.  Lebesguc. 

Je  ne  dois  pas  citer  ce  dernier  ouvrage  sans  signaler  l'extension  de  la  notion 
d'intégrale  qu'on  y  trouve.  Malgré  l'importance  considérable  de  cette  extension, 
elle  m'a  paru  en  dehors  du  cadre  de  la  présente  Introduction. 
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d'une  série  convergente  à  termes  positifs  quelconque,  ayant  pour 

OC 

somme  A,  et  de  multiplier  chacun  de  ses  termes  par  t-,  en  dési- 
gnant par  a  un  nombre  positif  quelconque  plus  petit  que  s.  Ceci 
posé,  puisque  (E)  est  dénombrable,  on  peut  en  faire  correspondre 
les  éléments  aux  nombres  de  la  suite  naturelle  i,  2,  3,  ...  :  on  re- 
gardera l'élément  qui  correspond  au  nombre  n  comme  le  centre 
d'un  intervalle  dont  l'écart  soit  égal  à  un  ;  la  somme  des  intervalles 
sera  la  somme  de  la  série  uv  -+-  «2  -+-  •••  +  Un  +  ...  ;  la  proposi- 
tion énoncée  est  évidente. 

Par  exemple  l'ensemble  des  nombres  rationnels  qui  appartien- 
nent à  l'intervalle  (o,  i)  est  dénombrable;  il  est  donc  de  mesure 
nulle,  au  sens  qu'on  vient  de  dire.  Il  est  clair  que  le  mot  mesure 
est  pris  ici  dans  un  sens  différent  de  celui  de  M.  Jordan  ;  l'ensem- 
ble considéré,  qui  est  dense  dans  tout  l'intervalle  (o,  1),  a  une 
étendue  extérieure  égale  à  i,  une  étendue  intérieure  égale  à  o  ;  il 
n'a  pas  de  mesure  au  sens  de  M.  Jordan. 

La  pensée  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  au  sens  qu'on  a  ex- 
pliqué plus  haut,  et  dense  dans  un  intervalle  choque  quelque  peu 
notre  intuition  spatiale,  et  le  précédent  exemple  montrera  peut- 
être  au  lecteur  qu'il  ne  faut  pas  se  fier  outre  mesure  à  cette  intui- 
tion, si  féconde  qu'elle  soit  :  il  justifiera  peut-être  aussi  à  ses  yeux 
la  minutie  de  certaines  démonstrations.  Quoiqu'il  en  soit,  je  péné- 
trerai un  peu  plus  avant,  en  indiquant,  d'après  M.  Borel  (x), 
quelques  résultats  intéressants. 

245.  —  Considérons,  d'une  part,  l'intervalle  [a,  b),  et,  d'autre 
part,  un  ensemble  (I),  formé  d'intervalles,  qui  peut,  d'ailleurs,  être 
fini  ou  infini,  dénombrable  ou  non  ;  je  dirai  que  cet  ensemble  (I) 
recouvre  l'intervalle  (a,  6),  ou  que  les  intervalles  de  (I)  recouvrent 
(a,  b)  pour  dire  que  chaque  point  de  (a,  b)  est  intérieur  à  quelque 
intervalle  de  l'ensemble  (1).  Ceci  posé,  on  a  le  théorème  suivant, 
dont  j'emprunterai  la  démonstration  à  M.  Lebesgue  (2)  : 

Si  l'ensemble  d'intervalles  (I)  recouvre  l'intervalle  (a,  b),  il 
existe  un  nombre  fini  d'intervalles,  appartenant  tous  à  (I),  dont 
l'ensemble  (I0)  recouvre  (a,  b). 

(')  Leçons  sur  la  théorie  des  fondions,  p.   /|2. 
(2)  Leçons  sur  ï intégration,  etc.,  p.  io5. 
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Supposons  en  effet  que  l'ensemble  (1)  recouvre  (a,  b).  Soit  Œ) 
l'ensemble  des  points  x  de  (a,  b)  tels  que  l'intervalle  (a,  x)  soit 
recouvert  par  un  nombre  fini  d'intervalles  appartenant  à  (I)  ;  tout 
revient  à  démontrer  que  b  appartient  à  (E).  Observons  d'abord  que 
l'ensemble  (E)  contient  certainement  des  points  :  tels  sont  les  points 
de  (a,  6)  intérieurs  à  l'intervalle  de  (I)  auquel  a  est  lui-même  in- 
térieur. Soit  xQ  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  [E),  ensemble 
dont  tous  les  points  appartiennent  à  (a,  6)  ;  le  point  x0  appartient 
lui  même  à  (a,  6),  soit  qu'il  appartienne  à  (E),  ou  qu'il  en  soit  un 
point  d'accumulation.  Il  y  a  donc  un  intervalle  (a0,  Bo),  apparte- 
nant à  (I),  auquel  le  point  x0  est  intérieur  ;  il  y  a  un  point 
xi  0e *  =  x<>)  appartenant  à  (E)  et  suffisamment  rapproché  de  x0 
pour  être  intérieur  à  la  fois  à  (a,  6)  et  à  (aQ,  jSo).  Puisque  le  point 
Xi  appartient  à  (E),  c'est  que  l'intervalle  (a,  xi)  est  recouvert  par 
un  nombre  fini  d'intervalles  appartenant  à  (I)  :  adjoignons  à  ces 
intervalles,  qui  recouvrent  (a,  xi),  l'intervalle  (a.o,  ]3o),  s'il  n'en  fait 
pas  déjà  partie  :  on  obtiendra  ainsi  un  ensemble  fini  d'intervalles 
qui  recouvrira  manifestement  l'intervalle  (a,  x),  pourvu  que  x  soit 
un  point  intérieur  à  (a0>  /3o)  ;  en  d'autres  termes,  x  est  certaine- 
ment un  point  de  (E)  pourvu  que  x  appartienne  à  (a,  b)  et  soit  in- 
térieur à  («o,  |3o).  En  particulier  x0  appartient  à  [E)  ;  enfin  x0  est 
égal  à  6  ;  car  si  l'on  avait  x0  <C  b.  il  y  aurait,  au-delà  de  x0,  des 
points  de  (a,  6)  qui  seraient  intérieurs  à  (a.Q,  |30)  ;  x0  ne  serait  pas 
la  borne  supérieure  de  (i?) . 

Il  suit  de  là  que,  si  l'ensemble  (I)  recouvre  l'intervalle  (a,  6)  et 
s'il  est  dénombrable,  en  sorte  qu'on  puisse  parler  de  la  somme  des 
intervalles  qui  le  composent,  on  peut  être  assuré  que  cette  somme 
dépasse  (b  —  a)  :  en  effet,  la  somme  des  intervalles  de  (I)  est  au 
moins  égale  à  la  somme  des  intervalles  de  (I0)  ;  ces  derniers  inter- 
valles étant  en  nombre  fini  et  recouvrant  (a,  b),  leur  somme  est 
certainement  supérieure  à  b  —  a  ;  c'est  là  un  point  sur  lequel  il 
me  semble  inutile  d'insister. 

Inversement,  si  l'on  part  d'un  ensemble  dénombrable  d'inter- 
valles (I),  et  si  l'on  sait  que  la  somme  a  des  intervalles  de  cet  en- 
semble est  inférieure  à  b  —  a,  on  peut  être  certain  qu'il  y  a  des 
points  de  l'intervalle  (a,  6)  qui  n'appartiennent  à  aucun  des  inter- 
valles de  (I). 

Supposons  en  effet,  pour  arriver  à  une  contradiction,  que  chaque 
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point  de  (a,  b)  appartienne  à  quelqu'un  des  intervalles  de  (I).  Il 
ne  lui  sera  pas  nécessairement  intérieur  ;  mais  il  est  aisé  de  con- 
struire un  ensemble  d'intervalles  (!')  dont  la  somme  sera  encore 
inférieure  à  b  —  a,  et  tel  que  chaque  point  de  (a,  b)  soit  intérieur 
à  un  intervalle  de  (F)  ;  il  suffît  pour  cela,  en  conservant  son  centre 
à  chacun  des  intervalles  de  (I),  d'agrandir  un  peu  cet  intervalle 
en  le  multipliant  par  (i  -+-  a)  ;  la  somme  des  intervalles  de  (F) 
sera  c(i  -+-  a)  et  il  suffira  de  prendre  le  nombre  positif  a  assez 
petit  pour  que  cette  somme  soit  moindre  que  (b  —  a)  :  tout  point 
qui  appartenait  à  un  intervalle  de  (I)  sera  ^intérieur  à  l'intervalle 
correspondant  de  (F)  ;  ainsi,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  pla- 
çons, l'ensemble  (F)  recouvre  entièrement  l'intervalle  (a,  b)  ;  il  y 
a  alors  un  ensemble  fini  (l'0),  contenu  dans  (F),  dont  les  intervalles 
ont  donc  une  somme  au  plus  égale  à  c(i  -+- a)  <<  b  —  a,  dont 
enfin  les  intervalles,  en  nombre  fini,  recouvrent  (a,  b)  :  l'absurdité 
est  manifeste. 

Soit  donc,  en  supposant  toujours  que  la  somme  a- des  intervalles 
de  (I)  soit  moindre  que  b  —  a,  (E)  l'ensemble  des  points  de  (a,  b) 
qui  n'appartiennent  à  aucun  des  intervalles  de  (I)  ;  je  dis  que  (E) 
n'est  pas  dénombrable  ;  si,  en  effet  (E)  était  dénombrable,  sa 
mesure  serait  nulle  ;  il  y  aurait  un  ensemble  ($)  d'intervalles,  ayant 
une  somme  a'  inférieure  à  b  —  a  —  c,  et  tels  que  chaque  point 
de  (E)  fût  intérieur  à  quelque  intervalle  de  (3)  ;  l'ensemble  (I)  -+-  (3) 
des  intervalles  qui  appartiennent  soit  à  (I)  soit  à  (3)  recouvrirait 
(a,  b);  la  somme  des  intervalles  de  cet  ensemble  (I)  -h  (3)  serait  au 
au  plus  égale  à.  (7  H-  a'  et  par  conséquent  moindre  que  b  —  a  ;  on 
a  vu  que  cela  était  impossible. 

Ce  dernier  résultat,  l'impossibilité  qu'il  y  a  à  ce  que  l'ensemble 
(E)  soit  dénombrable,  n'a  rien  de  surprenant  lorsque  cet  ensemble 
contient  tous  les  points  d'un  intervalle  contenu  dans  (a,  b),  mais 
il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 

Prenons,  par  exemple,  pour  l'ensemble  dénombrable  (1)  un 
ensemble  d'intervalles  dont  les  centres  sont  les  points  à  abscisse 
rationnelle  de  l'intervalle  (o,  1  )  et  pour  lequel  la  somme  des  inter- 
valles soit  moindre  que  1.  L'ensemble  (E)  est  l'ensemble  des  points 
de  l'intervalle  (o,  1)  dont  aucun  n'appartient  à  un  intervalle  de  (I)  ; 
si  m,  m'  désignent  deux  points  de  cet  ensemble,  il  y  a  certaine- 
ment entre  m  et  m'  un  point  r  à  abscisse  rationnelle  ;  il  est  le 
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centre  d'un  des  intervalles  de  (I)  qui  sépare  ainsi  les  deux  points 
m,  m'  ;  entre  deux  points  quelconques  de  l'ensemble  non  dénom- 
brable  (E),  il  y  a  des  points  qui  n'appartiennent  pas  à  (E)  :  il  est 
impossible  que  tous  les  points  d'un  intervalle,  si  petit  qu'il  soit, 
appartiennent  à  (E). 

246.  —  Soit  f[x)  une  fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle 
(a0,  a)  ;  je  désignerai  sous  le  nom  de  somme  2  relative  à  la  décom- 
position (a0,  ah  ...,  an—i,  a)  (a0  -<  a±  <  a*  <C  ...  <C  a),  la  somme 

s  =  i7(«o  -/(«o)  i  +  1^(0.)  -/(«o  i .+  ...  -+-  i/(«)-/K-o 

La  fonction  f(x)  est  dite  à  variation  bornée  dans  l'intervalle 
(a0,  a)  s'il  existe  un  nombre  positif  A  qui  dépasse  toutes  les 
sommes  1,  relatives  aux  diverses  décompositions  possibles  de 
l'intervalle  (a0,  a). 

Si  la  fonction  f(x)  est  à  variation  bornée  dans  l'intervalle (a0,  a), 
elle  est  aussi  à  variation  bornée  dans  tout  intervalle  (a,  |3)  contenu 
clans  (a0,  a),  puisqu'on  peut  faire  figurer  les  nombres  a,  B  parmi 
les  nombres  intercalaires.  Toute  somme  relative  à  une  décomposi- 
tion de  l'intervalle  (a,  ]S)  est  moindre  que  A.  On  a  d'ailleurs. 

l/(«)  -/(«<>)  I  ^ ]/(«,)  -/(«„)  I  +  [/(«*)  -/fa)  |  +... 
-H/(«)-/(«»-OI<A 

et  par  suite,  |  f(a)  |  <  A  +  |  f(ao)  \  '■>  si  a;  est  un  point  quel- 
conque de  l'intervalle  (a0,  a),  la  fonction  est  à  variation  bornée 
dans  l'intervalle  (a0,  x)  et  l'on  a  aussi 

I /(*)!<  A +  |/(a0)|  ; 

toute  fonction  à  variation  bornée  dans  un  intervalle  est  bornée 
dans  cet  intervalle. 

Une  fonction  qui  est  non-décroissante,  clans  l'intervalle  (a0.  a  , 
ou  non-croissante  (n°  163),  est  à  variation  bornée;  en  effet  toutes 
les  sommes  2  sont  égales  à  y  (a)  —  /(ao)  dans  le  premier  cas,  à 
—  [faj  — /(ao)]  dans  le  second. 

Si  la  fonction  f(x)  est  à  variation  bornée  clans  l'intervalle  (a0,a\ 
l'ensemble  des  sommes  2  relatives  aux  diverses  décompositions  de 
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cet  intervalle  est  borné  en  haut.  Sa  borne  supérieure  V  (a0,  a)  est 
la  variation  totale  de  la  fonction  f(x)  dans  l'intervalle  (a0,  a)  :  elle 
est  au  plus  égale  à  A.  Il  est  clair  que,  si  l'on  supprime  quelqu'un 
des   nombres   intercalaires  ai,  a>,   ....   an-i,  la  somme  2  reste  la 
même  ou  diminue  ;  que,  si  on  introduit  de  nouveaux  nombres  inter- 
calaires, tout  en  conservant  les  anciens,  la  somme  2  reste  la  même 
ou  augmente;  qu'il  y  a  parmi  les  sommes  2  des  nombres  aussi 
voisins  qu'on  le  veut  de  V(a0,  a).  11  y  a  en  particulier  des  sommes 
2  aussi  voisines  qu'on  le  veut  de  V  (a0,  a)  et  pour  lesquelles  les 
intervalles  partiels  sont  aussi  petits  qu'on  le  veut  :  il  suffit  en  effet 
de  partir   d'une   quelconque  Do  des  sommes  2  telle  que  l'on  ait 
o<  V — 20  <Cs,  et  de  subdiviser  ensuite  les  intervalles  en  intervalles 
partiels,  plus  petits  que  la  limite  qu'on   s'est  fixée.   Mais  on  ne 
peut  affirmer  ici,  en  général,  comme  pour  les  intégrales  par  excès 
et  par  défaut,  qu'une  somme  2  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  de 
V(a0,   a)  pourvu  que  les  intervalles  soient   suffisamment  petits, 
parce  que  l'introduction  ou  la  suppression  d'un  nombre  interca- 
laire a  pour  lequel  la  fonction  serait  discontinue  peut  modifier  la 
somme  2  d'une  quantité  finie,  quelque  petits  que  soient  les  inter- 
valles. 11  est  aisé  de  voir  que,  si  la  fonction  f(x)  est  continue  clans 
l'intervalle  (ao,  a)  et  si  elle  est  à  variation  bornée  dans  ce  même 
intervalle,  les  choses  se   passent  comme  pour  les  intégrales  par 
excès  et  par  défaut  :  une  somme  1  est  aussi  approchée  de  la  varia- 
tion totale  que  l'on  veut,  pourvu  que  les  intervalles  partiels  soient 
suffisamment  petits. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  â  le  plus  grand  des  écarts  de  la 
fonctiony(a;)  relatifs  aux  intervalles  (a0,  ai),  (ai,  àî)  ...  (a„_i,  a), 
on  reconnaît  sans  peine  que  l'introduction  d'un  nombre  intercalaire 
dans  la  suite  a0,  at,  ...,  a„_i,  a  ne  peut  augmenter  la  somme  2!  que 
de  2 â  au  plus;  l'introduction  de  /'  nombres  intercalaires  ne  peut 
de  même  augmenter  2  que  de  i  rà  ;  d'autre  part  on  sait  que  è 
peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  le  veut,  pourvu  que  les  inter- 
valles partiels  soient  suffisamment  petits  (n°  164)  ;  dès  lors  la 
démonstration  du  n°  241,  avec  quelques  petits  changements  que  le 
lecteur  fera  de  lui-même,  conduit  à  la  proposition  énoncée. 

Supposons  toujours  que  la  fonction  f{x)  soit  à  variation  bornée. 
Une  somme  1  relative  à  la  décomposition  (a0,  alf  ...,  an-i,  a) 
de    l'intervalle    (a0,  a)    est  la   somme  des   valeurs   absolues    des 
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différences 

/(fli)  -/K)./(«2)  -/(«.),  -./(«)  -/(««-0- 

Parmi  ces  différences,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  celles  qui 
sont  nulles,  les  unes  sont  positives,  les  autres  sont  négatives  ;  soit 
p  la  somme  de  celles  qui  sont  positives,  —  n  la  somme  de  celles 
qui  sont  négatives  ;  à  chaque  décomposition  correspond  un  nombre 
p  et  un  nombre  n  ;  on  va  montrer  que  l'ensemble  des  nombres  p  et 
l'ensemble  des  nombres  n  qui  correspondent  aux  diverses  décom- 
positions possibles  sont  des  ensembles  bornés  en  haut  et  que  leurs 
bornes  supérieures  que  je  désignerai  par  P  (a0,  a),  N  (a0,  a)  satis- 
font aux  relations 

i  P  (a0,  à)  -h  N  (a0,  a)  ==  V  (a0,  a) 

1  ^  iP(«o,«)-NK,«)=/(«)-/(«0). 

On  a  en  effet,  pour  la  décomposition  considérée 
(a)  p-±-n  =  2         p  —  n  =f(a)  — /(a0). 

La  première  de  ces  égalités  (2)  montre  que  les  nombres  positifs 
p,  n  ne  peuvent  dépasser  2  et,  par  conséquent,  V  (a0,  a)  ;  l'ensemble 
des  nombres  p  et  l'ensemble  des  nombres  n  sont  donc  bornés  en 
haut.  Ceci  posé,  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  s,  il  y  a  cer- 
tainement une  décomposition  pour  laquelle  les  nombres  2,  p,  n 
diffèrent  respectivement  de  leurs  bornes  supérieures  V  (a  ,  a, 
P(a0,  a),  N(a0,  a)  de  quantités  moindres  que  s  :  en  effet,  il  y  a 
certainement  trois  décompositions  telles  que  les  trois  nombres  po- 
sitifs ou  nuls  V  (a0,  a)  —  2,  P  (a0,  a)  — p,  N  (a0,  a)  —  n  soient 
moindres  que  s,  étant  entendu  que  2  se  rapporte  à  la  première 
décomposition,  p  à  la  seconde,  n  à  la  troisième;  rano-eons  par 
ordre  de  grandeur  tous  les  nombres  intercalaires  qui  entrent  dans 
ces  décompositions  :  il  en  résultera  une  quatrième  décomposition 
où  les  nombres  2,  p,  n  seront  remplacés  par  des  nombres  2',  p', 
n',  au  moins  égaux  ;  donc  les  nombres  toujours  positifs  ou  nuls 
V(a0,  a)  —  2',  P(a0,  a)  —p',  N  [a0,  a)  —  ni  seront,  a  fortiori, 
plus  petits  que  e.  Dès  lors,  les  deux  égalités  (r)  sont  des  consé- 
quences évidentes  des  égnlités   2'. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  f(x)  est  non-décroissante  dans  l'in- 
tervalle (ob,  a  ,  il  est  clair  que  l'on  a  V    nt),  à)  =/(a0) f(à 
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=  P  faQ,  a),  N  («0,  a)  =  o  ;  si  la  fonction  f(x)  est  non-croissante, 
on  a  au  contraire  \  (a0>  «)  =:  /*(«0)  — /f0)  ==  —  N  (a0,  a), 
P  (a0,  a)  =  o. 

Si,  en  supposant  «  ■<  6  <C  c,  la  fonction  /(a?)  est  à  variation 
bornée  clans  les  intervalles  (a,  b),  (6,  c)  elle  est  évidemment  à  va- 
riation bornée  dans  l'intervalle  (a,  c)  ;  je  dis  de  plus  que  l'on  a 

.V  (a,  c)  =  Y  [a,  b)  -+-  V  (b,  c). 
(3)  P  (a,  c)  =  P  (a,  6)  -+-  P  (6,  c). 

(N  (a,  c)  =  N  (a,  6)  -H  N  (6,  c). 

Occupons-nous  de  la  première  de  ces  égalités. 

Employons  pour  distinguer  ce  qui  se  rapporte  aux  divers  in- 
tervalles, les  notations  2  (a,  6),  2(6,  c),  2  (a,  c)  :  elles  désigneront 
des  sommes  formées  comme  celles  que  l'on  a  désignées  précédem- 
ment par  2,  et  relatives  à  des  décompositions  des  intervalles  (a,  b), 
(6,  c),  (a,  c). 

Si  la  décomposition  de  l'intervalle  (a,  c)  à  laquelle  se  rapporte 
la  somme  2(a,  c)  est  obtenue  par  la  juxtaposition  des  deux  décom- 
positions des  intervalles  (a,  b),  (6,  c)  auxquelles  se  rapportent  les 
sommes  2 (a,  6),  2(6,  c),  il  est  clair  que  l'on  a 

(4)  S  (a,  c>5=S(a,  6)  -h  S  (6,  c). 

Donnons-nous  un  nombre  positifs  :  il  existe  une  décomposition 
de  l'intervalle  (a,  c),  une  décomposition  de  l'intervalle  [a,  b),  une 
décomposition  de  l'intervalle  (6,  c)  telles  que  les  différences  res- 
pectives entre  les  quantités  V  (a,  c),  V(a,  6),  V  (6,  c)  et  les  sommes 
1{a,  c),  2 (a,  6),  2(6,  c)  qui  se  rapportent  à  ces  décompositions 
soient  moindres  que  s  ;  mais,  pour  ces  sommes,  l'égalité  4  n'est 
pas  vérifiée,  en  général.  Rangeons  par  ordre  de  grandeur  croissante 
tous  les  nombres  qui  figurent  dans  ces  trois  décompositions,  y 
compris  les  nombres  a,  b,  c  ;  il  en  résultera  trois  nouvelles  décom- 
positions des  intervalles  (a,  c),  (a,  6),  (6,  c)  telles  que  la  première 
résulte  manifestement  de  la  juxtaposition  des  deux  dernières  ;  pour 
ces  nouvelles  décompositions  l'égalité  sera  vérifiée;  mais  les  nou- 
velles sommes  2  (a,  c),  2  (a,  6),  2(6,  c)  sont  supérieures  ou  égales 
aux  anciennes,  puisque  les  décompositions  auxquelles  elles  se  rap- 
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portent  se  déduisent  des  anciennes  en  introduisant  de  nouveaux 
nombres  intercalaires  ;  les  nouvelles  différences 

V  (a,  c)  —  S  [a,  c),  Y  (a,  b)  —  S  (a,  b),  Y  (6,  c)  —  S  (6,  c), 

qui  sont  toujours  positives  ou  nulles  sont  certainement  plus  petites 
que  s  ;  il  faut  donc  que  l'égalité 

Y  (a,  c)  =  Y(a,  b)  +V(fc,  c) 

soit  vérifiée,  puisqu'il  y  a  des  nombres  aussi  voisins  qu'on  le  veut 

de  V(a,  c),  Y  (a,  b),  V(6,  c)  qui  vérifient  celte  égalité. 
Les  formules 

N  (a>  6)  =  V(a,fe)-[/(6) -/(«)] 

qui  sont  des  conséquences  immédiates  des  égalités  (i),  et  les  for- 
mules analogues  relatives  aux  intervalles  (b,  c),  (a,  c),  permettent 
de  déduire  de  la  première  égalité  (3)  la  seconde  et  la  troisième  de 
ces  égalités. 

Il  me  sera  commode  d'avoir  remarqué  que,  si  une  décomposition 
de  l'intervalle  (a,  c)  résulte  de  la  juxtaposition  de  deux  décom- 
positions des  deux  intervalles  (a,  b),  (b,  c),  on  a 

[Y  (a,  c)  -  S  (a,  c)]  =  [Y  (a,  b)  -  S  (a,  b)]  +  [Y  (b,  c)  -  S  (b,  c)} 

et  que  les  trois  différences  entre  crochets  sont  positives  ou  nulles  ; 
si,  par  conséquent,  on  sait  que  la  première  est  plus  petite  que  le 
nombre  positif  s,  on  est  certain  qu'il  en  est  de  même  des  deux  autres. 

247.  —  Supposons  que  la  fonction  f  (as)  soit  à  variation  bornée 
dans  l'intervalle  (a,  6)  :  si  les  nombres  a,  fi  appartiennent  à  cet 
intervalle,  les  symboles  Y  (a,  fi),  P(a,  |3),  N  fa,  fi)  ont,  par  ce  qui 
précède,  une  signification  bien  claire,  pourvu  que  a  soit  moindre 
que  fi;  il  est  tout  naturel  de  leur  attribuer  la  valeur  o  quand  fi 
est  égal  à  a;  j'exclus  le  cas  où  fi  serait  inférieur  à  a.  P  a,  fiy 
N  (a,  |3)  sont  positifs  ou  nuls. 
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On  a,  en  supposant  que  x  appartienne  à  l'intervalle  (a,  b), 

j[x)  —f(a)  =  P  (a,  x)  —  N  (a,  ce)  ; 

puis,  en  supposant  que  h  soit  positif  et  que  x  -+-  h  appartienne 
aussi  à  l'intervalle  (a,  6) 

P  (a,  x  -h  h)  =  P  (a,  ce)  -h  P  (ce,  ce  -h  h), 
N  (a,  ce  H-  h)  =  N  (a,  ce)  -+-  N  (ce,  x  ■+-  h)  ; 

les  deux  dernières  égalités  montrent  que  les  fonctions  V(a,x),  N(a,  se) 
[et  par  conséquent,  la  fonction  Y  (a,  x)]  sont  non-décroissantes 
dans  l'intervalle  (a,  b).  En  vertu  de  la  première  égalité,  on  voit 
que  la  fonction  f(x)  peut  être,  dans  l'intervalle  (a,  b),  regardée 
comme  la  différence  entre  deux  fonctions  non-décroissantes. 

Si  la  fonction  f(x)  est  non-décroissante  dans  l'intervalle  (a0  a), 
la  fonction  N  (a,  x)  est  constamment  nulle;  c'est  au  contraire  la 
fonction  P  (a,  x)  qui  est  toujours  nulle  quand  la  fonction  f(x)  est 
non-croissante. 

Si  la  fonction  f(x)  est  continue  et  à  variation  bornée  dans  l'in- 
tervalle (a,  b),  les  fonctions  V(a,  x),  P(a,  x),  N(a,  x)  sont  con- 
tinues clans  le  même  intervalle. 

A  cause  des  relations,  valables  dans  tout  l'intervalle  (a,  b), 

2P(a,  x)  =  Y  (a,  x)  H-  f(x)  — /(«), 
aN(a,  ce)  =  Y  (a,  ce)  — /(ce)  H- /(a), 

il  suffit  évidemment  de  démontrer  la  continuité  de  la  fonction 
Y(a,  œ). 

Soit  s  un  nombre  positif  donné;  il  lui  correspond  un  nombre  po- 
sitif yj  tel  que  l'on  ait  |  f(x')  — f(x)  |  <C  s  sous  la  condition  que  se 
et  x'  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  b)  et  que  l'on  ait  |  x'  —  x  \  <>7> 
tel  aussi  que  la  différence  positive  ou  nulle  Y  (a,  6)  —  Z(a,  b) 
soit  moindre  que  s  pourvu  que  tous  les  intervalles  partiels  de  la 
décomposition  à  laquelle  se  rapporte  la  somme  2 (a,  6)  soient 
moindres  que  vj.  Soient  maintenant  a,  /3  deux  nombres  quel- 
conques appartenant  à  l'intervalle  (a,  b)  et  dont  la  différence  soit 
moindre,  en  valeur  absolue,  que  yj.  Considérons  une  décompo- 
sition de  l'intervalle  (a,  6)  où  a,  ]S  soient  deux  nombres  consécu- 
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tifs  et  telle  que  tous  les  intervalles  partiels  soient  moindres  que  y?, 
les  sommes  2  (a,  a),  2 (a,  ]3)  qui  interviendront  plus  loin,  se  rap- 
porteront à  cette  décomposition  arrêtée  au  nombre  a  ou  au 
nombre  |S';  d'après  une  remarque  antérieure,  les  différences  po- 
sitives ou  nulles  Y  (a,  a)  —  2  (a,  a),  Y(a,  |3)  —  1  (a,  /3)  seront 
moindres  que  s  ;  on  a  d'ailleurs 

2(fl,«)  =  S(«,  P)±I/(«)-/(P)| 

en  prenant  le  signe  -I-  ou  le  signe  —  suivant  que  |3  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  a.  On  aura  donc 

V(a,  P)  -  ¥{«,  a)  =  [V(a,  p)  -  S  (a,  p)]  -  [V(a,  a)  -  S  (a,  a)] 

±t/(«) -/(?)] 

et  par  conséquent 

|Y(aJ)-V(a,K)i<n, 

sous  la  seule  condition  |3  —  a  ■<  vj.  La  proposition  est  démontrée. 


II.  FONCTIONS  DÎTÉGRABLES.  INTÉGRALES  DÉFINIES 

248.  —  Revenons  maintenant  aux  fonctions  intégrables. 

On  a  démontré  au  n°  242  que,  pour  que  la  fonction  bornée  f(x) 
soit  inlégrable  dans  l'intervalle  (a0j  ci),  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
puisse,  à  chaque  nombre  positif  s,  faire  correspondre  une  décom- 
position (aojttj,  ...,  a„_lf  ci)  de  l'intervalle  (a0,  ci),  telle  que  l'on  ait 

(al—a0)  (Mi—  m4)  +  (a2—  ax)  (M2—  ;h2)  -k . .  +  (a  —  aM_4)  (M„  —  m„)<s, 

en  désignant  par  Mt,  m^  par  M2,  m2,  ...,  par  M,„  mn  les  bornes 
supérieures  et  inférieures  de  la  fonction  f(x)  dans  les  intervalles 
partiels  (a0,  ai),  (alfaâ),  ...,  (an_l5  a). 

Cette  condition  montre  tout  d'abord  que,  si  la  fonction  f(x)  est 
intégra ble  dans  l'intervalle  (a0,  ci),  elle  est  intégrable  dans  tout 
intervalle  contenu  dans  l'intervalle  (a0,  a).  De  même,  si  une 
fonction  f(x)  est  intégrable  clans  les  deux  intervalles  contigus 
(a,  b),  (b,  c)  elle  est  intégrable  dans  l'intervalle   a,  c). 
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Toute  fonction  /(se)  continue  dans  l'intervalle  (a0,  a)  est  inté- 
grante dans  cet  intervalle. 

Si.,  en  effet,  la  fonction  f(x)  est  continue,  à  chaque  nombre 
positifs  correspond  un  nombre  positif  rt  tel  que,  dans  tout  inter- 
valle contenu  dans  (a0,  a)  et  dont  l'écart  est  moindre  que  rh  l'écart 
de  la  fonction  soit  moindre  que  s;  si  donc  les  écarts  des  intervalles 
partiels  de  la  décomposition  a0,  ai,  ...,  a)  sont  moindres  que  rn 
la  somme 

(ai  —  a0)  (Ml  —  ml)  +  (aâ  —  «,)  (Ma  —  m2)  +.,.-+-  (a  —  a„_i){M„  —  ma) 

sera  moindre  que  (a  —  a0)s.  La  proposition  est  démontrée. 

Si  la  fonction /(se)  est  définie  dans  l'intervalle  (aQ,  a)  et  si,  dans 
cet  intervalle,  elle  est  soit  non-décroissante,  soit  non-croissante 
(n°  163),  elle  est  intégrable  dans  cet  intervalle. 

Plaçons-nous  dans  le  premier  cas  ;  on  a  alors 

M,  =/(<«,),  M,  =/(a,)....,Ma  =/(«), 
mi  =/(«(}).  '«2  =/(«i).  •••,  ™n=f{a,i-i), 

d'où 

(a,  —  a0)  (Mt  —  mj  -h  (a2  — «J  (Ms  —  m2)  -h...  H-  (a  —  an_i)  (M„  —  m») 

=  («1—  a<>)  [/(«.)— ./  («o)]  +  («2  —  «I  )[/(«,')— /(«])]-+"  ••• 

+  («  —  «».-i)[/(a)—  /(««-•)]• 

Soit  yj  le  plus  grand  des  écarts  des  intervalles  partiels  ;  le  second 
membre  est  au  plus  égal  à 

3 [M)  —  /(ao)  H- /(«a)  ~/(«i)  +  •••  H" /(a)  —  /(««-i)] 
si  l'on  se  donne  le  nombre  positif  s,  il  suffira  de  prendre 

n<i7 


249.  —  Si  une  fonction  /(se),  bornée  dans  l'intervalle  (a0,  a), 
est  intégrable  clans  cet  intervalle,  il  en  sera  de  même  d'une  fonction 
bornée  F(xj  égale  à  la  fonction /(se)  pour  toutes  les  valeurs  de  se 


2  4  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a),  sauf  quelques  valeurs  en  nombre 
limité,  et  l'on  a 


f(x)  dx  =  I     F  (x)  dx  ; 


Jo 


si,  en  effet,  pour  les  deux  fonctions  f( x),  F  (a;)  on  considère  par 
exemple  deux  sommes  supérieures  relatives  à  une  même  décom- 
position, on  voit  que  les  éléments  de  ces  deux  sommes  ne  peuvent 
différer  que  pour  les  intervalles  partiels  auxquels  appartiennent 
des  valeurs  de  a;  qui  rendent  différentes  les  deux  fonctions/(a:),  F  (œ); 
la  différence  entre  les  deux  sommes  peut  donc  être  supposée  aussi 
petite  qu'on  le  veut,  puisque  ces  intervalles  sont  en  nombre  limité; 
le  même  raisonnement  s'applique  à  deux  sommes  inférieures  re- 
latives au  même  mode  de  décomposition,  etc. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  que  la  proposition  subsisterait  si  l'en- 
semble des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  les  deux  fonctions 
f(x),  F  (a?)  diffèrent  était  infini,  mais  d'étendue  extérieure  nulle. 

Si  l'on  a  a0  <<  b  ■<  a  et  si  la  fonction  f{x)  est  intégrable  dans 
l'intervalle  (a0,  a),  on  a 

ra  pb  na 

I    f(x)dx  =  j     f(x)dx  -+-  I     f(x)dx. 

iA<0  J  «o  J  b 

Si,  étant  donnée  une  fonction  fix)  clans  un  intervalle  (a„,  à),  on 
peut  décomposer  cet  intervalle  en  intervalles  partiels  tels  que  dans 
chacun  d'eux  la  fonction  soit,  ou  continue,  ou  constante,  ou  non- 
croissante,  ou  non-décroissante,  la  fonction  sera  susceptible  d'in- 
tégration clans  l'intervalle  (a0,  a)  et  l'intégrale  définie  relative  à  cet 
intervalle  sera  la  somme  des  intégrales  relatives  aux  intervalles 
partiels. 

On  a  supposé  jusqu'ici  a0  <;  a.  Lorsqu'on  a  a0  >  a  et  que  la 
fonction  f\  x )  est  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  a0),  on  pose 

f(x)dx  =  —  /     f{x)dx, 

J  a0  Ja 

et  cette  égalité  peut  être  regardée  comme  une  définition  du  premier 
membre;  du  reste,  on  reconnaît  immédiatement  que  la  définition 
de  l'intégrale,  donnée  au  n°  240,  s'applique  dans  ce  cas,  avec  des 
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modifications   insignifiantes  dans  le  langage.  Si  l'on  a  a0  =  a, 
l'intégrale,  par  définition,  est  nulle. 

On  n'aura  aucune  peine  à  démontrer  que,  si  la  fonction  f(x) 
est  intégrable  dans  le  plus  grand  des  intervalles  bornés  par  deux 
des  trois  nombres  a,  b,  c,  on  a 

J^c  ,->a  rb 

f(x)dx  -h  /    f(x)dx  +   I    f{x)dx=  o. 
b  v  c  J a 

Cette  égalité  subsiste  si  deux  des  nombres  a,  b,  c  sont  égaux. 

Si  /(as)  et  <p(œ)  sont  des  fonctions  intégrables  dans  l'intervalle 
(a0,  a),  on  voit  tout  de  suite  que,  en  désignant  par  À  et  B  des 
constantes  quelconques,  la  fonction 

A/(*)  +  B<eH 

est  aussi  intégrable  dans  le  même  intervalle  et  que  l'on  a 

j    [Af(x)  +  Be(x)]dx  =  A  j    j{x)dx  +  B  j    y{x)dx. 

Si  les  deux  fonctions  bornées  f{x),  (p(x]  sont  intégrables  dans 
l'intervalle  (a0,  a),  il  en  est  de  même  de  la  fonction  f  x]  x  ®(x). 

Supposons  en  effet  que,  dans  un  même  intervalle,  les  bornes 
inférieures  des  deux  fonctions  y  x  ),  ®(x)  soient  respectivement  m,  u. 
et  leurs  écarts  d,  c);  on  aura,  en  désignant  par  x  et  x'  deux  va- 
leurs quelconques  appartenant  à  cet  intervalle, 


j(x)  =  m  -+-  hd, 

f(x<)  =  m  -h  h'd, 

<p(ar)  =  fi.  -h  ifi, 

?(œ')  =p  +  Vs 

h,  h'  y,  y/  étant  des  nombres  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  ; 
on  en  déduit 

f{x)  x  »{x)—f(x')  X  Q[x')=(h  —  h')Vd  +  h— V)m8+(foi  —  h'tfdti; 

si  donc  on  désigne  par  P  un  nombre  positif  supérieur  aux  valeurs 
absolues  de  m  et  [x,  on  voit  que,  dans  l'intervalle  considéré,  l'écart 
de  la  fonction  f(x)  X  <p(œ)  sera  moindre  que 

P(d-*.8)-M8; 
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ceci  posé,  considérons  une  décomposition  (a0,  al5  ...,  an-i,  a)  de 
l'intervalle  (a0,  a)  :  soient  dl}  d2,  ,..,  dn  et  e^,  à2,  ...,  àn  les 
écarts  des  fonctions  f(x)  et  y{x)  dans  les  intervalles  partiels 
(oq,  «])»  («u  «2),  •■-,  («n_i,  a);  si  A  est  un  nombre  auquel  les  va- 
leurs absolues  des  fonctions  f(x),  cp(x)  restent  inférieures  dans 
l'intervalle  (a0,  a),  la  somme  S  des  écarts  de  la  fonction  f(x) <p (x) 
•dans  les  intervalles  (a0,  ak),  (a15  ai),  ...,  (a„_l9  a),  respectivement 
multipliés  par  les  écarts  de  ces  intervalles,  sera  moindre  que 

(«1  —  «0)  [A.-(<fj  +  S,)  +  ^8,]  h-  (a,  —  a,)  [A(r/2  +  82)  +  d2Z2) 
-+-  ...  -+-  (a  —  a„_i')  [Â'(«?„  -b  8n_j)  -h  d„8„)  ; 

dès  lors,  si  s  désigne  un  nombre  positif  arbitraire,  on  peut, 
puisque  les  fonctions  f(x),  <p[x)  sont  intégrables  dans  l'intervalle 
(a.o,  a),  supposer  la  décomposition  telle  que  l'on  ait 


(«1 

—  aQ)di  -+-  (a2 

—  «iH  +  •• 

.  +  (a  ■ 

—  «ii_04«  <  ^ 

(«I 

—  ao)  81  +  («2 

—  aJ82  +  ., 

,.  H-  (a 

—  art_))on  <;  s; 

si  donc  on  désigne  par  B  un  nombre  positif  égal  ou  supérieur  à 
l'écart  de  la  fonction  (p(x)  clans  l'intervalle  total  (a0,  a),  au  moins 
égal  par  conséquent  à  chacun  des  nombres  d\,  â2,  ...,  &n,  on  aura 

S<(aAn-  B)e; 

puisque  s  est  arbitraire,  et  que  les  nombres  A  et  B  sont  fixes,  on 
voit  que  la  décomposition  peut  être  supposée  telle  que  la  diffé- 
rence S  entre  deux  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre 
que  tel  nombre  que  l'on  voudra  ;  la  fonction  f(x)  X  ©  (a?)  est  donc 
intégrable  dans  l'intervalle  Ca0,  a). 

On  démontrera  d'une  façon  analogue  que,  si  w  (a?)  est  une  fonction 
bornée  intégrable  dans  l'intervalle  \a0,  a),  et  dont  la  valeur  absolue 

reste  supérieure  à  un  nombre  positif  A,  la  fonction  — r-x  sera  inté- 
grable clans,  le  même  intervalle. 

250.  —  La  définition  de  l'intégrale  définie  permet,  lorsqu'on  se 
donne  la  fonction  à  intégrer  et  les  limites  de  l'intégrale,  d'obtenir 
des  valeurs  approchées  de  l'intégrale  définie,  mais  ce  n'est  que  dans 
des  cas  très  particuliers  qu'elle  fournit  la  valeur  exacte  de  celte 
intégrale  ;  je  me  contenterai  de  citer  l'exemple  suivant  : 
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Soit,  en  désignant  par  CL  un  nombre  quelconque  différent  de  i 
en  valeur  absolue, 

J  =  I     log  (i  —  2  y-  cos  x  -h  a2)  dx. 

La  fonction  log    i  —  2  a  cos  x  +  a2    étant  continue  dans  l'inter- 
valle considéré,  elle  est  intégrable,  et  l'on  a  par  définition 

i=n — 1 

J  =  lim  -      >      lo°-  (  1  —  2  a  cos  —  -+■ 


n 

i=o 


l~  , 

y  cos h  s_ 

11 


ir.            ,\          U2n  —  i)    a  —  I 
2  y-  cos h  «   )  = — : 

a  H-  1 


=   lim  -  I02;  (  1  —  2 

1=0 

mais,  en  vertu  d'une  identité  bien  connue,  on  a 

i=zn —  1 

ir(- 

on  aura  donc 

J  =  lim  -    log  1  ~  a  -+-  log  (1  —  a2")], 
n=00  n  L    °  1+  *  D  V  >\ 

ou 

J=   lin^riog^+log^-i)!, 

suivant  que  a  sera,  ou  non,  compris  entre  —  1  et  -h  1  ;  dans  le 
premier  cas,  J  est  manifestement  nul;  dans  le  second  cas,  l'identité 

log  (a*  —  1)  =  n  log  a2  +  log  (\  —  ij 

montre  que  J  a  pour  valeur  7u  log  a2. 

On  aperçoit  bien  que  c'est  grâce  à  une  circonstance  très  parti- 
culière que  l'on  a  pu  parvenir  au  résultat  final. 

251.  —  L'évaluation  des  intégrales  définies,  la  recherche  des 
fonctions  primitives  sont  deux  problèmes  connexes,  ainsi  qu'il 
résulte  de  la  proposition  suivante. 
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Si,  dans  l'intervalle  (a0,  a),  la  fonction  F  (x)  admet  pour  dé- 
rivée la  fonction  f(x)  [ce  qui  implique  la  continuité  de  F  (a;)],  et  si, 
dans  ce  même  intervalle,  la  fonction  f(x)  est  bornée  et  intégrable, 
on  a 

faf(x)dx  =  F(a)-F(a()). 

Soit,  en  effet,  (a0,  at,  ...,  an-i,  a)  une  décomposition  quel- 
conque de  l'intervalle  (a0,  a)  ;  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  des 
accroissements  finis  (n°  216), 

F(a)-F(a0)=F(a1)-F(a0)  +  F(ao)-F(fl1)  +  ...  +  F(a)-F(a)!_1) 
— -  (at  —  a0)f(xi)  -i-  (a2  —  ai)j{xî)  +  ...  +  (a  —  an_i)f(xn), 

en  désignant  par  xl9  x2,  ...  xn  des  nombres  intérieurs  respective- 
mentaux  intervalles  (a0,  ad),  (an  a2),  ...  (a„_,,  a).  La  différence 
F  (a)  — F  (a0)  peut  donc  être  regardée  comme  une  des  sommes 
relatives  à  une  décomposition  quelconque  (a0,  av  ...,  a),  sommes 
dont   la   considération   est  le   point  de  départ  de  la  définition  de 

l'intégrale    |    f(x)dx.   Si  la   fonction  j  (x)   est   intégrable   dans 

JaQ 

l'intervalle  (a0,  a),  c'est  qu'il  y  a  un  nombre  J  dont  s'appro- 
chent autant  qu'on  le  veut  les  sommes  relatives  à  une  décom- 
position quelconque  pourvu  que  les  intervalles  partiels  soient 
suffisamment  petits.  Ce  nombre  J  est  donc  égal  à  F  (a)  —  F  (a0). 
Tel  est  le  cas  si  la  fonction  f(x)  est  continue,  ou  à  variation 
bornée,  clans  l'intervalle  (a0,  a).  Mais  le  seul  fait,  pour  une  fonc- 
tion f{x),  d'être  la  dérivée  d'une  fonction  F  (a:),  n'implique  pas 
l'intégrabililé  de  cette  fonction. 

Les  conclusions  auxquelles  on  vient  d'arriver  peuvent  se  déduire 
en  partie  de  l'étude  de  la  fonction  de  x  ('). 

f(x)dx 
«.;  «0 

(1)  Il  convient  de  remarquer  que,  dans  la  notation  usuelle 

Jr>x 
f{x)dx 
aa 

la  lettre  x  n'a  pas  le  même  sens  dans  f.(x)dx  et  comme  limite  supérieure  de 
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où  l'on  suppose  que  x  appartienne  à  l'intervalle  (a0,  a)  et  que  la 
fonction /(a?)  soit  bornée  et  intégrable  clans  cet  intervalle. 
On  a 

(x  —  a0)m  <  cç  (a?)  <  (a  —  x)  M, 

en  désignant  toujours  par  m  et  M  les  bornes  inférieure  et  supé- 
rieure de  la  fonction  f '  (x)  dans  l'intervalle  (a0,  a)  ;  la  fonction 
■<p  (x)  est  clone  bornée  dans  cet  intervalle  ;  soient  (x0,  x0  4-  h)  un 
intervalle  contenu  dans  (a0,  a:  et  m0,  M0  les  bornes  inférieure  et 
supérieure  def(x)  dans  cet  intervalle;  la  quantité 

y  (s, +  *)-?(«.)  =  J  fX°  +  hf{x)dx 

appartiendra  à  l'intervalle  (m0,  M0)  ;  elle  sera  au  plus  égale,  en 
valeur  absolue,  au  plus  grand  [x  des  nombres  \m\  et  |M|  ;  l'iné- 
galité 

|cp(as0  4-/i)  —  T  (^o)l  ^  Mf* 

montre  clairement  que  la  fonction  ©  (as)  est  continue  pour  tout 
nombre  x0  appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a). 

Si  la  fonction  f(x)  est  continue  pour  x  =  xa,  l'écart  de  l'inter- 
valle (m0,  M0),  auquel  appartient  aussi  la  valeur  de/(a;0)  peut  être 
supposé  moindre  que  le  nombre  positif  z,  pourvu  que  l'on  ait 
\h\  <<  Yt,  en  désignant  par  rt  un  nombre  positif,  correspondant  à  s. 
Sous  les  mêmes  conditions,  on  aura  donc 


(x0  -f-  h)  —  <p  (a;0)  _  W^ 


< 


La  fonction  (p(x)  admet  f(x)  pour  dérivée,  en  tout  point  de 
l'intervalle  (a0,  a),  où  la  fonction /(a?)  est  continue.  Si  cette  fonc- 
tion est  continue  dans  tout  l'intervalle,  <p(a?)  admettra,  clans  tout 
l'intervalle,  f(x)  pour  dérivée. 


l'intégrale  :  la  notation  précédente  veut  dire  la  valeur  pour  z  =  x  de  la  fonc- 
tion de  z 
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Il  convient,  en  passant,  de  faire  la  remarque  suivante  :  si  l'on  a 
«o  <  ûi  <  a  et  sif0(x),  fi(os)  sont  des  fonctions  continues  dans  les 
intervalles  (a0,  a{),  (alf  a),  mais  telle  que  l'on  n'ait  pas 

/o(%)=/i(«i), 

une  fonction  f(x)  définie  dans  l'intervalle  (a0,  a)  par  cette  condi- 
tion qu'elle  soit  dans  l'intervalle  (a0,  aL)  constamment  égale  à 
f0(x)  et,  dans  l'intervalle  (a,,  a)  constamment  égale  k  fY(x),  sauf 
pour  la  valeur  x  =  a,,  qui  lui  fait  acquérir  la  valeur  /"(Oj)  =  /0(a]), 
sera  (n°  248)  intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a")  ;  dans  ce  même 
intervalle,  la  fonction 


=  faf(x)dœ 


est  continue;  elle  admet  pour  dérivée  f0 (x)  dans  l'intervalle 
(a0,  a,)  et/)  (as)  à  l'intérieur  de  l'intervalle  (ap  a)  (n°  206);  pour 
a:  =  c^,  elle  admet  /o^)  pour  dérivée  à  droite  et  f^  [x]  pour  déri- 
vée à  gauche.  On  voit,  sur  cet  exemple  simple,  que  la  continuité 
de  la  fonction  (û(x)  n'entraîne  pas  l'existence  de  la  dérivée. 

Je  rappelle  maintenant  la  question  posée  au  début  de  ce  chapitre  : 
Une  fonction  f[x)  étant  donnée,  dans  l'intervalle  (a0.  a)  existe-t-il 
une  fonction  donty(œ)  soit  la  dérivée  dans  cet  intervalle  ? 

Je  laisse  de  côté  le  cas  où  la  fonction  y  (se)  est  discontinue. 

Dans  le  cas  où  f(x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a0t  a),  la 
fonction 


fXf(x)d3 


admet  f(x)  pour  dérivée  dans  l'intervalle  (a0,  a).  Toutes  les  fonc- 
tions qui  jouissent  de  la  même  propriété  s'obtiennent  en  ajoutant 
à  celle-là  une  constante  arbitraire. 

Inversement,  si  l'on  connaît  une  fonction  F(œ)  définie  dans  l'in- 
tervalle (a0,  a)  et  admettant  f(x)  pour  dérivée,  on  peut  être  certain 
qu'il  existe  une  constante  C  telle  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a  , 


nx 


F(x)  +  G=        f(x)dx; 
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cette  égalité  devant  subsister  pour  x  ==  «0,  il  faut  que  l'on  ait 

F  (a0)  -+-  C  =  o  : 
on  aura  donc 

?(*)=  fVo*)  <**==*>)  -F  («<>)• 
Ja0 

Par  exemple  on  aura 


s: 


dx        ,  C  dx        ,      x 

~  =  log  X,  —  =  lo°'  - 

x  }      x  °  a 


en  supposant  x  positif  dans  la  première  égalité,  a  et  x  de  mêmes 
signes  dans  la  seconde  ; 

dx                                           /   J      dx 
5  =  arc  1g  x,  !        5  =arc  tsx  —  arc  t°a, 

1    -+-  X2  °  Ja      I    -h  .T2  °  °.  ' 

quels  que  soient  a  et  x; 
Cx      dx 


K  v/i 


=  arc  sin  x  —  arc  sin  a, 


en  supposant  a  et  x  compris  entre  —  i  et  -h  i . 

Je  rappelle  que  les  valeurs  des  fondions  arc  tgx,  arc  sin  x  ap- 
partiennent toujours  à  l'intervalle  ( —  -»  -]. 

On  désigne  souvent  par  le  symbole 

jf(x)dx 

la  fonction  primitive  de  la  fonction  f(x)  ;  la  valeur  de  ce  symbole 
n'est  déterminée  qu'à  une  constante  près.  On  lui  donne  le  nom 
d'intégrale  indéfinie.  On  peut  le  regarder  comme  une  intégrale 
définie  dont  la  limite  supérieure  serait  x  et  la  limite  inférieure 
arbitraire. 

On  écrit  par  exemple 


/ 


arctgaj,  I  cos  x  dx  =  sin  x,       etc.  .. 


î  -+-  x 


32  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

C'est  l'objet  de  l'un  des  chapitres  du  calcul  intégral  que  de  faire 
connaître  des  classes  très  étendues  de  fonctions  f{x)  dont  on  peut 
obtenir  les  fonctions  primitives  exprimées  au  moyen  des  fonctions 
algébriques,  des  fonctions  ex,  \ogx,  tgx,  arc  tgx,  ...  et  des  com- 
binaisons de  ces  fonctions  ;  un  autre  problème,  qui  peut  donner 
lieu  à  des  développements  indéfinis,  est  le  suivant  :  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée  f[x)  déduire  les  propriétés  de  la  fonction 

Jfx 
f(x)dx; 

on  peut,  par  exemple,  chercher  à  retrouver  les  propriétés  de  la 
fonction  logarithmique  en  partant  de  la  définition 

,  idx 

logx=ji    -, 

et  l'on  comprend  comment  la  fonction  logarithmique,  si  elle  n'avait 
pas  été  connue  avant  l'invention  du  calcul  intégral,  se  serait  introduite 
d'une  façon  nécessaire  pour  répondre  à  cette  question  :  quelle  est  la 

fonction  dont  la  dérivée  est  -  ?  la  fonction  logarithmique  aurait 

ensuite  conduit  à  la  fonction  erdont  elle  est  la  fonction  inverse  ;  on 
pourrait  en  dire  autant  des  fonctions  arc  tg  x  et  tg  x,  etc.  On  con- 
çoit ainsi  comment  le  problème  posé  au  début  de  ce  chapitre  con- 
duit inévitablement  à  la  définition  de  nouvelles  fonctions  transcen- 
dantes. L'étude  des  propriétés  de  ces  fonctions,  des  relations  qu'elles 
ont  entre  elles  ou  avec  les  fonctions  précédemment  connues,  a, 
dans  le  siècle  précédent,  conduit  à  des  résultats  considérables, 
dont  il  est  impossible  de  prévoir  le  terme. 

252.  —  On  a  déjà  en  plusieurs  fois  l'occasion  de  s'appuyer  sur  ce 
fait  que,  si  l'on  suppose  la  fonction  f{x)  finie  et  susceptible  d'inté- 
gration dans  l'intervalle  (a0,  a),  la  valeur  de  l'intégrale 

r 

J  —  I    j{x)dx 

appartient  à  l'intervalle  [m  [a  —  a0),  M  (a  —  a0)],  en  désignant  par 
M  et  m  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction  fix)  ;  il 
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est  naturel  de  se  demander  si  la  valeur  de  J  peut  atteindre  une  des 
bornes  de  l'intervalle  auquel  elle  appartient,  la  seconde,  par 
exemple. 

Si  l'on  considère  une  décomposition  (a0,  a,,...,  a„_l5  a^  de  l'in- 
tervalle (a0,  a),  J  appartient  à  l'intervalle  borné  par  les  deux  nom- 
bres 

(«i  —  «o)mi  +  (a2  —  ai)m2  -h  ...  +  (a  —  an_x)mn, 
(a,  —  a0)Ml  -h  (a2  —  a,)Ma  H-  ...  H-  (a—  a„_!)Mn, 

en  désignant  par  m15  m2,  ...,  m„,  M,,  M2,  ...,  M»  les  bornes  infé- 
rieures et  supérieures  de  la  fonction  dans  les  intervalles  partiels  ; 
puis  donc  que  les  nombres  M,,  M2,  ...,  Mn  sont  au  plus  égaux  à 
M,  J  ne  peut  être  égal  à 

(a  —  a0)M  =  (ai  —  «0)M  -h  (a2  —  a,) M  h-  ...  -f-  (a  —  aB_t)M 

que  si  l'on  a 

M,  =  M2  =  ...  =M„  =  M. 

Par  conséquent  le  nombre  J  ne  peut  être  égal  à  (a  —  a0  M  que 
dans  le  cas  où,  quels  que  soient  les  nombres  différents  p,  q  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a0,  a),  la  fonctionnas)  a  M  pour  borne  supé- 
rieure dans  l'intervalle  p,  q  ;  s'il  en  était  ainsi  et  si  l'on  savait 
d'ailleurs  que  la  fonction  f(x)  est  continue  dans  l'intervalle  aQ,  a), 
ou  que  cet  intervalle  peut  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'in- 
tervalles partiels  tels  que  clans  chacun  d'eux  la  fonction  fût,  ou 
continue,  ou  croissante,  ou  décroissante,  ou  constante,  on  pourrait 
affirmer  que,  dans  l'intervalle  a0,a  ,  la  fonction  y  x  est  constam- 
ment égale  à  M. 

De  même,  pour  que  le  nombre  J  fût  égal  à  (a  —  a0)m,  il  fau- 
drait que,  dans  tout  intervalle  >p,  q)  dont  les  limites  p,  q,  suppo- 
sées distinctes,  appartiennent  à  l'intervalle  (a0,  à),  la  borne  infé- 
rieure de  la  fonction  f(x)  fût  égale  à  m. 

Par  conséquent,  sauf  dans  les  cas  exceptionnels  qui  viennent 
d'être  précisés,  on  peut  affirmer  que  le  nombre  J  est  égal  au  pro- 
duit de  a — aQ  par  un  nombre  [X  compris  entre  m  et  M,  ces 
limites  étant  exclues.  En  particulier,  si,  dans  tout  l'intervalle  (a0,  a), 
on  a  f(x)  >_  o,  on  peut  affirmer  que  l'intégrale,  en  supposant 
a  >>  a0,  est  positive  ;  elle  ne  pourrait  être  nulle  crue  si,  dans  tout 
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intervalle  contenu  dans  (a0r  a),  la  borne  inférieure  de  la  fonction 
était  nulle. 

Si  la  fonction  f(x)  est  continue,  il  y  a  (n°  186)  un  nombre  | 
appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a)  tel  que  l'o>n  ait 

/(?)  =  P. 
On  peut  donc  écrire 

(i)  faf(x)clx  =  (a-a0)f(l); 

on  peut  même  supposer  dans  ce  cas  le  nombre  ç  différent  de  a0  et 
de  a  ;  soient  en  effet  x'  et  x"  les  deux  nombres  de  l'intervalle  (a0,  a) 
pour  lesquels  on  a 

f(x')  =  M,      f(x")  =  m; 

la  fonction  continue./ (x)  —  [i  étant  positive  pour  a?  =  x' ,  négative 
pour  x  =  x",  s'annule  pour  un  nombre  £  compris  entre  x'  et  x", 
par  conséquent  compris  entre  aQ.  et  a  et  distinct  de  ces  limites. 

Si  F  (a?)  est  une  fonction  qui,  dans  l'intervalle  (a0,  a),  admette 
f\x)  pour  dérivée,  on  aura 

faf(:c)dx  =  F(a)-F(a0) 

Ja0, 

et  l'égalité  (i)  deviendra 

F(a)-F(«0)  =  («-«0)/(|); 

cette  égalité  exprime  le  théorème  démontré  d'une  autre  façon  dans 
le  n,°  216  ;  mais,  à  la  vérité,  la  nouvelle  démonstration  suppose  la 
continuité  de' la  dérivée /(a?)  de  la  fonction  F  (a?),  continuité  qui 
n'était  pas  supposée  dans  la  première  démonstration. 

On  peut  aussi  établir  de  la  même  façon  une  formule  analogue  à 
celle  du  n°  230  ;  je  vais  le  faire  en  suivant  une  méthode  duc  à 
M.  Darboux,  (1),  et  qui,  d'ailleurs  a  été  utilisée  déjà  au  n°  231. 


(*)  Sur  les  développements  en  série  des  fonctions  d'une  sente  rnrialde  (Jnurnol  ,1, 
Lioumlle,  3°  série,  t.  II;,  p.  iiyo). 
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Soit  o  (t)  un  polynôme  entier  en  t  du  degré  n,  etfx)  une  fonc- 
tion de  x admettant  des  dérivées  première,  seconde,  ...,  ,ji-i-i)iktae. 

je  suppose  que  la  dernière  de  ces  dérivées  soit  continue. 
Considérons  la  fonction  de  l 

W(t)  =  çM  (<)/(*  -h  /»/)  —  fef»-1'  («)/  (x  H-  A*) 

+.  AApfc~«  (*)/"(x  -+-  ht)  -h  ...  +  (—  i)»-*  ^-'  as'  (i)/*'1-1»  (x  +  fit) 

où  /i  est  une  constante  et  où  d  (/),  ç"  (/),  ...,  ©(,l)  (£)  sont  les  déri- 
vées successives  du  polynôme  ©  (l)  ;  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  membres  par  rapport  à  /,  on  trouvera  (nos  210,  231) 

VF'  (t)  =  (—  i)«  /i'H-i  o  (i)/(n+1)  C»  H-  ht). 

On  en  déduira,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  i, 


W(i)  —  W(o)  =  (—  l)nA"+*    I      c?  (/)/<»+!)  (x  4-  fa)df, 

ou,  en  désignant  le  second  membre  par  R„  et  en  remarquant  que 
©(n)  (i)  est  égal  à  <p(?î)  (o),  puisque  o[n)  (t)  ne  dépend  pas  de  t, 

o<»>(o)[/(.x  +  /*)-/(*)] 

=  h    [<P(n-1)  (0/'  (x  ■+■  /l)  —  c?('î~1)  (o)/'  (*)] 
—  A2  [?("-2)  (i)/"  (a-  -+-  A)  —  ?("-2)  (o)/"  (x)] 


_  (_   r)n  fcn  [?  C^JW   (x  +   /,)  _  ç  (0)J(„)  (^   +  Rb> 

Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  ffl  7    par  (i  —  f)n  et  que 
l'on  divise  les  deux  membres  par  ( —  i  "  i. -i  ...  n,  on  aura 

f(œ  +  h)  -f(x)  =  \f  {x)  h-  A^(a,)  +  ... 

+  it/':.  n  /WW  +  tx^  P  (T  "  0B/("+1',(*  +  *0  <"■ 


253.  —  Soient  cp{x)  etj(x)  deux  fonctions  finies  et  intégrables 
dans  l'intervalle  (aQ,  a)  ;  il  en  sera  de  même  de  leur  produit  ;  sup- 
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posons  que,  dans  cet  intervalle,  la  première  fonction  (d(x)  ne  soit 
jamais  négative,  ou  jamais  positive,  on  aura 


'■o(x)f(x)dx=  [J.  j       'f  (x)dx. 


en  désignant  par  [±  un  nombre  compris  entre  la  borne  inférieure  m 
et  la  borne  supérieure  M  de  la  fonction  f(x)  dans  l'intervalle 
(clo,  a)  (*)  ;  sauf  dans  des  cas  exceptionnels,  que  la  démonstration 
précisera  suffisamment,  on  peut  affirmer  que  le  nombre  u  est  dis- 
tinct des  nombres  m  et  M.  Je  supposerai,  pour  la  démonstration, 
que  la  fonction  œ  foc)  ne  soit  jamais  négative.  Les  fonctions 

•(*)  [M  ■-/(*)],       '?(*)[/(*) -m], 

ne  sont,  en  vertu  des  hypothèses  que  l'on  a  faites,  jamais  néga- 
tives dans  l'intervalle  (a0>  a)  ',  leurs  bornes  inférieures  sont  donc, 
pu  nulles,  ou  positives  ;  on*a  donc,  d'après  le  théorème  démontré 
dans  le  numéro  précédent, 

I      <p(a:)[M— ./(ar)]da;>o, 

j        Ça 

I      <p  (x)  [f(x)  —  m]  dx  >  o  ; 

on  ne  pourrait  avoir  le  signe  =  dans  la  première  inégalité  que  si 
la  fonction 

¥(*)  [M -/(*)] 

avait,  pour  borne  inférieure  o  dans  tout  intervalle  contenu  dans 
l'intervalle  (a0,  a)  ;  de  même  pour  la  seconde  inégalité. 

D'ailleurs,  les  inégalités  qui  précèdent  équivalent  aux  suivantes: 

J°a  ra  r*a 

o  (x)  dx^  o  (x)f(x)  dx  <  M   I       ep  (x)  dx, 

n0  Jaa  JaQ 

qui  démontrent  la  proposition  énoncée. 

C1)    On  donne    souvent   à   ce    théorème  le  nom   de  premier    lliéorème  de  la 
moyenne. 


CHAPITRE    VIF.    INTEGRALES    DEFINIES  3y 

Si  la  fonction  f(x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a0,  a),  il  y  aura 
une  valeur  £  appartenant  à  cet  intervalle  pour  laquelle  on  aura 

et  l'on  pourra  écrire 

["  o(œ)f(x)dx=f(t)  f\(x)dx. 

S'il  y  a  un  intervalle  contenu  dans  l'intervalle  (a0,  a)  dans  lequel 
la  fonction  a>  (x)  ait  une  borne  inférieure  autre  que  zéro  et  dans  le- 
quel la  fonction  continue  f(x)  ne  soit  pas  constante,  on  peut  affir- 
mer que  le  nombre  |  est  différent  de  a0  et  de  a.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  il  y  aura  un  intervalle  contenu  dans  l'intervalle  considéré  et 
dans  lequel  les  fonctions  M  — f(x),  f(x)  —  m  ne  s'annuleront 
pas  et  resteront  supérieures  à  un  certain  nombre  positif;  il  en  sera 
de  même  du  produit  de  ces  fonctions  par  <d  (x)  ;  en  sorte  que  le 
signe  =  devra  être  exclu  des  inégalités  (i)  ou  2)  ;  au  reste,  si 
l'on  désigne  par  x' ,  x"  les  valeurs  appartenant  à  l'intervalle  (a0,  aj 
pour  lesquelles  on  a 

f(x>)  =  M,      f(x")  =  m, 
les  inégalités  (3)  équivalent  à  dire  que  la  fonction  continue  de  x 

©  (x)  dx  —  I       9  (x)f(x)  dx 

(où  les  intégrales  doivent  être  regardées  comme  des  constantes), 
est  positive  pour  x  =  x',  négative  pour  x  =  x"  ;  cette  fonction 
s'annule  donc  pour  un  nombre  S  compris  entre  x'  et  x",  distinct 
de  ces  nombres  et  par  conséquent  de  a0  et  de  a. 

En  se  reportant,  par  exemple,  à  l'expression  considérée  à  la  fin 
du  dernier  paragraphe, 

(     (i—t)nfln+V(x-hht)dt, 

on  voit  que  cette  expression,  si  la  fonction  de  /,  f('l+l)  {x  -\-  ht), 
est  continue  dans  l'intervalle  (o,  1),  peut  s'écrire 

fn+i  (œ  _|_  M)  |      (1  —  t)n  dt  =  — : —  /(»+*>  (x  -h  8/i), 
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Q  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un  ;  en  multipliant  cette 

hn 
quantité  par ,  on  retrouve  l'expression  du  reste  de  la  série 

de  Taylor,  donnée  par  Lagrange. 
Considérons  encore  l'expression 

m         fx  dx 


J0       y/(i    _^)(l    —tfx*) 

où  la  constante  k2  est  supposée  plus  petite  que  un  et  où  la  limite 
supérieure  x  de  l'intégrale  est  un  nombre  positif  plus  petit  que 
un  ;  on  aura,   en  désignant  par  '£  un  nombre  compris  entre  zéro 

J  \/i  —  k2%'2  —  arc  sin  x, 
et  par  conséquent 

sin  (3  v/i  —  /î2J  <C  x  <C  sin  J- 

254.  —  Au  théorème  qui  fait  l'objet  du  numéro  précédent  se 
rattache  une  autre  proposition,  un  peu  plus  cachée,  à  laquelle  on 
donne  habituellement  le  nom  de  second  théorème  de  la  moyenne  (4)  ; 
elle  est  due  à  0.  Bonnet  et  repose  sur  le  lemme  d'Abel  établi  au 
n°  138. 

Je  ferai  d'abord  la  remarque  suivante  :  Soit  f{x)  une  fonction 
bornée  et  intégrable  de  la  variable  x  dans  l'intervalle  (a0,  a)  ',  soit 
(oo,  ai,  ...,  an_ï,  a)  une  décomposition  de  l'intervalle  (a0,  a)  en 
intervalles  partiels:  désignons  par/o,  fi,  ■■-,  fn-i,  fn  les  valeurs 
de  la  fonction  f(x)  pour  les  valeurs  a0,  ai,  ...,  an_l,  a  attribuées 
à  la  variable  x  ;  la  somme 

(a,  —  a0)/0  +  (a,  —  a,)/i  +  ...  +  (a  —  a„_i)/n_, 

sera  une  valeur  approchée  de  l'intégrale 

fUf(x)dx, 


(J)  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries,  dans  les  Mémoires  couronnés  et 
Mémoires  des  savants  étrangers,  publiés  par  l'Académie  royale  de  Belgique 
(t.  XXIII,  p.  8). 


CHAPITRE    VII.     INTÉGRALES    DEFIMES  3g 

et  l'erreur  commise  en  substituant  la  somme  à  l'intégTale  sera  au 
plus  égale  à  la  somme  r)  des  écarts  de  la  fonction  f'x)  dans  les  in- 
tervalles partiels  (a0,  ai),  («i,  a,.,),  ...,  [an_i,  a)  respectivement 
multipliés  par  les  écarts  ai  —  a0,  a>  —  ai.  ...,  a  —  an_i  de  ces 
intervalles  ;  de  même  les  quantités 

Si  =  [aA  —  a0)/0  , 

s,  =  (aL  —  a0)f0  H-  (a2  —  ai)ji  , 


Si  =  (ai  —  a0)f0  -+-  (a,  —  a^fa  -h  ...  -h  (a*  —  Bfc-^/f-i 
pourront  être  prises  pour  des  valeurs  approchées  des  intégrales 

f(x)dx,  I      f(x)dx,  ...,  j      f(x)dx 

a0  ,Ja0  ,/a0 

et,  pour  chacune  d'elles,  Terreur  sera  moindre  que  r)  ;  si  donc  on 
désigne  par  A0  et  A  les  bornes  inférieure  et  supérieure,  dans  l'in- 
tervalle (a0,  a),  de  la  fonction 

r 

j     f(%)  dx 

on  peut  affirmer  que  les  quantités  si,  s-y,  ...,  sa  appartiennent 
toutes  à  l'intervalle  (A0  —  cî\  A  -h  r})  ;  enfin,  je  rappelle  que,  si  s 
est  un  nombre  positif  arbitrairement  donné,  on  peut  supposer  la 
décomposition  (a0,  al5  ...',  an   t,  a)  telle  que  l'on  ait  â  <;  s. 

Ceci  posé,  soit  (p(x)  une  fonction  de  la  variable  x  qui.  dans  l'in- 
tervalle («o,  à),  ne  soit  jamais  négative,  qui,  en  outre,  soit  non- 
croissante  ;  la  fonction  f  x^o  (x)  sera  intégrable  dans  l'intervalle 
(a0,  a). 

Si,  tout  en  conservant  les  notations  précédemment  adoptées,  on 
désigne  par  ©0,  ©1,  ••-,  ©„_i  les  valeurs  de  la  fonction  os  (x)  pour 
les  valeurs  aQ,  ols   ...,  a„_j  attribuées  à  la  variable  x,  la  somme 

S  =  («!  —  a0)/o<p0  +  (a2  —  aO/iri  H-  ...  -h  (a  —  a„_i)/„-i  <?„_i, 

sera  une  valeur  approchée  de  l'intégrale 

r 

J  =  I     /(#)  <?(x)dxm 
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et  la  décomposition  (a0,  ai,  ...,  an_1,  a)  peut  être  supposée  telle 
que  les  conditions  précédemment  imposées,  relatives  à  la  fonction 
f(x),  soient  vérifiées  et  que  l'erreur  commise  dans  l'évaluation  de 
la  dernière  intégrale  soit  moindre  que  s.  Dès  lors  les  quantités 
©o,  ©i,  ...,  ç„_1  étant  toutes  positives  (ou  nulles;  et  formant  une 
suite  non  croissante,  et  les  quantités  sQ,  si,  ...,  sn_l  appartenant 
toutes  à  l'intervalle  (A0  —  e,  A  H-  s),  la  quantité  S  appartiendra  à 
l'intervaile  [(À0  —  s)  ©o,  (A  +  s)  ©0],  ainsi  qu'il  résulte  de  l'identité 

S  ==  cp0Sl   -h  <pj  («a  —  Si)  -+-  ...  H-  ?n-l(»»j  —  sn-l) 

=  «i(?0  —  <?i)  +  *i(?i  —  <?2)  ~\~  ••■  +SJI_i(<p„_2  —  ?„_i)  +S;iOn_1, 

dans  le  dernier  membre  de  laquelle  toutes  les  quantités 

<?0  —  <Pi>  ?1   — ?2'   ••■'  fn-2  —  ?n-i>  ?«-l 

sont  positives  ou  nulles  ;  mais  les  inégalités 

(A0  — s)cp0^S<(A  +  E).?0, 
S  —  £  <  J  <  S  +  £, 

entraînent  les  suivantes  : 

Ao'fo  —  e(o0  +  0  <  J  <  Aç0  -Ke('fo  +  i)  / 

et,  comme  s  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on  veut,  il  faut  que  l'on 
ait 

Aoç*o  ^  J  ^  A'fo  ; 

c'est  la  proposition  que  j'avais  en  vue.  En  résumé,  si,  dans  l'inter- 
valle (a0,  a),  la  fonction  f(x)  est  bornée  et  intégrable,  si.  dans  le 
même  intervalle,  la  fonction  (p(x)  n'est  jamais  négative  et,  en  ou- 
tre, non-croissante,  on  aura 

(1)  ?(a0)A0<;l     f(x)o(x)dx<^o(a0)A, 

en  désignant  par  A0  et  A  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de  la 
fonction  de  x, 

fXf(x)dx, 
continue  dans  l'intervalle  (a0,  a). 
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Les  inégalités  (i)  donnent  lieu  à  la  remarque  suivante  :  si  la 
fonction  ©  (x)  n'est  pas  continue  pour  la  valeur  x  =  a0  qui.  clans 
l'énoncé  du  théorème  comme  dans  la  démonstration,  est  supposée 
plus  petite  que  a,  cette  fonction,  lorsque  le  nombre  x  tend  vers  a& 
par  des  valeurs  décroissantes,  tend  vers  une  limite,  puisque,  dans 
ces  conditions,  elle  ne  décroît  jamais  et  reste  toujours  inférieure  ou 
égale  à  o(a0  ;  désignons,  en  adoptant  une  notation  employée  par 
Lejeune  Dirichlet,  cette  limite  par  ©  (a0  H-  o)  ;  si  la  fonction  ©(as) 
était  continue  pour  x  =  a0,  le  symbole  ©  ;  a0  H-  o)  ne  représente- 
rait pas  autre  chose  que  ©  (a0)-  Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  l'in- 
tégrale 


i 


f(x)  o  (x)dx 


ne  serait  pas  modifiée,  si  l'on  remplaçait  la  fonction  ©  [x]  par  une 
Jonction  $(cc)  égale  à  © (a0  -t-  o)  pour  x  =  a0,  et  à  © \x:  pour  tou- 
tes les  autres  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a)  ;  d'ail- 
leurs la  fonction  O  (se)  jouirait  des  propriétés  requises  pour  l'appli- 
cation du  théorème  ;  on  peut  donc  substituer  aux  inégalités  fi)  les 
suivantes,  où  les  nombres  A0  et  À  conservent  les  mêmes  significa- 
tions : 

(2)  A0<?  (a0 -h  o)  <  I     f{x)v(x)dx  <j  A<?(a0  -h  o). 


'0 


Enfin,  la  fonction  de  x, 


f(x)  dx, 


devant  prendre  n'importe  quelle  valeur  B  appartenant  à  l'inter- 
valle (A0,  A)  pour  une  valeur  £  de  x.  appartenant  à  l'intervalle 
(a0,  a),  les  inégalités  précédentes  peuvent  être  remplacées  par 
l'égalité 

(3)  I     f(x)  <p  (x) dx  =  <p (a0  +  o)  I     f(x)dx, 

'£,  étant  un  nombre  dont  on  sait  seulement  qu'il  appartient  à  l'in- 
tervalle (a0,  a). 
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Weierstrass  a  transformé  ce  dernier  énoncé  de  manière  à  obtenir 
une  proposition  applicable  à  une  fonction  ©(se)  qui,  dans  l'inter- 
valle (a0,  a),  est  ou  non-croissante,  ou  non-décroissante. 

Supposons  qu'on  soit  dans  le  premier  cas,  la  fonction 

o  (x)  —  o  (a  —  o) , 

où  ©(a  —  o)  désigne  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression  ©  (ce), 
lorsque  x  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes,  sera  non-crois- 
sante dans  l'intervalle  (a0,  a)  et  ne  sera  négative  pour  aucune  va- 
leur de  x  appartenant  à  cet  intervalle  ;  on  pourra  donc  lui  appli- 
quer le  théorème  qu'exprime  l'égalité  (3)  et  l'on  aura  ainsi 


I 


ou 


f(x)  [<?(x)  —  ?(«  —  o)]clx  =  [<p(a0  4-  o)  —  cp(a  —  o)]  J      f(x)dx, 


(4)  I      f{x)  e  (x)  dx  =  <p  (a0  H-  o)  l     f(x)  dx  -h  f{a  —  o)   j     f(x)  dx  ; 

J  a0  Ja0  J  \ 

|  désigne  toujours  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (aD,  a). 
C'est  l'égalité  que  j'avais  en  vue  ;  elle  subsisterait,  si  dans  l'inter- 
valle (ao,  a)  la  fonction  o  (x)  était  non-décroissante  ;  on  le  verra 

en  remplaçant  dans  l'égalité  (3)  ©  (x)  par  ©  (a  —  o)  —  ©  {x). 

255.  —  On  a  supposé  jusqu'ici,   lorsque  l'on  a  considéré  une 


intégrale  définie 


r 


o  (x)  dx , 


que,  dans  l'intervalle  (a0,  a),  la  fonction  ©(ce)  était  bornée  ;  on 
peut  étendre  la  notion  d'intégrabilité  à  des  fonctions  qui  ne  satis- 
font pas  à  cette  condition. 

Soit  (a0,  a)  un  intervalle  et  supposons  que,  quelque  petit  que 
soit  le  nombre  positif  E<a  —  a0,  la  fonction  y  (se)  soit  bornée  et 
intégrable  dans  l'intervalle  (ao,  a  —  s)  ;  si  la  quantité 


9  (a?)  cta, 
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définie  tant  que  l'on  a  o  <<  i  <C  a  —  a„,  tend  vers  une  limite  J 
lorsque  s  tend  vers  zéro  (par  valeurs  positives),  il  sera  naturel  de 
regarder  le  nombre  J  comme  étant,  par  définition,  la  valeur  du 
symbole 

I       ~(x)dx. 

Cette  circonstance  se  présentera  nécessairement  si  la  fonction 
(D  (x)  est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a),  puisque  alors 
y  (s)  est  une  fonction  continue  de  s  et  la  nouvelle  définition  du 
symbole 

r 

I      o  (x)  dx 

coïncidera  avec  celle  qui  avait  été  primitivement  adoptée  ;  mais  la 
quantité  désignée  par  '/Jz;  peut  avoir  une  limite,  lors  même  que  la 
fonction  (D  (x)  ne  serait  pas  bornée  dans  l'intervalle  (a —  s,  a), 
lors  même  qu'elle  ne  serait  pas  définie,  ou  n'aurait  pas  de  sens  pour 
x  =  a  ;  on  sait,  par  exemple,  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre 
x  compris  entre  zéro  et  un, 

r    dx 

=—  =  arc  sin  x  ; 


Jo      \/l   — ■  X 

lorsque  x  tend  vers  i  par  valeurs  croissantes,  le  second  mem- 
bre  tend  vers  la  limite  -  ;  il  en  est  nécessairement  de  même  du  pre- 

mier,  quoique  la  fonction    , 2  grandisse  indéfiniment  quand 

x  tend  vers  i  par  valeurs  croissantes  et  qu'elle  n'ait  point  de  sens 
pour  x  =  i.  On  dira  que  la  fonction  y^=  ==-  est  intégrable  dans 
l'intervalle  (o,  i)  et  l'on  écrira 


j: 


dx 


\fT 


Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  la  limite  supérieure  a  de  l'intervalle 
s'applique  à  la  limite  inférieure  a0  ;  on  pourra  écrire,  par  exemple, 

Xdx        _  u 
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Supposons  maintenant  que,  b  étant  un  nombre  compris  entre 
cio  et  a,  la  fonction  <p(a?),  quelque  petits  que  soient  les  nombres 
positifs  s,  Y),  soit  bornée  et  intégrable  dans  les  intervalles 
(«o,  b  —  s),  (b  -+-  yj,  a)  et  que  la  quantité 


rb- 

-s                             pa 
a  (as)  dx  -+-   I        o  (ar)  efa\ 

définie  tant  que  l'on  a 

o  <  £  <  b  - 

-  a0,         o  <  7]  <  a  —  b, 

tende  vers  une  limite  J  lorsque  les  nombres  s,  yj  tendent  vers  zéro. 
On  dira  que  la  fonction  ©  (a?)  est  intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a) 
et  l'on  écrira 


ra 


x)  c?x  ; 


c'est  ce  qui  arrivera  certainement  si  la  fonction  o  [x]  est  bornée  et 
intégrable  dans  l'intervalle  (b  — e,  b  -+-  yj),  et  par  conséquent  clans 
l'intervalle  (a0,  a)  ;  mais  cela  pourrait  arriver  sans  que  la  fonction 
(p(x)  fût  bornée  dans  l'intervalle  (b —  s,  6  +  y;),  lors  même  qu'elle 
n'aurait  point  de  sens,  ou  ne  serait  pas  définie,  pour  x  =  b.  Par 
exemple,  dans  tout  intervalle  qui  ne  contient  pas  zéro,  la  fonction 

J'xa  pour  dérivée  „  s.-^;  on  en  conclut,  s  et  yj  étant  positifs, 

lorsque  s  et  yj  tendent  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  le  second 
membre  a  pour  limite  le  nombre  6  ;  telle  est  donc  aussi  la  limite 

du    premier    membre  ;    la   fonction  ^j~  qui   grandit  indéfiniment 

quand  x  tend  vers  zéro,  qui  n'a  pas  de  sens  pour  x  =  o,  est  inté- 
grable dans  l'intervalle  ( —  i,  +  i)  et  l'on  a 

J— i  yx2 

En  disant  en  général  que  '/Je,  Y})  tend  vers  la  limite  J  lorsque 
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s,  Y}  tendent  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  on  entend  qu'à 
chaque  nombre  positif  a  correspond  un  nombre  positif  a'  tel  que 
les  inégalités 


O  <  £  <  a\         O  <  r,  <  a', 


entraînent  l'inégalité 


J  |  <a. 


C'est  ce  qui  arrivera  évidemment  si  les  deux  intégrales  dont 
yr{£,  Y])  est  la  somme  tendent  respectivement  vers  des  limites  quand 
s,  y)  tendent  vers  o  et  c'est  ce  qui  n'arrivera  que  dans  ce  cas,  comme 
le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à  s'en  convaincre. 

Un  exemple  simple  montrera  comment  l'expression  "/(s,  Yj), 
lorsque  les  deux  intégrales  dont  elle  est  la  somme  n'ont  pas  de 
limites,  peut  s'approcher  de  valeurs  très  différentes  quand  on  fait 
tendre  e,  yj  vers  o. 

Soit,  en  conservant  les  notations  antérieures, 


on  aura 

Jdx             ( a          dx          i       «  —  b        ,      e 
r  +  t  =  log  . h  log  -  ; 

il  suffit  de  faire  tendre  s  et  y]  vers  o  de  façon  que  leur  rapport  ait 
pour  limite  un  nombre  positif  arbitraire  k  pour  que  le  second 
membre  tende  vers  la  limite 

log  , H  log  k. 

En  restant  à  ce  point  de  vue,  on  n'attribuera  donc  pas  de  si- 
gnification au  symbole 

Ça 

I      '■?  (x)  dx 

si  les  deux  intégrales  dont  la  somme  est  '/  (s,  rf)  ne  tendent  pas 
vers  des  limites  lorsque  s-,  Y]  tendent  vers  o. 

Le  cas  où  cette  somme  tend  vers  une  limite  lorsqu'on  suppose 


46  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

vj  =  s  et  que  s  tend  vers  o  est,  toutefois,  digne  d'intérêt  :  la  limite 
vers  laquelle  tend  alors 

r-b  —  E  ra 

I  cp  (ce)  dx  H-     |         cp  (ce)  c?cc 


est  ce  que  Cauchy  a  appelé  la  valeur  principale  de  l'intégrale 

cp  (ce)  dx. 

En  me  bornant  toujours  aux  valeurs  qui  appartiennent  à  un  in- 
tervalle (a0,  a)  et  b  étant  une  de  ces  valeurs,  je  dirai  d'une  fonction 
tp  (as)  qui  peut  n'être  pas  définie  ou  n'avoir  pas  de  sens  pour  x  =  b, 
mais  qui  est  définie  pour  les  valeurs  voisines  appartenant  à  l'inter- 
tervalle  (a0  a),  qu'elle  devient  infinie  aux  environs  de  b ,  si  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  positif  P,  on  a 

|«p(aO|>P 

pour  des  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a0,  a),  qui 
sont  différentes  de  b,  mais  aussi  voisines  de  b  qu'on  le  veut.  Il 
résulte  du  n°  160  qu'une  fonction  définie  dans  l'intervalle  (a0,  a) 
et  qui  ne  devient  pas  infinie  aux  environs  de  quelque  valeur  appar- 
tenant à  cet  intervalle,  est  nécessairement  bornée. 

Si  une  fonction  ©  (as)  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  as  ap- 
partenant à  l'intervalle  (a0  a)  sauf,  peut-être,  pour  un  nombre  li- 
mité de  ces  valeurs,  si  elle  ne  devient  infinie  qu'aux  environs  d'un 
nombre  limité  de  valeurs  appartenant  à  l'intervalle,  si  enfin  elle  est 
intégrable  dans  tout  intervalle  contenu  dans  (a0  a)  auquel  n'appar- 
tient aucune  des  valeurs  de  as  aux  environs  desquelles  la  fonction 
devient  infinie,  il  est  clair  qu'on  pourra  étendre  à  cette  fonction  les 
considérations  développées  au  début  de  ce  numéro  et  chercher  si 
elle  est,  ou  non,  intégrable  dans  l'intervalle  (a0  a).  Comme  dans  le 
cas  où  la  fonction  ne  devient  infinie  qu'aux  environs  d'une  seule 
valeur  de  x,  on  ramènera,  en  décomposant  l'intervalle  (a0,  a)  en  un 
nombre  suffisant  d'intervalles  partiels,  le  problème  au  cas  où  la 
fonction  ne  devient  infinie  qu'aux  environs,  soit  de  la  limite  supé- 
rieure, soit  de  la  limite  inférieure  de  l'intégrale.  Les  raisonnements 
étant  les  mêmes  pour  les  deux  limites,  je  ne  considérerai  que  la 
limite  supérieure. 
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256.  —  Soit  donc  o  (x)  une  fonction  qui,  quelque  voisin  clu 
nombre  a  que  soit  le  nombre  c,  compris  entre  a0  <  a  et  a,  soit 
bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  (%,  |)  ;  il  s'agit,  en  supposant 
que  la  fonction  ©  (a?)  devienne  infinie  aux  environs  de  x  =  a,  de 
reconnaître  si  l'intégrale 

«ï>  (£)  =    I     ©  (ce)  c?cc 

tend  vers  une  limite  lorsque  £  tend  vers  a  par  des  valeurs  crois- 
santes. 

C'est  un  problème  de  même  nature  que  celui  qui  consiste  à  re- 
connaître si  une  série  donnée  est  convergente  ou  non. 

On  remarquera  d'abord  que  rien  n'empêche,  quand  on  cherche  à 
répondre  seulement  à  la  question  posée,  de  substituer  au  nombre 
a0  un  nombre  fixe  quelconque  compris  entre  a0  et  a,  mais  distinct 
de  a. 

Le  théorème  du  n°  158  fournit  immédiatement  la  règle  suivante  : 

Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  une  limite,  il  faut  et  il  suffit 
qu'à  chaque  nombre  positif  a.  corresponde  un  nombre  a!  <  a,  tel 
que  les  inégalités 

■r<f<r<« 


entraînent  l'inégalité 


fV 

l  <p  (x) dx 


<  a; 


mais  l'application  de  cette  règle  générale  est  souvent  malaisée  et  il 
ne  sera  pas  inutile  de  donner  des  règles  particulières  qui,  dans  des 
cas  assez  étendus,  permettent  de  trancher  la  question. 

Supposons  que  la  fonction  ©  (x)  puisse  se  mettre  sous  la  forme 
f  (x)  <|i  (x),  f(x)  étant  une  fonction  bornée  et  intégrable  dans 
l'intervalle  (a0  a)  et  ty  (x)  étant  une  fonction  qui  devienne  infinie 
aux  environs  de  a,  mais  qui,  quel  que  soit  le  nombre  £  intérieur  h 
l'intervalle  (a0,  a),  soit  toujours  dans  l'intervalle  (a0,  £).  bornée  et 
intégrable,  et  de  plus  ne  soit  jamais  négative  dans  ce  même  inter- 
valle, ou  jamais  positive  :  je  supposerai  dans  ce  qui  suit  qu'elle  ne 
soit  jamais  négative  ;  on  ramènerait  l'autre  cas  à  celui  là,  en  rem- 
plaçant <p  (x)  par  —  <p  (x). 
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L'intégrale    J    <|  (se)  dx  considérée  comme  une  fonction  de  £  est 

J  a 

alors  une  fonction  non-décroissante  dans  tout  intervalle  contenu 
dans  (a0,  a);  elle  peut,  lorsque  S  tend  vers  a,  tendre  vers  une  limite 
ou  vers  -4-  oo  . 

En  supposant  d'abord  qu'elle  tende  vers  une  limite,  je  vais  mon- 
trer qu'il  en  est  de  même  de  l'intégrale 


9  (x)  dx. 


Supposons  en  effet  a0  <  £  -<  |'  <C  a,  la  fonction  /(a?)  il»  (se), 
produit  de  deux  fonctions  bornées  et  intégrables  dans  l'intervalle 
(S,  ç),  est  elle-même  bornée  et  intégrable  dans  ce  même  intervalle 
et  le  premier  théorème  de  la  moyenne  fournit  l'inégalité 


f(x)-b(x)dx 


<<A  I      'h  (x)  dx, 


; 


en  désignant  par  A  un  nombre  positif  que  l'on  peut  prendre  égal 
à  ia  borne  supérieure  de  |  f  (x)  |    dans  (a0,  a),  ou  plus  grand. 

Mais,  par  hypothèse,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  mem- 
bre peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut,  pourvu  que  q,  c,' 
soient  suffisamment  voisins  de  a  ;  il  en  est  de  même  du  premier 
membre  et  la  proposition  est  démontrée. 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que  l'on  a  encore   dans  ce  cas 


m     I     9  (ce)  dx  <    I    /  (x)  ty  (x)  dx  <  M    j     ty  (x)  dx, 

en  désignant  par  m  et  M  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de  la 
fonction  f(x)  dans  l'intervalle  (a0,  a).  Il  est  à  peine  utile  de  dire 
que  cette  dernière  conclusion  s'étend  au  cas  où  la  fonction  d  (se) 
supposée  toujours  non  négative,  bornée  et  intégrable  dans  tout  in- 
tervalle dontles  bornes  ao',  a' vérifient  les  conditions  a0<^a0'<C a! <ja, 
deviendrait  infinie  aux  environs  de  a0  au  lieu  de  le  devenir  aux  en- 
virons de  a,  ou  encore  deviendrait  infinie  aux  environs  de  a0  et  de  a, 

pourvu  que  l'intégrale    I    <p  (se)  dx  ait  un  sens. 

J  Un 
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Supposons  maintenant  que,  la  fonction  ty(x)  satisfaisant  tou- 
jours aux  mêmes  conditions,  l'intégrale 

!     ^  (x)  dx 

grandisse  indéfiniment  quand  |  tend  vers  a  par  valeurs  crois- 
santes ;  s'il  arrive  que,  a'0  désignant  un  nombre  fixe  quelconque 
compris  entre  a0  et  a  et  distinct  de  ce  dernier  nombre,  la  fonc- 
tion f(x)  dans  l'intervalle  (a0,  a)  conserve  le  même  signe  et  reste 
supérieure,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  B,  le  premier 
théorème  de  la  moyenne  fournira  encore  l'inégalité 


|    f(x)  à  (x)  dx     >ti  t^b  (x)  dx 


qui  montre  clairement  que  le  premier  membre,  comme  le  second, 
grandit  indéfiniment  quand  £  tend  vers  a  par  valeurs  croissantes  ; 
il  en  est  de  même  de  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  proposée 

r\ 

I     o  (x)  dx . 
On  voit  sans  peine  que,  dans  ce  cas,  le  rapport 

I     ©  (ar)  dx 


<b  (x)  dx 


finit  par  rester,  lorsque  £  tend  vers  a  par  valeurs  croissantes,  com- 
pris entre  deux  bornes  fixes,  dont  aucune  n'est  nulle  ;  c'est  ce  que 
l'on  exprime  en  disant  que  le  numérateur  devient  infini  comme 
le  dénominateur  ;  cette  locution  prendra  un  sens  plus  précis  si 
f(x)  tend  vers  une  limite,  fia  —  o),  différente  de  zéro,  quand  a; 
tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes  ;  le  précédent  rapport  a 
aussi  pour  limite  f(a  —  o).  On  voit  en  effet  tout  d'abord  que, 
dans  ce  cas,  le  numérateur  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs 
positives  ou  négatives,  suivant  que  la  quantité/  a  —  o  ;  est  posi- 
tive ou  négative.  Soit  maintenant  a  un  nombre  positif  aussi  petit 
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qu'on  le  voudra,  on  pourra  lui  faire  correspondre  un  nombre 
a!  <<  a  tel  que,  sous  les  conditions 

a'  <i  x  <^  a, 
on  ait 

\f(x)-f(x-o)\<*. 

En  désignant  par  s  un  nombre  positif  égal  ou  inférieur  à  a  —  a' 
et  par  5  un  nombre  compris  entre  a  —  s  et  a,  on  aura,  toujours 
en  vertu  du  premier  théorème  de  la  moyenne, 

r\ 

I       f(x)  •h  (x)  dx 

f(a  _  o)   -  a  <  -^—  -</(«  —  o)  +  «; 

!        <l  (x)  dx 


a —  5 


d'ailleurs,  une  fois  s  fixé  comme  on  vient  de  le  dire,  on  pourra 
prendre  i~  assez  voisin  de  a  pour  que  les  deux  rapports 


^a  —  s  r>a  - 

o  (x)  dx  ]         (J/  (x)  dx 

»o  t/a0 


cç  (x)  dx  I  (|;  (x)  C?X 


'a— s 


soient,  en  valeur  absolue,  moindres  que  a,  puisque  leurs  dénomi- 
nateurs peuvent  être  supposés  aussi  grands  qu'on  le  veut  ;  dès 
lors  l'identité 

I  «p  (x)  dx 

r\  ç\  ri 

\     o(x)  dx  I       <p  (x)  dx  I         <p  (x)  dx 

t/ao  J  a  —  t  Ja — z 


\     <^(x)  dx  I        ty  (x)  dx  I  ^  (s?)  dx 

'«o  «/'a— s 


1  +      ^ 


4»  (x)  dx 
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montre  que  le  premier  membre  est  compris-  entre  les  deux  quan- 
tités 

et 

[/(«-o)  _.]!=£. 

Or,  le  nombre  a  pouvant  être  supposé  assez  petit  pour  que  l'une 
et  l'autre  de  ces  deux  quantités  soient  aussi  voisines  que  l'on 
voudra  de  f(a  —  o),  la  proposition  énoncée  est  démontrée.  Lé 
lecteur  ne  manquera  pas  de  rapprocher  cette  proposition  de  l'une 
des  règles  de  l'Hospital  (n°  235;. 

Les  remarques  précédentes  permettront,  dans  bien  des  cas,  de 
ramener  le  problème  proposé  à  un  problème  plus  simple. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  puisse  mettre  la  fonction  sous 
le  signe    /    sous  la  forme 

o(x)  =  fi{x)  H-  (a  —  x)~rf,(x), 

fl  (x)  et  f2  (x)  étant  des  fonctions  bornées  et  intégrables  dans  l'in- 
tervalle (a0,  a)  et  r  un  nombre  positif;  on  aura 

I     »  (x)  dx  =    I    fl  (ce)  dx  +     I     (a  —  x)~r  f2  (x)  dx  ; 

J a0  J  a°  J a0 

on  n'a  pas  à  s'occuper  de  la  première  intégrale  du  second  mem- 
bre ;  quant  à  la  seconde,  si  l'on  applique  la  méthode  précédente 

en  prenant  pour  d/  (x)  la  fonction  positive  >— — - — y  ,  on  voit  tout 
de  suite,  en  partant  de  l'identité 

D,.(a  —  x)~r+l  =  (r  —  i)  (a  —  x)-r, 

valable  tant  que  r  est  différent  de  i,  que  l'on  a 

I     (a  —  x)~r  dx  =  - [(o  —  £)1_r  —  (a  —  «o)1-']  '■> 

si  l'on  a  r<i,   le  second  membre  tend  certainement  vers  une 
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limite  quand  £  tend  vers  a  par  valeurs  croissantes  ;  dans  ce  cas, 
l'intégrale 

P 

I      o  (x)  dx 

a  un  sens  ;  si  l'on  a  r  >>  i  et  si,  lorsque  x  s'approche  de  a,  la 
fonction  f2  (x)  finit  par  garder  un  signe  constant  et  par  rester 
supérieure,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe,  l'intégrale 

I      g  (x)  dx 

grandit  indéfiniment  en  valeur  absolue  quand  |  tend  vers  a  par 
valeurs  croissantes  ;  elle  devient  infinie  comme 


si  l'on  avait  r  =  i ,  on  aurait 

ri 


1 


(a  —  x)~*  dx  =--  los'  — 
v  ;  °   a 

9 


si  la  fonction  /2  (x)  finit  encore  par  garder  un  signe  constant  et 
par  rester  supérieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  fixe, 
l'intégrale  proposée  deviendra  infinie  comme  log  (a  —  x). 
Par  exemple,  l'intégrale 


dx 


où  k2  est  un  nombre  plus  petit  que  i,  a  un  sens,  puisque  l'on  a 


v/(i  —  O  (i  —  !c*x*)  v/(i  -h  x)  (i  —  kW) 

_  î 
et  que  le  facteur  ( i  —  x)    2  qui  devient  infini  aux  environs  dex=i 

est  affecté  de  l'exposant  —  -  dont  la  valeur  absolue  est  moindre 

que  i;  au   contraire   si   l'on  avait   k2  =  i,   l'intégrale   proposée 
n'aurait  pas  de  sens  et  l'intégrale 

dx 


f 


o  v/o 
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deviendrait,  quand  x  tend  vers  i  par  valeurs  croissantes,  infinie 
comme  log  (  i  —  x) . 

L'intégrale  eulérîenne  de  première  espèce 

B  (p,  q)  =    j      xi'-1  (i  —  x)i-1  dx, 

où  p,  q  sont  des  nombres  positifs,  a  toujours  un  sens,  bien  que 
la  quantité  sous  le  signe  /  devienne  infinie  aux  limites  inférieure 
et  supérieure  de  l'intégrale,  quand  les  nombres  p,  q  sont  plus  petits 
que  i. 


L'intégrale 


dx 
.    cos  x 


devient  infinie  comme  log  ( x)  quand  x  tend  vers  -  par  va- 
leurs croissantes  ;  on  a  en  effet 


cos  x 

2 


x  sin x  1 

2  \2  / 


et  le  second  facteur  a  pour  limite  l'unité  quand  x  tend  vers  -  par 
valeurs  croissantes  ;  on  a  d'ailleurs,  pour  x  compris  entre  o  et  - , 


dx 

—  ■<  -ii-  i  1 1-  i 

Â  2 


=  loS  tg  (  T   ■+■ 


On  a  considéré  au  n°  250  l'intégrale 

r 

I       log  (  I  —  2  a  cos  x  -j-  a2)  dx, 
en  supposant  a2  §  i  ;  pour  a .==  i,  la  fonction  sous  le  signe  I  peut 


s  écrire 


log(t  —  cos  x)2  =  log  4  -h  4 log  sin  -  ; 


04  INTRODUCTION    A    LA    THEOHIE    DES    FONCTIONS 

elle  devient  infinie  pour  x  =  o  ;  mais  l'identité 


loe-  sin  -  =  x~r  {  xr  log  sin  - 


où  l'on  suppose  que  r  est  un  nombre  positif  quelconque  plus  petit 
que  i  et  où  le  facteur  qui,  dans  le  second  membre,  multiplie  x~r 
a  o  pour  limite  quand  x  tend  vers  o  par  valeurs  positives,  montre 
que  l'intégrale  proposée  a  un  sens  ;  en  appliquant  une  méthode 
analogue  à  celle  du  n°  250,  on  trouve 


l0g'(l   COS  X)2  dx  =  2  71  log  2  (J). 


Les  remarques  précédentes  montrent  que  l'on  peut  donner  un 
sens  au  symbole 

r 

I      <ï>  (a?)  dx 

lors  même  que,  dans  l'intervalle  (ao,  a),  la  fonction  <p(œ),  devient 
infinie  aux  environs  d'un  nombre  limité  de  valeurs  ;  cette  intégrale 
est  alors  la  limite  d'une  somme  d'intégrales  relatives  à  des  inter- 
valles partiels  auxquels  il  faudrait,  pour  obtenir  l'intervalle 
total  (a0>  a),  adjoindre  un  nombre  fini  d'intervalles  infiniment 
petits.  Si  cette  limite  existe,  on  dira  encore  que  la  fonction  fix) , 
quoiqu'elle  ne  soit  pas  bornée  dans  l'intervalle  (a0,  a),  quoiqu'elle 
puisse  ne  pas  être  définie  pour  un  certain  nombre  de  valeurs,  est 
intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a). 

Bien  que  cette  extension  de  la  notion  d'intégrale  puisse  être 
poussée  beaucoup  plus  loin(2),  c'est  à  ce  cas  simple,  inévitable  dès 
les  éléments,  que  je  me  bornerai. 


(')  La  comparaison  à  (a;  —  a)- ''  d'une  fonction  cp  (a?)  qui  devient  infinie  aux 
environs  de  x  =  a  ne  suffit  pas  toujours  à  décider  de  la   nature  de  Fin  té— 

grale  /      Ç  (x)  dx.  On  peut  alors  avoir  recours  aux  critériums  logarithmiques 

dont  l'usage  sera  exposé  au  n°  '257  ;  le  lecteur  fera  sans  peine  les  légers  chan- 
gements qui  permettent  d'appliquer  ces  critériums  au  problème  actuel,  lequel, 
comme  on  le  verra  ne  diffère  pas  au  fond  du  problème  traité  au  n°  255. 

(2)  Voir  les  premières  pages  des  Leçons  sur  l'inlcg ration  et  la  recherche  des 
fonctions  primitives  de  M.  Henri  Lebesgue. 
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Plusieurs  des  théorèmes  démontrés  pour  les  fonctions  bornées  et 
intégrables  dans  un  intervalle  donné  s'étendent  d'eux-mêmes  aux 
fonctions  intégrables,  mais  non  bornées  ;  tels  sont  ceux  qu'expriment 
les  égalités 

J™a  ça  na 

[Af(x)  +  Bg(x)]dx  =  k         f(x)  è  +  B         g  (x)  dx, 

f(x)  dx  =    I     f(x)  dx  +    I     f(x)  dx, . 

a  J  a  Jb 

où,  pour  la  première,  A  et  B  désignent  des  constantes. 

Je  m'arrêterai  un  instant  sur  le  second  théorème  de  la  moyenne. 
Supposons  que  la  fonction  y  (x;  définie  dans  l'intervalle  a0,  a), 
sauf  peut- être  pour  x  =  à0,  ne  devienne  infinie  qu'aux  environs  de 
ce  point  et  que  l'intégrale 


f(x)  dx 


Jo 


ait  un  sens;  désignons,  en  reprenant  les  notations  du  n°  254, 
par  (p(x)  une  fonction  non-croissante  dans  l'intervalle  (a0,  a)  et  qui 
ne  soit  jamais  négative  dans  cet  intervalle.  On  voit  d'abord  que 
l'intégrale 

ca 

I     f{x)  ?  (x)  dy 

a  elle-même  un  sens  ;  car  si  l'on  désigne  par  a^,  a"0  ^>  a'0  deux 
nombres  quelconques  appartenant  à  l'intervalle  [a0,  a)  et  plus 
grands  que  a0,  mais  aussi  voisins  de  a0  qu'on  voudra,  on  aura,  en 
vertu  de  ce  second  théorème  de  la  moyenne 

,  f(x)  ?  ix)  dx  —  W  («o  r+-  o), 

en  désignant  par  p,  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  formé  par 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  l'expression 


c 


/(*)  dx 
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quand  x  varie  de  a'0  à  a"0  ;  mais,  puisque  l'on  suppose  que  l'inté- 
grale 

I     fix)  dx 

a  un  sens,  la  -valeur  absolue  de  a  peut  être  supposée  aussi  petite 
qu'on  le  veut,  pourvu  que  ar0  et  a"0  soient  suffisamment  voisins 
de  a0  ;  il  suit  de  là  que  l'intégrale 

ça 

I     j{x)  ©  (x)  dx 

a  un  sens. 

Si,  maintenant,   on   désigne   toujours   par  A0  et  A  les  bornes 
inférieure  et  supérieure  de  la  fonction  de  x 

f(x)  dx 

«0 

dans  l'intervalle  (a0,  a),  puis  par  A'0  et  A'  les  bornes  inférieure  et 
supérieure  de  la  fonction  de  x 


fj(x)dx 


dans  l'intervalle  (a'0,  a)  on  aura 

A0  —  £<Ao<A0H-e,        A  —  e<A'^A  +  e, 
en  posant 

r<  I 

£  =      I        f{x)  dx   ; 

Ja0     '  I 

le  nombre  £  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  le  veut,  pourvu 
que  a'0  soit  suffisamment  voisin  de  a0  ;  d'ailleurs  le  second  théorème 
de  la  moyenne  appliqué  à  l'intervalle  (e^,  a)  donne 

A^ïï»  (a'0  +  o)^         f(x)  ©  (x)  dx  <  A'©  (a'0  -+-  o) 
d'où 
(i)    (A0  — s)©(4h-o)  — e^  j     J(x)9(x)dx^{A-\-s)o(nl)-\-o)  +  i. 
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Mais,  lorsque  a'0  tend  vers  a0  par  valeurs  décroissantes,  o(a'0  -h  o) 
tend  vers  la  limite  ©  (aQ  H-  o;  ;  en  effet  on  peut  faire  correspondre 
au  nombre  positif  a  un  nombre  positif  ^  tel  que  l'on  ait 

o  («0  H-  o)  —  <?  («o  +  ^)  <■  a 

sous  les  conditions 

°  =  h         a'0  -h  h  —  o0  <<  p. 

Si  l'on  fait  tendre  h  vers  o  par  valeurs  décroissantes,  on  voit  qu'on 
aura  sous  les  mêmes  conditions, 

<?  (a0  -+-  o)  —  cp  (a0'  H-  o)  <J  oc  ; 

quand  a„  tend  vers  a0  par  valeurs  décroissantes,  (o(a'0  H-  o  a  donc 
pour  limite  ©  «o  -H  o  .  Cette  remarque  jointe  à  ce  que,  dans  ces 
conditions,  s  lend  vers  o  montre,  que  dans  les  inégalités  (i),  le 
premier  et  le  troisième  membres  sont  aussi  voisins  qu'on  le  veut 
de  A0©(ao  H-  o),  A©  :a0  +  o  ,  en  sorte  qu'on  peut  écrire 

r 

A0<?  («o  +  o)  <    I     /(a;)  o  (ce)  cfo  <^  Acp  (a0  -h  o). 

La  forme  donnée  par  Weierstrass  à  ce  second  théorème  de  la 
moyenne  subsiste  évidemment  dans  les  mêmes  conditions. 

Pour  ce  qui  est  des  propositions  qui  ne  sont  pas  susceptibles 
d'extension,  je  me  contenterai  de  faire  remarquer  que  si  les  deux 
fonctions  ©(as,1,  ty(x)  sont  intégrables  dans  l'intervalle  aQ,  a  sans 
y  être  bornées,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  leur  produit  soit  inté- 
grable,  comme  on  le  voit  en  prenant  par  exemple 


o,  a  =  i,  o(x)  =  <\>(x) 


\Ji—x 


257.  —  Voici  maintenant  un  autre  problème  analogue  à  celui 
que  l'on  vient  de  traiter. 

Soit  ©  (as)  une  fonction  de  as  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  a  et intégrable  dans  tout  intervalle  (a,  £),  où  ^désigne 
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un  nombre  quelconque  plus  grand  que  a  :  lorsque  £  augmente 
indéfiniment  par  valeurs  positives,  l'expression 


I. 


a  (x)  dx 


tend-elle  vers  une  limite? 

S'il  en  est  ainsi,  on  représente  cette  limite  par  le  symbole 

Xoo 
o  (x)  dx. 

Remarquons  d'abord  que,  lorsqu'on  cherche  à  répondre  à  cette 
question,  on  peut  remplacer  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  par 
tel  nombre  que  l'on  voudra,  plus  grand  que  a  ;  puis,  que  la  propo- 
sition générale  du  n°  158  fournit  immédiatement  la  règle  générale 
que  voici  : 

Pour  que  l'expression 


(x)dx 


tende  vers  une  limite  lorsque  2  augmente  indéfiniment  par  valeurs 
positives,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  a  corres- 
ponde un  autre  nombre  positif  A,  tel  que  les  inégalités 


ï  >  a,         y  >  À 


entraînent  l'inégalité 


dx 


<«. 


Supposons  d'abord  que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  la 
fonction  ©  (ce)  conserve  le  même  signe.  On  pourra  alors,  sans  nuire 
à  la  généralité,  supposer  que  cette  fonction  soit  positive  pour  les 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  a  ;  s'il  en  est  ainsi,  l'intégrale 

I    es  (a-)  dx, 

où  |  est  plus  grand  que  a,  augmentera  avec  2  ;  ou  elle  tendra  vers 
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une  limite,  ou  elle  tendra  vers  -+-  oo  ;  pour  reconnaître  ce  qui  en 
est,  on  comparera  l'intégrale  proposée  à  une  autre  de  même  nature, 

ri 

I    <l>  (x)  dx, 

J  a 

où  di  (x)  est  aussi  une  fonction  qui  reste  positive  lorsque  la  valeur 
de  x  est  supérieure  à  a  ;  si  l'on  a.  pour  les  valeurs  de  x  supérieures 
à  un  certain  nombre  fixe, 

°  (x)  =  ^  (x)  ' 

et  que  la  seconde  intégrale  tende  vers  une  limite,  il  en  sera  de 
même  de  la  proposée  ;  si,  au  contraire,  on  a 

o  (x)  >  i  [x) 

et  que  la  seconde  intégrale  augmente  indéfiniment  avec  ç,  il  en 
sera  de  même  de  la  première. 

Il  sera  souvent  commode,  pour  faire  la  comparaison,  d'étudier  le 
rapport 

i(x)' 

si  ce  rapport  reste  compris,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures 
à  un  certain  nombre  fixe,  entre  deux  nombres  fixes  positifs  non 
nulsj  a.,  |3,  les  deux  intégrales  auront  le  même  caractère  :  toutes 
deux  augmenteront  indéfiniment  avec  leur  limite  supérieure  £,  ou 
tendront  vers  une  limite  ;  on  sera  certainement  dans  ce  cas  si, 
pour  x  =  -h  co  ,  le  précédent  rapport  a  une  limite  différente  de 
zéro.  Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que,  s'il  en  est  ainsi,  et  si 
les  deux  intégrales  augmentent  indéfiniment  avec  ç,  leur  rapport 

aura,  pour  £  =  +  oo  ,  une  limite  égale  à  celle  du  rapport  j  /  \» 

pour  as  =,~j-  oo .  Si  le  même  rapport,  pour  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  un  certain  nombre  fixe,  reste  plus  petit  qu'un  nombre  p, 
ce  qui  arrivera  certainement  s'il  a  pour  limite  zéro,  la  première 
intégrale  tendra  vers  une  limite  si  la  seconde  tend  vers  une  limite. 

o  (x) 

Si,  enfin,  le  rapport  t4-(  finit  par  rester  plus  grand  qu'un  nombre 

positif  et  non  nul  a,  et  si  la  seconde  intégrale  augmente  indéfini- 
ment, il  en  sera  de  même  de  la  première. 
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On  voit  tout  d'abord  que  l'intégrale 

I    <p  (x)  dx 

J  a 

augmentera  indéfiniment  si,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un 
nombre  fixe,  la  fonction  ©(as)  reste  plus  grande  qu'un  nombre 
fixe  |3  >  o  :  en  effet,  l'intégrale 

l    bdx  =  p  (P  —  a) 

augmente  indéfiniment  avec  f  ;  mais  lors  même  que  l'on  aurait 

liai,  9  (x)  =  o, 

x  =  cc 

on  ne  pourrait  affirmer  l'existence  d'une  limite  pour  l'intégrale 
proposée;  par  exemple,  l'intégrale 


I. 


Ç  dx        , 


croît  indéfiniment  avec  ^. 

L'intégrale  la  plus  simple  qui  puisse  être  prise  pour  terme  de 
comparaison  est  la  suivante  : 

/  ç  dx 


où  r  est  un  nombre  positif  ;  elle  est  égale  à 

?~r  —  al~r 
i  —  r 

si  r  est  différent  de   i,   à  log     si  r  est  égal  à  i  ;   elle  tend  vers 
une  limite,  ou  augmente  indéfiniment  suivant  que  l'on  a 

r  ^>  1 ,  ou  r  <  i  ; 

on  pourra  donc  appliquer  les  règles  précédentes  en  comparant  la 
fonction  <p  (as)  à  la  fonction   1  . 
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Considérons  par  exemple  l'intégrale 


'o  *>; 


■dx, 


■où  f(x)  et  F  (x)  sont  deux  polynômes  entiers  en  x  et  n'admettant 
point  de  diviseur  commun  ;  je  supposerai,  afin  que  la  fonction 

m 

¥{x) 

finisse  par  rester  positive,  que  les  coefficients  des  plus  hautes  puis- 
sances de  x  dans  les  deux  polynômes  soient  de  même  signe  ;  pour 
que  cette  fonction  soit  intégrable  dans  un  intervalle,  il  faut  que  le 
polynôme  F  (ce)  n'admette  pas  de  racine  dans  cet  intervalle;  pour 
que  l'intégrale  proposée  ait  un  sens  quelque  grand  que  soit  le 
nombre  positif  £,  il  faut  donc  que  le  polynôme  F  (x)  n'ait  pas  de 
racine  positive.  Si  le  degré  de /(as)  était  égal  ou  supérieur  à  celui 

f(x) 
de  F  (as),  la  fonction  'L,  <  finirait  par  rester  supérieure  à  un  nombre 

positif  fixe  et  l'intégrale  proposée  augmenterait  indéfiniment  avec 
£  ;  si  le  degré  de  /(as)  n'était  inférieur  que  d'une  unité  à  celui  de 

F  (as),  le  rapport  de*UV4  à  -  aurait,  pour  x  infini,  une  limite  dif- 
férente de  zéro  et  l'intégrale  proposée  deviendrait  infinie  comme 
log  £  ;  si  enfin  le  degré  de/; a?)  est  inférieur  à  celui  de  F  (x)  de  deux 

.  ,  .  .  ,     »•      t.       f(x) .,    i 

unîtes  au  moins,  on  voit  en  comparant  la  lonction  ^  >— <  a  -$,  que 

l'intégrale  proposée  a  une  limite  pour  c  infini.  En  résumé,  l'expres- 
sion 


m 

F(x) 


dx 


aura  un  sens  si  le  polynôme  F  (x)  n'a  pas  de  racine  positive  ou 
nulle  et  si  le  degré  def(x)  est  inférieur  de  deux  unités  au  moins  à 
ce\\ii  de  F  (x). 

Soit  encore  l'expression 

xi>~1  e~x  dx, 
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où  a  est  un  nombre  positif  quelconque  ;  si  l'on  compare  l'expres- 
sion xp~l  e~x  à—,  7-  étant  un  nombre  plus  grand  que  i,  on  re- 
connaît sans  peine  que  l'intégrale  précédente  a  une  limite  pour  ê, 
infini  ;  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'il  en  est  de  même  lorsque  a 
tend  vers  o  ;  on  en  conclut  que  l'intégrale 

xi'-1  e~x  dx 

(intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce)  a  un  sens  pour  p  >  o.  On 
en  représente  la  valeur  par  F  (p). 

Lorsque  la  comparaison  de  la  fonction  ©  (x)  à  —  ne  réussit  pas, 

ce  qui  arrive  quand  le  produit  xr<p(x)  augmente  indéfiniment  avec 
as  pour  r  >  i  et  tend  vers  zéro  pour  r<  i,  on  peut  employer 
d'autres  termes  de  comparaison  (r),  dont  je  vais  dire  quelques 
mots. 


Si  l'on  pose 


log2  x  =  log  log  X, 
log3  x  =■  log  log.  log  X, 


log"'  x  =  log  log  ...  log  X, 
on  aura,  à  cause  de  l'identité 

log'"  x  =  log  log'"- l  X, 
et  de  la  règle  de  dérivation  relative  aux  fonctions  de  fonction, 

tn  /i  v       Dl  (log'"-1  x)  i 

D    (lo°m  x)  =  — -  =  : " 

x\    b       '  log'"-1  x  x  log  x  log"2  x  ...  log"'-1  X  ' 

d'où,  en  désignant  par  a  un  nombre  suffisamment  grand, 

dx 


J  a 


X  log  X  log2  X  ...  log' 


=  log"1  ç  —  log'"  a  ; 


lors  donc  que  '£  augmente  indéfiniment,  le  premier  membre  aug- 
mentera aussi  indéfiniment.  Il  en  sera  de  même  de  l'intégrale 


J 


o  (x)  dx 


(')  Abel,  Œuvres,  2°  éd.,  I.  n,  p.  200. 


CHAPITRE    VU.     INTÉGRALES    DEFIMES  65 

si,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  nombre  positif  fixe,  le 
rapport 

<a  (x) 
x  log  x  log-  x  ...  log'"- l  x 

reste  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe. 
Au  contraire  l'identité 

-  l  dI  -  '  -    ]= L_  f 

a       L(log"1  x)*J       x  log  x  log2  a--  •••  log"1"1  x  (log"  A-),n"a 
où  l'on  suppose  que  a  est  un  nombre  positif,  montre  que  l'on  a 

J^Ç  dx  1 1~       i  i       ~j 

a     xlogxlog2a;...logm-1cc(log'"a;)I+a        aL(log"!a)a        (log,n  £)a_T 

et  cette  égalité  prouve  que  le  second  membre  tend  vers  la  limite 


a  (log'"  rt)a 
lorsque  £  augmente  indéfiniment  ;  l'expression 

/      o  (a?)  dx 

aura  donc  un  sens  si,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  certain 
nombre  fixe,  le  rapport 

?(*) 


x  log  x  log2  x  ...  log'"-1  a?(log"!  a,)I  +  a 

reste  inférieur  à  un  certain  nombre  positif  fixe. 

L'analogie  entre  ces  règles  et  celles  qui  regardent  la  détermina- 
tion de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  à  termes 
positifs  n'a  pu  manquer  de  frapper  le  lecteur.  Le  lien  qui  unit  les 
deux  questions  est  mis  en  pleine  lumière  par  la  remarque  suivante, 
qui  est  due  à  Cauchy. 

Soit  cd  (x)  une  fonction  de  x  qui,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  un  certain  nombre  fixe  a,  soit  positive  et  non-crois- 
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santé,  en  sorte  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  x'  qui  satisfont 
aux  conditions 

x'  >  x  >  a, 

on  ait 

¥{x)  =  ?  ix')  >  °  ! 
la  série 

<?(i)  -h  <p(a)  -4-  ...  -h  œ(n)  H-  ... 

dont  les  termes  finissent  par  être  positifs  sera,  ou  non,  convergente 
suivant  que  l'intégrale 

|     cp  [x)  dx 

tend,  ou  non,  vers  une  limite,  quand  ç  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  positives. 

Soient  en  effet  p,  q  des  nombres  naturels  plus  grands  que  a  et 
supposons  q  ~>  p  ;  si  l'on  divise  l'intervalle  (p,  q)  en  q  —  p  inter- 
valles égaux  à  l'unité, 

{p,  p-hij.         (p-+-  I-P+-2),  ...  (g—  i,  q), 

les  bornes   supérieures  de   la  fonction  <p(a?)  dans  ces  intervalles 
seront  respectivement 

?(p).      <p(p  + i),-...f      ?(g  —  i). 

tandis  que  les  bornes  inférieures  seront 

?(p  +  0-      *(p  +  2)'  •••'      ?(?)■ 

En  désignant  en  général  par  5»  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  proposée,  en  sorte  que  l'on  ait 

sq  —  sp  =■■  cp  (p  4-  l)  H-  <?(p  H-  2)  -+-  ...  +  cp(ry), 
s,-!  —  Sp_i  =  «p(p)  -h  ç(p  +  i)  -h  ...  -+-  <?(</  —  i), 

on  voit  que  l'on  aura 

(l)  s«-s;-^  ?  (œ)  rfa?  ^  sî-i  —  s;;-i- 
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Supposons  que  la  série  proposée  soit  convergente,  et  soit  S  sa 
somme  ;  si,  p  restant  fixe,  q  augmente  indéfiniment,  l'intégrale 

I     cp  (»)  dx 

Jp 

reste  toujours  inférieure  à  sq_i  —  s/J_l  et  par  suite  à  S  —  sp_i  : 
donc,  puisqu'elle  augmente  avec  q,  elle  tend  vers  une  limite  ;  il  en 
est  de  même  de  l'intégrale 

J  a 

quand  |  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives. 

Réciproquement,    si  cette  dernière  intégrale  a  une  limite  L, 
l'intégrale 

Cq 

I     cp  (x)  dx 
Jp 

restera,  lorsque  q  augmentera  indéfiniment,  inférieure  au  nombre 

*p 

cp  (x)  dx  ; 

il  en  sera  de  même,  à  cause  de  l'inégalité  (i)  de  la  quantité  sq  —  sp, 
ce  qui  suffit  à  prouver  la  convergence  de  la  série  proposée. 
On  a  dans  tous  les  cas 

(2)  o<S  |    y{x)dx  —  (sq  —  0^?(p)  —  <p(ç); 

Jp 

cette  inégalité  donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

Si  la  série  est  convergente,  en  sorte  que  l'on  ait  certainement 

lim.  <?(g)  ==  o, 

q=oo 

on  voit,  en  désignant  par  R^  le  reste  de  la  série  limitée  au  jplème 
terme  ©  (p)  et  en  faisant  croître  q  indéfiniment,  que  l'on  a 

ç  (x)  dx  —  Rp  <i  cp  (p)  ; 

P 

Tannery.  —  Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions  '  5 


66  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

ainsi,  en  prenant  pour  le  reste  R?J  cle  la  série  la  valeur 

J/-»co 
<p  (x)  dx, 
p 

on  commettra  une  erreur  au  plus  égale  au  dernier  terme  conservé 

Je  vais  maintenant  établir,  dans  le  cas  où  la  série  est  divergente, 
des  conclusions  qui  sont  évidentes  lorsqu'elle  converge.  On  déduit 
des  inégalités  (2)  les  suivantes  : 

(3)  *  (p)  <  *  (q)  <  o  (p)  -  T  (q)  +  *  (p), 

en  représentant  d'une  façon  générale  par  <I>  (n)  la  quantité 

I     «y  (x)  dx  —  sn, 
«y  « 

où  n  est  un  nombre  naturel  plus  grand  que  a.  Ces  inégalités  mon- 
trent que  la  fonction  <D(/i)  augmente  avec  n  et  qu'elle  n'augmente 
pas  indéfiniment;  elle  tend  donc  vers  une  limite,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment  par  valeurs  naturelles. 
Par  exemple,  l'égalité 

Jx  dx       \ 
—  =  log  X, 
n      X 

jointe  aux  remarques  précédentes,  montre  que  la  quantité 

h  In)  =  1  H h  -„  -+-  ...  H W  a 

tend  vers  une  limite  lorsque  n  augmente  indéfiniment  ;  les  inéga- 
lités (1)  montrent  que  log  n  est  compris  entre 

1  1  1 

-  +  S  +  ...+- 

2  0  71 


et 


1 

I  H h  • .  •  -+- 


Enfin  les  propositions  que  l'on  vient  de  démontrer  montrent  que 
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la  série  dont  on  obtient  les  termes  en  faisant  x  =  a,  a-\-  i,  ... 
(a  suffisamment  grand;  dans  l'expression 


x  log  x  log2  x ...  log'1"1  x (logîl  x) 1  +a 

est  convergente  si  a.  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  négatif. 
Si.  dans  l'intégrale 


(x)dx, 


la  fonction  <p(x)  ne  garde  point  un  signe  constant  pour  les  valeurs 
de  x  supérieures  à  un  nombre  fixe,  les  méthodes  précédentes  ne 
peuvent  s'appliquer  ;  c'est  ce  qui  arrivera  par  exemple  si  l'on 
suppose 

tp  [x]  =  sin  x2  ou  cp(oj)  =  cos  x2  ; 

on  montrera  toutefois,  dans  le  numéro  suivant,  que  les  intégrales 


sinœ2  dx, 


cos  x2  dx 

<j  o  *J  0 


ont  un  sens;  ces  intégrales  jouent  un  rôle  important  en  physique 
mathématique  et  dans  la  théorie  des  nombres. 

Au  lieu  de  supposer  que,  dans  une  intégrale,  la  limite  supérieure 
augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  on  peut  supposer 
que  la  limite  inférieure  augmente  indéfiniment  par  valeurs  néga- 
tives ;  si  la  valeur  de  l'intégrale 

ça 

o  [x)  dx 
J—t\  ' 

tend  vers  une  limite  lorsque  vj  augmente  indéfiniment  par  valeurs 
positives,  on  représentera  cette  limite  par  le  symbole 

P 

v{x)dx. 

Enfin  si,  lorsque  yy  et  |  augmentent  indéfiniment  par  valeurs 
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positives,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  l'expression 

(x)dx 


XV 


-'1 
tend  vers  une  limite,  on  représente  cette  limite  par  le  symbole 

!  o(x)dx. 

J —  oo 

Pour  que  ce  symbole  ait  un  sens,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
symboles 

Xa  /"*4~  oo 

y(x)dx,         I  y(x)dx, 

-oo  J  a 

où  a  est  un  nombre  quelconque,  aient  aussi  une  signification  ;  la 
somme  de  leurs  valeurs  est  alors  égale  à 

I         <?(x)dx. 

xJ OO 

En    appliquant   les   méthodes    précédentes,    on    trouvera   par 
exemple  que  l'expression 

I  e     x'dx 

J —  00 

a  un  sens.  On  démontrera  plus  tard  qu'elle  est  égale  à  /îr. 
Il  ne  faudrait  pas  conclure  de  ce  que  l'expression 

r+\ 

f        <p  (x)  dx 

tend  vers  une  limite  lorsque  2  augmente  indéfiniment  par  valeurs 
positives  que  le  symbole 

I  «p  (x)  dx 

J —  oo 

a  un  sens.  On  a  par  exemple,  en  désignant  par  £,  yj  des  nombres 
positifs, 


X'  ç    xdx  ,  / 1  +  £2 
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Cette  quantité  ne  tend  vers  aucune  limite  lorsque  £  et  Tj  augmentent 
indéfiniment  et  indépendamment  par  des  valeurs  positives  ;  elle 
est  au  contraire  toujours  nulle  si  l'on  suppose  •/)  =  f . 

258.  —  Bien  que  je  n'aie  pas  l'intention  d'exposer  les  divers 
procédés  qui  servent  à  la  détermination  des  intégrales  définies  ou 
indéfinies,  j'établirai  une  proposition  fondamentale  sur  laquelle 
reposent  presque  tous  ces  procédés. 

Considérons  l'intégrale 

r 

J  =  I     o[x)dx; 

je  suppose  que  clans  l'intervalle  (A0,  A)  la  fonction  <p(V)  soit  con- 
tinue et  que  les  nombres  a0,  a  appartiennent  à  cet  intervalle.  Soit 
maintenant  /(y)  une  fonction  de  la  variable  y;  sur  cette  fonction, 
je  suppose  :  qu'elle  admette  dans  l'intervalle  (60,  6)  (')  une  dérivée 
continue  y  (y)  ;  que  l'on  ait 

,/W  =  «o>       /(&)  =  «; 

enfin  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  y  appartenant  à  l'intervalle 

(60,  6),  on  ait 

A0</(J)^A; 

dans  ces  conditions,  en  désignant  par  à  (y)  la  fonction  de  y  que 
l'on  obtient  en  remplaçant  x  par  f{y)  dans  (p(x),  on  a 

Soit  en  effet,  en  désignant  par  y  une  valeur  quelconque  appar- 
tenant à  l'intervalle  (60,  6), 

Jb0 


(')  On  ne  suppose  pas  6o  <C  b.  La  supposition  bq  =  b  entraînerait  a0  =  a; 
l'intégrale  proposée  et  la  transformée  seraient  nulles  ;  la  proposition  resterait 
vraie,  mais  la  démonstration  ne  s'appliquerait  plus. 
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la  fonction  ^F(y)  admettra  dans  l'intervalle  (60,  b)  une  dérivée 
W(y)  égale  à  {\'{y)f'(y),  puisque  cette  dernière,  fonction  est  con- 
tinue. Soit  de  même,  en  supposant  que  x  appartienne  à  l'inter- 
valle (a0,  a), 


&(x)  =  i     o[x)dx; 

la  fonction  $(cc)  admettra,  dans  l'intervalle  (a0,  a),  une  dérivée 
par  rapport  à  x  égale  à  (d(x),  à  cause  de  la  continuité  de  cette 
dernière  fonction.  Si  maintenant  clans  O(as)  on  remplace  x  par 
f(y),  on  obtiendra  une  fonction  Wt  (y)  de  la  variable  y,  définie  dans 
l'intervalle  (60,  b)  et  y  admettant  une  dérivée  égale  à  ^(y)/'(y); 
dans  l'intervalle  (60,  h),  les  deux  fonctions  *F (y;  et  ^  (y)  ont  des 
dérivées  égales,  elles  ne  peuvent  donc  différer  que  par  une  constante, 
et  cette  constante  est  nulle  puisque  l'on  a,  pour  y  =  b0, 

V(&0)  =  o,         T1(60)  =  *(a0).=  o. 

Les  deux  fonctions  ^F(y)  et  ^(y)  sont  donc  égales  pour  toutes 
les  valeurs  de  y  appartenant  à  l'intervalle  (60,  b),  en  particulier 
pour  y  =  b  ;  on  a  donc 

V(6)  ==*,(&}  =  *  (a), 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  convient  de  remarquer  que,  lorsque  y  varie  de  bQ  h  b,  la 
fonction /(y) ,  qui  peut  d'ailleurs  être  tantôt  croissante,  tantôt  dé- 
croissante, doit  prendre,  à  cause  de  la  continuité,  toutes  les  valeurs 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (ao,  a);  il  est  aisé  de  voir  comment, 
si  elle  en  prend  d'autres,  sa  variation  en  dehors  de  cet  intervalle 
n'influe  pas  sur  la  valeur  finale  de  l'intégrale 

f  Hy)f(y)dy 

dont  on  pourrait  alors  resserrer  les  limites;  je  laisse  ce  soin  au 
lecteur. 

La  proposition  resterait  vraie  si,  pour  un  certain  nombre  limité 
de  valeurs  de  y  appartenant  à  l'intervalle  (60,  6"),  la  dérivée/'  y 
cessait  d'exister  en  devenant  infinie  :  il  suffira  de  supposer  que  celle 
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circonstance  se  présente  pour  la  limite  supérieure  b,  et  seulement 
pour  cette  valeur  ;  on  aura  alors,  en  désignant  par  6'  un  nombre 
quelconque  compris  entre  60  et  6  et  par  a'  le  nombre  f(b'), 

f\(x)dx  =   f    <b(y)f(y)dy; 

si  on  fait  tendre  b'  vers  b  par  valeurs  croissantes,  a'  tendra  vers  a, 
à  causfc  de  la  continuité  de  la  fonction  f{y)  et,  par  conséquent,  le 
premier  membre  de  l'égalité  précédente  aura  pour  limite 

Ça 

-    i     (f  (x)  dx  ; 

JaQ 

le  second  membre  tendra  vers  la  même  limite  qui  doit,  en  vertu 
des  conventions  adoptées  plus  haut,  être  représentée  par 

f  Hy)f(y)dy, 

quand  même  y  (j)  n'aurait  pas  de  sens  pour  y  =  b. 

Au  lieu  de  prendre  pour  point  de  départ  le  théorème  relatif  aux 
dérivées  des  fonctions  de  fonction,  on  peut,  afin  de  justifier  la  règle 
qui  fait  l'objet  de  ce  numéro,  partir  de  la  définition  même  de  l'in- 
tégrale définie  ;  on  arrive  ainsi  à  des  conditions  différentes,  encore 
suffisantes  pour  l'application  de  cette  règle  et  moins  restrictives 
sous  certains  rapports.  Je  me  contenterai  de  faire,  dans  ce  sens, 
les  remarques  qui  suivent. 

Si  la  fonction  <p(as)  est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle 
(a0,  a);  si  la  fonction /(y)  est  continue  et  non-décroissante  ou 
non-croissante  dans  l'intervalle  (60,  b);  si,  dans  ce  même  intervalle, 
elle  admet  une  dérivée  bornée /'(y)  ;  si  l'on  a 

«o=A6û)>         a=f{b); 

si  enfin,  la  fonction  <\>  (y)  f  (y) ,  où  tji(y)  désigne  toujours  ce  que 
devient  <p(x)  quand  on  y  remplace  x  par  f(y),  est  intégrable  dans 
l'intervalle  (60,  6),  on  a 

f\[x)dx=  f  Hy)f(r)dy. 
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Supposonns  en  effet  que  la  fonction  f(y)  soit  non-décroissante  : 
à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  positif  Y]  tel  que, 
sous  les  conditions 

on  ait 

°</(/)-/(j)<s- 

Ceci  posé,  soit  (60>  blt  ...,  bn_l,  b)  une  décomposition  de  l'in- 
valle  (b0,  b)  en  intervalles  partiels  ayant  tous  une  étendue  moindre 
que  yj  ;  si  l'on  pose 

ai  =  f{bi)'  •••»  On-l  =Abn-l), 

on  aura 

a0  ^  al  ^  •••  ^  an-i  <  «. 

et,  de  plus,  les  intervalles  partiels  qui  constituent  le  mode  de  dé- 
composition (a0,  a1?  ...,  a„_1,  à)  de  l'intervalle  (a0,  a)  auront  tous 
des  écarts  moindres  que  s. 

Soient  encore  |3o,  /3,,  ...,  |3n_1  des  nombres  respectivement 
compris  entre  60  et  blt  bt  et  6.2,  ...,  bn_i  et  6  tels  que  l'on  ait 
(n°  216), 

«i  —  «o  =  (&,  —  W(Po). 

«2   —   «l  =   (ft2   —    W(Pl). 


a  —  «„_!  =  (6  —  fe„_1)//(p„_1); 
soient  enfin 

*o=/(Po).  «i.  =  /(Pi).   -,  --i-/(P*-i)i 

les  nombres  a0,  al5  ...,  a„_t  appartiendront  respectivement  aux 
intervalles  (a0,  «i).  («i,  a2),  ...,  (a„_t,  a)  et  les  deux  sommes 
égales 

K  —  «oh  (ao)  +  •••  +  (a  —  a„_i)<p(an_1), 

ft  -  W,'(îW(Po)  +  ...  +  (&  -  ^-O^-O/'^-i), 

seront  des  valeurs  approchées  des  intégrales 

f\(x)dx,      f  <Hy)f'(y)Jy. 


'0 


'bn 
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il  faut  donc  que  ces  intégrales  soient  égales,  car  on  peut  supposer  s 
et  ■/]  assez  petits  pour  que  les  différences  respectives  entre  les  inté- 
grales définies  et  les  sommes  précédentes  soient  inférieures  à  tel 
nombre  qu'on  voudra. 

Il  faut  remarquer  que  la  continuité  des  fonctions  <Drx,f(y) 
n'est  pas  supposée. 

Le  même  mode  de  raisonnement  montre  que,  si  p  et  q  sont  des 
nombres  fixes,  la  substitution  x  =  py  -h  q  est  toujours  légitime, 
en  sorte  qu'on  peut  assurément  écrire 

Jrpb  +  q  Çb 

y(x)dx  =       pv(py  -+-  q)dy, 
pb0  +  rj  Jb0 

pourvu  qu'on  sache  que  l'un  des  membres  de  cette  égalité  a  un 


sens. 

259.  —  Voici  maintenant  quelques  exemples.  Soit  l'intégrale 

ft  dx 

Jp  (x-a*  +  b>' 

on  posera 

x  =  a  -+■  by  ; 

aux  valeurs  p  et  £  de  la  variable  x  correspondront  les  valeurs 

p  —  a  £  —  a 

~b~'  ~~b~~ 

de  la  variable  y,  et  l'on  aura 

J^  dx  i    I      b        dy  if        ,    l  —  a  ,    p  —  al 

(.-.).-H.  =  tJ<i_  r+f=bl*K'S-b-  -arctgt-g-j, 

6 

le  symbole  arc  tg  désigne  toujours,  suivant  nos  conventions,  un 
nombre  compris  entre et  H —  :  si  1  on  suppose  que  ç  augmente 

indéfiniment  par  valeurs  positives  et  p  par  valeurs  négatives,  la 
quantité  entre  crochets  tendra  vers  7E  si  b  est  positif,  vers  —  tz  si  b 
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est  négatif,  en  sorte  que  l'on  aura 

dx 


(œ^Y)^r^  =  Tb  S^H1)- 


Soit  encore  l'intégrale 


dx 


a  sin2x  -+-  b  cos2rr; 


où  a,  b  sont  des  nombres  positifs  ;  on  est  amené  naturellement, 
afin  de  rendre  rationnelle  la  quantité  à  intégrer,  à  faire  la  substi- 
tution x  =  arctg  y;  la  fonction  arctg  'y,  toujours  comprise  entre 

—  -  et  -,  est  continue  et  admet,  dans  tout  intervalle  une  dérivée 

2  2 

I  .     .  .  TT  TZ 

par  rapport  à  y,  à  savoir -2 .  Si  £  est  compris  entre et  -  ; 

la  fonction  arc  tg  y  prendra  les  valeurs  o  et  S  pour  y  —  o  et 
y  =  tg  ç,  en  sorte  qu'on  aura 

dx  _   /Hg •  £      c(y 


6  cos'^t         I         ay2  H-  6  ' 


le  second  membre,    comme  on  le  voit  en  posant  y  =  ui/-,est 


égal  à 


irâ«*tVï**> 


On  en  conclura,  pourvu  que  les  nombres  ç0,  |  appartiennent 
à  l'intervalle 


dx 


h   a  sin2a;  -+-  b  cos'-x 


^4=  [arc  tg  ( v/g  tg  E)_  arC  tg  (y/f  %  S0)  ]= 


mais  la  méthode  précédente  cesse  d'être  applicable  si  H  n'appartient 
pas  à  l'intervalle  ( — ^,  ^),  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  alors  de 
nombre  Y]  tel  que  l'on  ait  £  =  arc  tg  r). 


(')  D'une  façon  générale,  le  symbole  sgn  x  représente  +  i  ou  —  i,  sui- 
vant que  x  est  positif  ou  négatif.  On  lui  attribue  babituellemcnt  la  valeur  o 
pour  x  —  o  :  sgn  x  est  une  fonction  discontinue  de  x. 
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A  la  vérité,  en  fractionnant  convenablement  l'intervalle  d'inté- 
gration, on  peut  s'arranger  pour  que  chaque  intervalle  partiel  soit 

contenu  dans  un  intervalle  tel  que  Lmz  —  ~ ,  n-  ~\ — j  et  chacune 

des  intégrales  se  ramène  alors  par  un  changement  de  variables  de 
la  forme  x  =  nn  H-  x'  à  une  intégrale  du  type  précédent  ;  mais  il 
est  préférable  de  s'adresser  à  une  fonction  continue  ayant  pour 
dérivée 


a  sin"2cc  -+-  b  cos2cc 


On  a  défini  une  telle  fonction  à  la  fin  du  n°  214  ;  c'est,  avec  les 
notations  de  ce  numéro 


^Arctglyftg 
on  a  donc,  quel  que  soit  le  nombre  5, 


S: 


dx 


râsWv/i**)- 


a  sin2x  -h  b  cos2x        Jajj 

Le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  reconnaître  que  la  relation 

(r  —  e  cos  y)  (i  -f-  s  cos  x)  =  i  —  s2, 

où  c  désigne  un  nombre  positif  <C  i,  permet  de  définir  soit  y 
comme  une  fonction  continue  de  x,  soit  x  comme  une  fonction  de 
y,  de  manière  que  les  deux  fonctions  s'annulent  en  même  temps 
et  varient  dans  le  même  sens  ;  leurs  dérivées  sont  données  par  la 
formule 

dy y/i  —  £2       _  i  —  £  cos  y  _ 

dx         I  -j-  E  cos  x  ~        ^j  £2 

ces  deux  fonctions  peuvent  d'ailleurs  s'écrire  sous  la  forme 
y  =  2  Àrc  tg  (y  f=-g  «g  *),       *  =•  2  Arc  tg  [\/ j-±-[  tg  £]. 
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Le  changement  de  variable  défini  par  ces  relations  conduit  aux 
formules  suivantes 

rx      dx  1 


£  COS  X)n 

dx 


1 

—  s  cos  y)n~ 

ldy, 

V 

—  e  cosy)n  — 

1  iy  . 

cos"y  ' 

J0      ^  +  C0S  œ)  (1  _e*)«-5 

dans  la  première  n  et  £c  sont  quelconques;  dans  la  seconde,  si  a  est 
un  nombre  négatif  dont  la  valeur  absolue  est  une  fraction  irréduc- 
tible à  dénominateur  impair,  x  peut  être  quelconque  ;  autrement  il 
doit  être  intérieur  à  l'intervalle  ( —  a,  a)  en  posant 


arc  cos    —  e 


■K      7T 


2       2 


y  est  alors  intérieur  à  l'intervalle 

Il  convient  d'observer  qu'un  changement  de  variable  très  simple 
permet  de  ramener  l'un  à  l'autre  les  problèmes  traités  aux  nos  255 
et  256. 


La  fonction  de  y 


x 


_  V  +  t* 
-  l'y  +  ,1' 

F- 


varie  toujours  dans  le  même  sens  ;  si  l'on  suppose  que  —  y  n'ap- 
partienne pas  à  l'intervalle  (60,  b),  on  pourra  choisir  X,  [X  de  ma- 
nière que  les  nombres  b0,  b  correspondent  aux  nombres  a0.  a  et 
par  conséquent  transformer  une  intégrale  où  les  limites  sont  aQ,  a 
en  une  autre  où.  les  limites  soient  60,  b.  Si  l'une  (seulement)  des 
limites  est  infinie,  on  peut  par  ce  procédé,  la  remplacer  par  une 
autre  intégrale  où  les  deux  limites  soient  finies  ;  inversement,  on 
peut  s'arranger  pour  qu'une  des  limites  soit  infinie.  On  prévoit, 
sans  que  j'insiste  davantage,  que  les  questions  relatives  à  la  signi- 
fication d'une  intégrale  dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe   / 

devient  infinie  pour  l'une  des  limites  d'intégration,  ou  pour  la- 
quelle l'une  des  limites  est  infinie,  se  ramènent  l'une  à  l'autre;  on 
n'a  parlé  des  critères  logarithmiques  que  dans  le  second  cas;  il  est 
bien  aisé  de  reconnaître  qu'ils  s'appliquent  aussi  directement  au 
premier. 
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Les  méthodes  exposéees  aux  nos  255,  256  pour  traiter  ce  genre 
de  questions  ne  s'appliquent  pas  toujours  ;  elles  ne  s'appliquent 
pas,  on  l'a  déjà  dit,  aux  intégrales 

s'mx^dx,  I      cosx2dx. 

o  J o 

C'est  par  une  méthode  spéciale  qu'on  prouvera  que  ces  inté- 
grales ont  un  sens  ;  il  suffira  de  raisonner  sur  la  première. 

Soit 

Ç\  . 
J  =  I     sin  a:2  dx, 

il  s'agit  de  montrer  que,  lorsque  le  nombre  positif  'c.  augmente 
indéfiniment,  la  quantité  J  tend  vers  une  limite.  La  fonction 
sin  x2  reste  positive  quand  x  varie  de  \Ji  nr  à  v/(an  -+-  i)-,  négative 
quand  x  varie  de  \/(2n  -+-  i)tc  à  ^{211  -+-  2)71  ;  on  peut  donc  poser 

J  =  u0  —  ut  -1-  «2  —  ...  ±  up  zp  ii'p, 
en  faisant 

uîn  =  I  ___  sin  x2  dx, 


JV(an+2)Tt  _ 
sinx2dx  ; 

l'indice  p  est  égal  à  la  partie  entière  de     ;  le  dernier  terme  q=  Up 
est  égal  à 

r\ 

I  s\nx2dx. 

En  faisant  dans  les  deux  termes  u.,n,  h2w+1  les  substitutions  res- 
pectives 

x  =  v^aTt  n  +  j,         x  =  /(2  n  -h  1)  -  H-  y, 
on  trouve  sans  peine 

1   /  "    sinyrfy  1    fl  ûnydy 

B2n  —  -  /  »  u2n+l  ô    !  /,  N  ' 

2Jo   vait/i+j  2Jo    v(2/i+i)^+j 
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en  posant 

(3  =  \/(2  n  -+-  i)  t  —  v/a  n*-, 
P'  =  y/(2  n  -+-  2)tt  —  y/(a  n+.  i)it; 

ces  formules  entraînent  les  inégalités 

P'  <  p  <  il. 

Les  deux  quantités  uin,  u2n+1  sont  positives  et  la  seconde  est  plus 
petite  que  la  première  :  on  a  en  effet 

J~^    sinydj        _  j  H     sin  y  dy  Ç '     sin  y  dy 

o    \/2  7*TtH-y      J0    \Z2mz-\-y      Jp'  y/a  mr  -h  j 

le  second  terme  du  second  membre  est  positif;  d'ailleurs  l'inégalité 


sinydy  f  ^  s'mydy 


Jo    y/amt  -f-  j      J0    y  (in  -+-  i)tt  -h  y 
résulte  de  ce  que  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  o  et  %, 
sin  y  sin  y 


V ' i mz  -+-  y        \/(2  n  -\-  ij^  +  J 


on  établit  de  même  l'inégalité 


Les  termes  u.2n,  uill+i  tendent   vers  o  quand  n   augmente   indé- 
finiment; dans  l'intervalle  (o,  j3),  en  effet,  on  a 


sin  y 
\/2  wz  +  y 

< 

I 

y/amt 

«2;; 

,  <  7- 

2  V'  2  7MT 

< 

îv/i 

et  par  suite 


enfin  on  voit  de  même  que  le  dernier  terme  «£  est  plus  petit  que 
iit>  et  par  conséquent  décroit  indéfiniment  quand  £,  et  par  suite 
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p,  augmentent  indéfiniment.  Dans  ces  conditions  J  a  pour  limite 


la  somme  de  la  série  convergente 


«0  —  uL  -+-  u.,  —  ...  -f-  uln 
On  démontre  d'ailleurs  que  l'on  a 

I       sin  x2  dx  =  I       cosx2dx 


2  V    2 


260.  —  Soit  f(x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  x,  y  définie 
et  bornée  dans  l'ensemble  (XY)  des  systèmes  de  valeurs  qui  satis- 
font aux  conditions 

(0  a0<x<a,  K^y^b, 

a0,  a,  b0,  b  étant  des  nombres  donnés.  Si,  lorsque  l'on  attribue  à  y 
une  valeur  fixe  appartenant  à  l'intervalle  (60,  b),  la  fonction  f,x,  y  , 
regardée  comme  une  fonction  de  x,  est  intégrable  dans  l'intervalle 
(a0,  a),  et  cela,  quelle  que  soit  la  valeur  choisie  pour  y,  l'intégrale 


f 

J  «fi 


f(x,y)dx 


définira,  dans  l'intervalle  (b0,  6),  une  fonction  de  y  :  désignons 
cette  fonction  par  <p(y)  ;  on  peut  se  demander  si  elle  est  continue 
et  si  elle  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  (60,  6). 

Soient  y  ,  y"  deux  valeurs  appartenant  à  cet  intervalle,  on  aura 

(2)  ?  (/')  -  ?  (/)  =  fa[f(x,  y")  -/(*,  y')]dx. 

Regardons  pour  un  moment  y1  comme  donné;  si  à  chaque 
nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  yj  tel  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  y"  qui  vérifient  les  inégalités 


x  <  a,        60  <  y"  <  b, 

|j"-j'K'n, 


(3) 
on  ait 
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la  fonction  <p  (y)  sera  continue  pour  y  =  y'  ;  on  aura  en  effet,  pour 
toutes  les  valeurs  de  y"  qui  vérifient  les  inégalités  (3), 

Ir(j")-?(J')I^(« -«<>)• 

Si  à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  positif  yj  tel 
que  l'inégalité  (4)  soit  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y',  y" 
qui  vérifient  les  inégalités 

«0  <;  x  <;  a,        b0<^y'  <  6,        60  <  y"  <  6, 

la  fonction  <p(y)  sera  continue  dans  l'intervalle  (60,  6).  Il  en  sera 
ainsi  certainement  si  la  fonction  des  deux  variables  x,  y  est  con- 
tinue (n°  165)  dans  l'ensemble  (XY)  défini  par  les  inégalités  (1). 

Si,  en  particulier,  la  fonction  f(x,  y)  admet  une  dérivée  f'y(x,y) 
par  rapport  à  y,  pour  chaque  système  de  valeurs  x,  y  appartenant 
à  l'ensemble  (XY),  et  si  cette  dérivée  reste  toujours  inférieure  en 
valeur  absolue  à  un  certain  nombre  positif  M,  on  aura,  quelles  que 
soient  les  valeurs  x,  y',  y"  appartenant  à  l'ensemble  (XY), 

\f(x,f)-f(x,y')\<U\y"-y'\; 

dans  ce  cas  la  continuité  de  la  fonction  m  (y)  est  manifeste. 

Cette  continuité  étant  supposée,  ainsi  que  l'existence  de  la  déri- 
vée/^ (se,  y),  on  a,  en  supposant  toujours  que  y',  y"  appartiennent 
à  l'intervalle  (60,  b), 

(5)  ?  if)  -  ?  if)  _  f  fj*,  j")  -  Z(*.  y')  dx 

Regardons  dans  cette  égalité  y'  comme  fixe  et  faisons  tendre 
y"  vers  y'  ;  la  quantité 

f(x,f)-f(x,y') 

y" -y'        ' 

où  la  seule  variable  est  y",  tendra  vers  la  limite  f'y(x,  y'),  en  dé- 
signant par  ce  symbole  ce  que  devient  f'v{x,  y)  quand  on  y  rem- 
place y  par  y'  ;  on  ne  peut  en  conclure  que  le  second  membre  ait 
pour  limite 

a  fv^y')dx 
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ni  même  que  ce  symbole  ait  un  sens  ;  mais  cette  conclusion  de- 
viendra légitime,  si  la  fonction  de  x,  f'v{x,  y'),  est  intégrable  clans 
l'intervalle  (ciq,  a)  et  si,  en  outre,  à  chaque  nombre  positif  s  corres- 
pond un  nombre  '(]  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
appartenant  à  l'intervalle  (a0,  a), 


f(x,  y")  —  f(x,  y')        fl  ,        „ 
r^-^y  _y        '  —fv  (x>  7) 


<e 


(6) 

sous  les  seules  conditions 

{7)  l     y"  s  y',      |'/-/|<i. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  la  valeur  absolue  de  la  quantité 

J  J  Ja0 

OU 

sera,  pour  toutes  les  valeurs  de  y"  qui  vérifient  les  inégalités  (7), 
plus  petite  que  (a  —  a0)s. 

On  sera  certainement  dans  ce  cas  si  la  fonction  f'y(x,  y)   est 
continue  dans  l'ensemble  (XY)  ;  on  a,  en  effet  (n°  216  ) 

f(x,y")—f{x,y') _  f, /     »x 

y"    y'  "    J  V  \X'    J       J> 

en  désignant  par  y"  un  nombre  compris  entre  y'  et  y"  ;  l'inégalité 
(6)  équivaut  donc  à  la  suivante  : 

si  à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  positif  yj'  tel 
que  cette  inégalité  soit  vérifiée  sous  les  seules  conditions 

ao  =  ^  =  a>         60  <  y"  <Ç  6 

Tannery  II.  —  Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions  6 
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et  c'est  ce  qui  aura  certainement  lieu  quand  la  fonction  f'Jx,  y) 
des  deux  variables  x,  y  est  continue  dans  l'ensemble  (XY),  il  est 
clair  que  l'on  pourra  satisfaire  aux  inégalités  (6)  sous  les  conditions 
(7)  et  que  l'emploi  de  la  formule 

I>J  H/O.  J)l  dxdy  =  \\jU{x,  y)]dx 

sera  légitime  pour  toutes  les  valeurs  de  y  qui  appartiennent  à 
l'intervalle  (b0,  b  . 


III.  —  INTÉGRALES  EULÉRIENNES 

261.  —  Les  règles  qu'on  vient  de  donner,  soit  pour  reconnaître 
la  continuité  d'une  intégrale  définie  qui  contient  un  paramètre 
variable  et  que  l'on  regarde  comme  une  fonction  de  ce  paramètre, 
soit  pour  prendre  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  au  para- 
mètre, sont  soumises  à  des  conditions  trop  étroites  ;  beaucoup  de 
travaux  ont  eu  pour  objet  d'obtenir  des  conditions  plus  larges  ; 
malgré  l'intérêt  et  l'importance  pratique  de  ces  travaux,  je  n'en 
développerai  pas  les  résultats  et  je  me  contenterai  de  traiter  un 
exemple. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  257,  l'intégrale 


(1)  I      xv-1e-*dx  =  T(y) 

J  o 

est  une  fonction  définie  de  y,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  y. 
Je  signale,  en  passant,  la  propriété  qu'exprime  l'égalité 

(2)  r(y+  i)=yv(y) 

où,  bien  entendu,  on  suppose  y  positif;  cette  égalité  s'obtient  en 
partant  de  la  relation 

[xVe~xJ  =yxv-ie~x  —  ocVe-x, 

où  le  premier  membre  désigne  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la 
quantité  entre  crochets  ;  il  suffit  d'intégrer  les  deux  membres 
entre  les  limites  o  et  ce  ,  ce  qui  donne  o  pour  le  premier  membre. 
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De  la  relation  (2)  résultent  immédiatement  les  formules  sui- 
vantes, où  y  désigne  un  nombre  naturel  plus  grand  que  1 

(3)  r(y)  =  1.2.3...  (j-i); 

on  reconnaît  d'ailleurs  directement  que  l'on  a 

r(i)  =  i. 

La  fonction  T  (y)  est  continue  dans  tout  intervalle  [a,  b)  borné 
par  des  nombres  positifs.  Ceci,  toutefois,  n'apparaît  pas  sur  la 
définition  (1),  parce  que,  si  y  est  plus  petit  que   1,  la  fonction 

sous  le  signe  /  n'est  pas  continue  pour  x  =  o  et  parce  que  la  limite 

supérieure  est  infinie.  Cette  continuité  peut  s'établir  comme  il 
suit  ;  on  a,  quels  que  soient  les  nombres  positifs  a  et  A, 

xv-ie-zdx  -+-  I      xv-*er-xdx  -h   I      xv-le~xdx. 

o  J  x  «y  A 

Or,  si  on  se  donne  un  nombre  positifs,  on  peut  prendre  a  assez 
petit  et  A  assez  grand  pour  que  la  première  et  la  troisième  inté- 
grale du  second  membre  soient  plus  petites  que  s,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  y  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b  .  On  a  en  effet,  en 
supposant  a  <C  b,  puis  a  <C  1,  A  >>  1, 


x,J~le   J'dx  <C    I      xa~ie~~ xdx 


f 


Jxy-ie-xdx  <C    I      xb-le--rdx. 
A  Ja 

Dire  qu'on  peut  prendre  a  assez  petit,  A  assez  grand  pour  que 
les  seconds  membres  de  ces  inégalités  soient  moindres  que  s,  c'est 
dire  que  les  intégrales  qui  figurent  dans  ces  seconds  membres  ont 
un  sens. 

D'un  autre  côté,  en  vertu  des  règles  du  numéro  précédent,  l'in- 
tégrale 


-r 


ç  (y)  =  I      x1J~~ie~J:dx 
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est  continue.  La  démonstration  peut  maintenant  s'achever  à  peu 
près  comme  au  n°  180  : 

Après  avoir  choisi  a.  assez  petit,  A  assez  grand  pour  que  l'on  ait, 
en  supposant  que  y  appartienne  à  l'intervalle  [a,  6), 

xy-ie  -xfix  <^  £j 
A 

on  peut  faire  correspondre  au  nombre  s  un  nombre  positif  yj,  tel 
que  l'on  ait 

I  ?  (y  -h  h)  —  ?  (y)  I  < £ 

sous  la  condition  que  les  deux  nombres  y,  y  -h  h  appartiennent  à 
l'intervalle  (a,  b)  et  que  l'on  ait  |  h  |  <C  r\.  On  a  d'ailleurs 

aP+h-ie-xdx  —  i      x1J-]e-*dx 

0  J  o 

xv+h-le--rdx  —  |       xv-^-'dx 

-H?(JH-^)  —  ?(j), 

et,  par  conséquent,  sous  les  conditions  précédentes, 

|r(y4-*)-r(y)|<5«; 

la  continuité  est  évidente. 

Si,  sans  se  préoccuper  de  la  légitimité  de  l'application,  on  calcule 
par  la  règle  du  numéro  précédent,  la  dérivée  de  l'intégrale  défi- 
nie T  (y)  par  rapport  à  y,  on  trouve 

I       e-xx1-'-'i  logxdx. 

Mon  but  est  de  prouver  que  cette  expression  est  effectivement  égale 
à  V  (y).  Le  premier  point  serait  d'établir  qu'elle  a  un  sens  ;  il  est 
aisé  de  montrer,  plus  généralement,  que  l'expression 

r 

I       e~Txy-i  \02nxdx, 
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où  n  est  un  nombre  naturel  quelconque,  a  un  sens  pour  y  ;>  o  et 
même  qu'elle  représente  une  fonction  continue  de  y  :  je  ne  m'arrê- 
terai pas  à  ce  point,  qui  est  facile,  et  je  désignerai,  dans  ce  qui 
suit,  par  Q  (y)  la  fonction  de  y  dont  il  s'agit  d'établir  qu'elle  est 
égale  à  T'  (y) . 

La  légitimité  de  la  formule 

fA 

■J  (y)  —  !      erxx,J~'i  log  x  dx, 

où  a  et  A  sont  des  nombres  positifs,  résulte  du  numéro  précédent. 
Puisque  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  conserve 
un  sens  quand  on  la  prend  entre  les  limites  o  et  go  ,  c'est  que,  y  étant 
donné,  on  peut,  à  chaque  nombre  positif  s,  faire  correspondre  des 
nombres  positifs  a0  et  A0  tels  qu'on  ait 


e~xx'J~ï  logxdx 


< 


e—xxy—l  \ogxdx 


<-, 


sous  les  conditions  o<a<  ao,  A  ;>  A0  ;  sous  les  mêmes  condi- 
tions, on  peut  donc  écrire 

(A)  |9(J)-?'0')|<^. 

Or,  on  a 

F  (y  +/t)-r(j)  _  c?  (y  +  h)-9(y)  _, 


e  xxy~ 


-, —  loa;  x  dx 
h  ° 


e~xx,J~ i  — -, — losvr  dx. 


Quand  h  est  très  petit  en   valeur  absolue,  — -, est  voisin  de 

log  x;  on  peut  prévoir  que  la  première,  par  exemple,  des  inté- 
grales qui  figurent  au  second  membre  est  voisine  de 


£ 


e~xxy~i  log2xdx 


intégrale  dont  on  sait  qu'elle  a  un  sens,  lorsque  y  et  a  sont  posi- 
tifs, et  qui  peut  par  conséquent  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le 
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veut,  pourvu  que  a  soit  assez  petit.  11  doit  en  être  de  même  pour 
la  première  intégrale  du  second  membre. 

Afin  de  justifier  cette  dernière  assertion,  rappelons  d'abord 
(n°  216)  que  l'on  peut  écrire,  en  désignant  par  X  un  nombre 
positif  moindre  que  i , 

xh_l  ehloonX_l 

= r—    —  =  x      log  X, 


h     ~~       h 

en  sorte  que  le  coefficient  de  dx,  dans  notre  première  intégrale* 
peut  s'écrire 

e--TXy-îrj^ll     J0g2     œ< 

Dans  ce  coefficient,  x  doit  prendre  des  valeurs  appartenant  à 
l'intervalle  (o,  a),  donc  plus  petites  que  i,  si,  comme  il  est  évi- 
demment permis,  on  suppose  a<i,  D'ailleurs  dans  le- même 
coefficient,  tous  les  facteurs  sont  positifs,  on  aura  clone 

e-xxy-\x^h  j0g2  x  ^  e-xxJ  —  i  —  rl0  jQg.2  Xf 

en  désignant  par  yj0  un  nombre  supérieur  à  [  h  \ .  Je  le  supposerai 
en  outre  moindre  que  y.  Sous  ces  conditions,  l'inégalité 


e-xxV-i  — log  X(j[x  <    i      e~xxy  —  ^o—1  l0g2 x jx 


est  évidente.  D'ailleurs,  quand  on  se  donne  le  nombre  positif  y 
et  que  l'on  a  choisi  le  nombre  positif  yjo,  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  second  membre  a  un  sens  ;  c'est  donc  qu'on  peut,  à  chaque 
nombre  positifs,  faire  correspondre  un  nombre  positif  a'0  tel  qu'on 
ait 

r         —  - 

I      e~xa?      r'°      r  log2  a?  dx  «<  s 
sous  la  condion  a  <C  a'0  et,  par  conséquent, 


e~xxv~  * r —  log  a:  (fa  <  e 
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sous  les  conditions  en,  «<  &,'&t   \  h  |  <C  270.  On  prouverait  de  même 
qu'il  existe  un  nombre  A^  tel  que  l'on  ait 


ekxxy-l 


~. log  x  dx 


sous  les  conditions  A  >•  A'0,  |  h  j  <C  vj0  • 

Sous  les  mêmes  conditions,  on  pourra  donc  écrire 


Y  (y  -h  h)  —  r(y)         y  (y  +  /i)  —  y(,y) 


<2e. 


Ayant  pris  arbitrairement  yj0  <C  y,  ayant  ensuite  pris  a  inférieur 
au  plus  petit  des  nombres  a0,  a'0,  et  A  supérieur  au  plus  grand  des 
nombres  A0,  A',  on  peut  faire  correspondre  au  nombre  positif  s 
un  nombre  positif  yj  •<  r,o  tel  que,  que  sous  la  condition  \h\  <^Y], 
on  ait 


?.t+^iw_î,w 


ou  en  raison  de  l'inégalité  (k) 


îfc+^=JEÛ4_e(y) 


<£ 


<3e 


et,  finalement, 


r(r  +  *)-r(r)_tw|<5. 


toujours  sous  la  condition  j/îj-<  "/J.  Il  est  donc  bien   prouvé  que 
0(y)  est  la  dérivée  de  V  (y). 

Un  raisonnement  analogue  montrerait  que  l'on  a,  en  général 


dnV  (y) 
dyn 


e—x  xy-l  \0on  x(lXt 


262.  —  La  fonction  T  (y)  peut  être  mise  sous  une  autre  forme 
que  l'intégrale 


1: 


e—x  xy— 1  ^x 
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par  laquelle  on  l'a  définie.  Si  n  désigne  un  nombre  naturel  très 

/  x\n  •  f  ' 

grand,  e~x  est  à  peu  près  égal  à  (  i  —  -  )  ;  on  est  ainsi  porte  a 

penser  que  l'intégrale  qui  définit  T  (y)  est  voisine  de 


)    xv~L  dx. 


-)    x'J-L 
nf 

On  montrera  tout  à  l'heure  que  l'on  a  effectivement 
(i)         lim.l    I     e  -x  xy~{  dx  —  i      (i  —  -\    xv~l  dx  1=  o 

Je  me  propose  d'abord  d'évaluer  l'intégrale  I      (i —  -)    xu~ldx. 
En  y  faisant  le  changement  de  variable  x  =  ni,  elle  devient 

1      (  i  —  -)    xv-1  dx  =  nv  I     (i  —  t)n  VJ-1  dl. 

Si  l'on  intègre,  entre  les  limites  o  et  i,  les  deux  membres  de 
l'identité 


dt 
on  trouve 


i[{i  —  t)n  &}  =  y  (i  —  t)n  t'J  -1  —  n  (i  —  t)»-1  tv, 


(ï  -  t)n  Vj^  dy  =  1        (i  -i)"-1  Vdy 

J  J  o 


nia  —  i    ...  i 


y  (y  +  0  •••  (y  +  "—  0  y  -+-  n 

et  par  suite 


x\n    „   .    ,         n'^  i.2...n 


y  (J-+  O  (j  H"  2)  •••  (J  +  «) 
En  admettant  la  proposition  énoncée  plus  haut,  on  aurait  donc 


(2)  —,— £— r  =  — i-,  =  lim.    n-»(  i  ■+■  ?  )  f 


■  +*)...(,+£ 

2/       \  i 
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La  propriété  qu'exprime  cette  égalité  sera  établie  si  l'on  a  établi 
la  proposition  qu'exprime  l'égalité  (i). 

J'établirai  d'abord  cette  dernière  en  regardant  y  comme  un 
nombre  fixe  compris  entre  o  et  i. 

On  a  évidemment 


I     e~x  x'J-1  dx  —  !       (  i  —  -  )    xv~l  dx 

=  I     xy~l\  e~x  —  ( i  —  X \    \dx  -+-   I     e~x  xy~{  dx. 

Que  la  seconde  intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  tende 
vers  la  limite  o  quand  n  tend  vers  -h  co  ,  c'est  ce  qui  résulte  évi- 

demment  de  ce  que  l'intégrale  I     e~x  xv~l  dx  a  un  sens  ;  tout  re- 

Jo 

vient  donc  à  démontrer  que  l'on  a 

lim.   |      I  e~x  —  (  i j    \xy~'1  dx  =  o. 


;i^co 


L'étude  qu'on  va  faire  de  la  quantité  entre  crochets,  que  je  dési- 
gnerai par  W (x),  montrera  que  cette  fonction,  nulle  pour  x  =  o, 
est  positive  pour  les  autres  valeurs  de  a:  qui  appartiennent  à  l'inter- 
valle (o,  n),  qu'elle  passe  par  un  minimum  et  que  la  valeur  de  ce 
minimum  est  moindre  que 


(n  —  i)e 
Il  résultera  de  là  que  l'on  a 


£ 


W  (x)  x»-'  dx  <  H  7^-1^-  ou 

Jo     ("—  l)e 


y{<1 


cette  dernière  quantité  tend  évidemment  vers  o  quand  y  est  un 
nombre  fixe  compris  entre  o  et  i  et  que  n  augmente  indéfiniment. 
La  proposition  qu'exprime  l'égalité  (5)  sera  donc  établie  pour  ces 
valeurs  de  y,  dès  qu'on  aura  établi  les  propriétés  de  W  (x)  qu'on  a 
annoncées  plus  haut. 
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L'égalité 

montre  que  W  (x)  s'annule  en  même  temps  que  la  fonction 

ç  (x)  =  x  H-  (n  —  i)  log  (  i  —  ^  j, 

I    3? 

dont  la  dérivée  est .  On  reconnaît  sans  peine  que  la  fonction 

/i  —  x  ri 

■(p(x)  s'annule  une  seule  fois  dans  l'intervalle  (o,  ri)  et  cela,  pour 
une  valeur  Xo  qui  est  plus  grande  que  i .  Cette  valeur  x0  corres- 
pond à  un  maximum  de  W  (as),  lequel  est  égal  à 

M  =  e-xo—(i—^\=(i—n        ^°; 

la  dernière  égalité  résulte  de  ce  que  W  (xQ)  est  nul  ;  la  fonction 
W (x)  croît  de  o  à  M  dans  l'intervalle  (o,  x0),  décroît  de  M  à  e~n 
dans  l'intervalle  (x0,  n)  ;  W(x)  s'annule  pour  x  =  o  et  est  positif 
pour  les  autres  valeurs  de  l'intervalle  (o,  ri).  Enfin,  si  l'on  regar- 
dait M  comme  une  fonction  de  x0,  on  verrait  immédiatement  que, 
dans  l'intervalle  (o,  ri),  le  maximum  de  M  a  lieu  pour  x  =  i  ;  il 
est 

i  /         i\n~l  _        i      /  i 

/x  V  n)  n  — 


On  a  d'ailleurs 


e  ' 


car  cette  inégalité  équivaut  à  la  suivante 

71  10g   (  I    —  »  )   <  —    I  , 


qui  devient  évidente  en  développant  le  logarithme  en  série. 
On  a  donc 

(n  —  i)e 
c'est  ce  que  l'on  avait  annoncé. 
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263.  —  L'égalité 


w   ïrâ-iH'+î)('.fi)-('+9] 

est  donc  établie  pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  o  et  i,  et  la 
démonstration  même  prouve  que,  pour  ces  valeurs,  la  quantité  entre 
crochets  tend  vers  une  limite,   lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Il  est  aisé  d'établir  directement  cette  dernière  affirmation  pour 
toutes  les  valeurs  de  y. 

Remplaçons  en  effet,  dans  la  quantité  entre  crochets,  n~~y  par 
une  puissance  de  e  dont  l'exposant  soit 

ylogn=  — y (  i  -h  l  +  l  -i-  ...  +  ~  —  C  — 


en  désignant  par  C  la  constante  d'Euler    n°  194;  et  par  an  une 
quantité  qui  tend  vers  o  quand  n  augmente  indéfiniment  ;  on  aura 


j-J-)  (  î  +£)...[  i  -h^ 


i  /  \  2  /      \  n 


y) 


^(.-H?.-        .-HZ  )-■{...       .+5    e~i  (.+ 


en  posant 


,««y 


=  I  ■+■  e», 


en  sorte  que  ê„  tend  vers  o  quand  n  augmente  indéfiniment. 
On  va  montrer,  que  si  l'on  pose  en  général 


i+*l« 


le  produit  infini 


JJ  (i  +  ",) 


est  absolument  et  uniformément  convergent  pour  les  valeurs  dey 
appartenant  à  n'importe  quel  intervalle,  en  sorte  qu'il  représente 
une  fonction  /(y)  continue  dans  tout  intervalle,. 
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Si  l'on  admet  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  clair  que  l'on  aura,  quel 
que  soit  y, 

^•[-.(■  +  ï)(«+z  ).•■(«.+ *)]='*>W- 

Quant  à  la  convergence  uniforme  du  produit  infini,  elle  résulte 
de  ce  que  l'on  a,  en  vertu  de  la  définition  de  ur, 

y2        /  i  i    W3        /    i  i      \j 


''  2H        \i.2        i.2.3/r3        \i.2.3        i.2.3.4/r4 

et  de  ce  que,  si  À  désigne  un  nombre  positif  quelconque,  la  série,  à 
termes  positifs, 


A2  +  (-L--^ 

2  \1.2  1.2.3 


|_1.2...(p  —   l)  1.2. ..p] 


est  manifestement  convergente,  en  sorte  que  si  l'on  désigne  sa 
somme  par  B,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  y  qui  appartiennent 
à  l'intervalle  ( —  A,  A), 

la  série  dont  le  r'ème  terme  est  ~2  étant  convergente,  le  produit  infini 

dont  le  rlème  facteur  est  1  -+-  ur  est  absolument  et  uniformément 
convergent  dans  l'intervalle  ( —  A,  A). 

Il  convient  de  remarquer  en  passant  la  façon  étroite  dont  la  fonc- 
tion/^), que  l'on  vient  de  définir,  est  liée  à  la  fonction  sin  %x. 

En  partant  de  la  relation 

r=oo 

sin  r.x  =  TZX 


r=i 


établie  au  n°  200,  on  est  tenté  d'écrire 


n  •-S)=n(>+F  x.n 


r=co 

X 


V1 
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mais  les  deux  produits  infinis  qui  figurent  dans  le  second  membre 
n'ayant  pas  de  sens,  ce  second  membre  est,  comme  eux,  dénué  de 
signification  ;  au  contraire,  l'égalité 


n  >-$  =n  >+"  «~  n 


X' 

e 
r 


où  les  deux  produits  infinis  du  second  membre  sont  convergents, 
d'après  ce  qui  précède,  est  évidemment  légitime  ;  on  en  conclut 


x\    — 
-  )  e     i 


(2)  sin  -kx  =  ■kxJ{x)J[ —  x)  =  kx  I        <  /  1  —  -\ 

1 

en  entendant  que,  dans  le  produit   J  J   ,  r  doit  prendre  toutes  les 

valeurs  entières  (positives  ou  négatives),  à  V  exclusion  delà  valeur  o. 
L'égalité  (1)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'égalité 

ou  encore,  en  désignant  par  £„  une  quantité  qui  tend  vers  o  quand 
11  augmente  indéfiniment, 

r(r) 


y  (j  -+-  0  •••  (7  +  n) 


n'est  établie  que  sous  la  condition  o  <Z  y  <C  1.  Il  est  maintenant 
aisé  de  voir  que  cette  égalité,  évidente  pour  y  ==  1,  subsiste  quelle 
que  soit  la  valeur  positive  de  y,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs 
de  y  pour  lesquelles  la  fonction 

e~x  xy~l  dx 

s.  été  définie. 

Remarquons  en  effet  que  si  l'on  pose 

g  (y)  =lim.  f     1  ■  a  ...  n  X  &->■     1_      1  .  2  ...  n  X  r1 

n=ooLj(j  +  i)...  (j  +  ,î)J-y(JH-,)...(j  +  ^I  +  E")' 

la  fonction  g  (y),  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  y  qui  ne  sont 
pas  des  nombres  entiers  nuls  ou  négatifs,  jouit  delà  propriété 

g  (y  -f  l)=yg  (j) 
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établie  plus  haut  pour  la  fonction  T  (y),  en  partant  de  l'intégrale 
définie  :  on  a  en  effet 

Le  second  membre,  quand  n  grandit  indéfiniment,  tend  vers  y  ; 
d'où  résulte  la  proposition  à  démontrer. 

Soit  alors  en  supposant  y  >  i ,  K  la  partie  entière  de  y  et 

j  =  Kh-j0         (o<j0<i). 
On  aura 

r  (J)  =  (y  -  i)  (j  -  2)  .  •  (j  -  K  +  i)  r  (7o), 

?  (y)  =  (J  —  i)  (y  —  2)  ...  (j  -K+i)j  (j0), 

et,  puisque  g  (y0)  est  égal  à  T  (y0),  il  faut  bien  que  g  (y)  soit  égal 
à  T  (y). 

On  peut  donc  regarder  la  définition  de  g  (y)  comme  une  nou- 
velle définition  de  la  fonction  T  (y)  définie  d'abord,  mais  incom- 
plètement, au  moyen  d'une  intégrale  :  la  nouvelle  définition  s'éten- 
dant  à  toutes  les  valeurs  de  y  autres  que  o,  —  i,  —  2,  ...  ;  il 
revient  exactement  au  même  de  définir  la  fonction  T  (y)  par  les 


égalités 


r  (y) 


y^f{y),  f[y)  =  II     (1  +  r)e 


)e~^ï 


d'où  il  suit  que  T  (y)  est  l'inverse  d'une  fonction  continue  dans 
tout  intervalle,  fonction  qui  s'annule  pour  y  =  o,  —  i,  —  2,  ..., 
et  seulement  pour  ces  valeurs.  De  ces  égalités  et  de  l'égalité  (3) 
résulte  immédiatement  la  relation 

r  (œ)  r  (i  —  x) 


sin  iï  x 


qui  pour  x  —  -  donne 

d'où  l'on  déduit,  en  remplaçant  x  par  x2, 


CHAPITRE  VIII 


SUR  QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 


264.  —  Reprenons  la  formule,  établie  au  n°  231. 
(/(*  +  h)  =  /<*)  +  \f  (x)  H-  ï^f'(x)  -h  ... 

^         i  .  2  ...  (n  —  x)J  w        i  ,  i  ...  (n  —  i)  pJ        v  ; 

5  est  un  nombre  compris  entre  o  et  i,  n  et  p  sont  des  nombres  na- 
turels. Cette  formule  sera  légitime  si  la  fonction  f  (x)  admet  une 
dérivée  nlème  dans  un  intervalle  auquel  appartiennent  les  nombres 
x,  x  -h  h,  ce  qui  implique  la  continuité  de  la  fonction  f  (x),  l'exis- 
tence et  la  continuité  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i,  dans  cet 
intervalle. 

Supposons  que  ces  conditions  soient  vérifiées  quelque  grand  que 
soit  n,  et  que,  eu  outre,  pour  les  valeurs  considérées  de  x  et  h,  le 
terme  complémentaire 

(i  —  ®)n-'J  h'1      ..  ,  .  ... 

— i J \-f{n)  (x  +  O/i) 

ait  pour  limite  o  quand  n  augmente  indéfiniment  ;  alors  la  série 
indéfinie 

/(•)+£/«*)+  rrJ"W  +  -  +  1,2.!t(n1_l)/("-1)  (*)  +  - 

sera  convergente  et  aura  pour  somme/ (x  H-  /i\  puisque  la  somme 
de  ses  n  premiers  termes  diffère  de/(x  +  h)  d'une  quantité  qui  a 
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pour  limite  o  quand  n  augmente  indéfiniment  ;  on  pourra  donc 
écrire  alors 

(2)  f(x  +  h)  =f(x)  +  \f  (x)  +  J^  f(x)  +  ...  ; 


cette  formule  permettra  de  développer  la  fonction/  (x  -+-  h)  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  h,  si  les  conditions  pour  qu'elle 
soit  applicable  sont  réalisées  ;  à  la  vérité,  il  est  souvent  difficile  de 
reconnaître  qu'il  en  est  ainsi,  lorsqu'on  part  d'une  fonction  donnée 
f(x)  ;  l'expression  générale  de  la  dérivée  7i'ème  de  cette  fonction 
peut  être  fort  compliquée,  et  il  devient  alors  fort  malaisé  de  recon- 
naître si  le  terme  complémentaire  tend  vers  o  quand  n  augmente 
indéfiniment. 

On  reconnaît  immédiatement  que  ce  terme  complémentaire  tend 
vers  o,  pour  les  fonctions  f  (x)  telles  que  leurs  dérivées  fn  (x)  res- 
tent toutes  inférieures,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe 
pour  les  valeurs  de  x  appartenant  à  un  certain  intervalle.  C'est  ce 
qui  arrive  pour  les  fonctions  sin  x,  cos  x,  ex,  auxquelles  la  formule 
(i)  s'applique  sans  difficulté. 

Quand  on  a  affaire  à  une  fonction  f  (x)  dont  on  sait  que  /  {x  -+-  h) 
est  développable  en  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  h  et  pour  laquelle  on  sait  effectuer  le  déve- 
loppement, la  formule  (2)  permet,  en  s'appuyant  sur  ce  que  ce  dé- 
veloppement ne  peut  s'effectuer  que  d'une  seule  façon  (n°  173),  de 
trouver  la  forme  de  la  nlème  dérivée  f(n)  (x)  de  f  {x). 

Si,  par  exemple,  on  prend  f{x)  =  e~x2,  on  trouve  sans  peine, 
pour  la  dérivée  /i,ème  de  cette  fonction,  l'expression 

(_    ï)n  e-*2   T    (2CC)«  _  1_(n  —   l  )    (2£C)»-2   +    ... 

^.n[n—  1)  ...  (n  — at-l-  1) 


IX 


n— 2î 


4 


la  quantité  entre  crochets  est  un  polynôme  de  degré  n  dont  le  der- 
nier terme  s'obtiendra  en  faisant  i  =  — - —  ou  i  =  -  suivant  que 
n  sera  impair  ou  pair. 
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La  formule  de  Maclaurin  (n°  232), 

(/(*)=/(<>)■+ ï/»  +  7*V»  +  ... 

(V)  } 

V    i    \  *n—  i  Tt %)n~ iJ  r" 

/  h * ,  /(«-*>  (o)  -+-  — vL_  _*  /(«)  (6x), 

■v         i  .  2  . . .  (n  —  i  )  i  .  2  . . .  (n  —  !  )  P 

suppose  que  la  n'ème  dérivée  f^  (se)  de  la  fonction  /(a?)  existe 
dans  l'intervalle  (o,  xj.  Elle  donne  lieu  aux  mêmes  observations 
que  la  formule  dite  de  Taylor,  d'où  elle  a  été  déduite.  Si  elle  est 
applicable  quelque  grand  que  soit  n  et  si  le  terme  complémentaire 

(i-e)!=^_  f{n) 

i  .  2  ...  [n  —  i)  pJ        v     ' 
tend  vers  o  quand  n  augmente  indéfiniment,  la  série  indéfinie 

m  +  \r  (o)  +  £/» + -  + ,.,.!"(»'-,)/'"-"  w  +  - 

sera  convergente  et  aura  pour  somme  /(as)  ;  si  l'on  arrive  à  recon- 
naître que  ces  conditions  sont  réalisées,  on  pourra  donc  développer 
la  fonction  f(x)  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x 
par  la  formule 

(4)        /(«)  =/(o)  +  \r  (o)  +  —/"  (o)  + .... 

Cette  formule  s'applique  immédiatement,  en  vertu  d'une  re- 
marque faite  sur  la  formule  de  Taylor,  aux  fonctions  eT,  sin  x, 
cos  x  et  d'une  façon  un  peu  plus  difficile,  aux  fonctions  i  i  ~\-x)m, 
log  (i  -+-  x),  -àrctgx,  lorsque  ce  est  intérieur  à  l'intervalle  ( —  i,  i). 
On  montre  alors  que  le  terme  complémentaire  tend  vers  o  quand  n 
augmente  indéfiniment.  Je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

265.  —  À  la  formule  de  Taylor  se  rattache  une  formule  impor- 
tante dite  habituellement  formule  sommatoire  de  Maclaurin,  bien 
qu'elle  soit  due  à  Euler,  qui  en  a  d'ailleurs  tiré  grand  parti  (*). 

(')  Institutiones  calculi  differentialis.  Chap.  \  .  L'attribution  de  celle  formule 
à  Euler  est  due  à  M.  Enestrôm  ;  voir  dans  le  tome  V  des  Acta  Mathematica 
p.  2  la  réimpression  du  mémoire  de  Malmsten.  Sur  la  formule 

h  A     ,    ,    B,/i2 
nu*  =  Ah»  —      A«.c   +   -J—  ±ux   —  ... 

2  1.3 

C'est,  pour  ce  qui  concerne  le  reste  de  la  série,  l'analyse  de  Malmsten  qu'on 
trouvera  plus  loin. 
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Soit  /  (as)  une  fonction  dont  je  supposerai  qu'elle  admette,  dans 
un  intervalle  auquel  appartiennent  les  valeurs  x,  x  -\-  h  de  la  va- 
riable, des  dérivées  continues  f'{x),  /"(as),  ...  d'un  ordre  au 
moins  égal  à  l'ordre  de  celles  qui  figureront  dans  Les  formules  qui 
vont  suivre  ;  posons  pour  abréger 

fd)  (x  4_  h)  —  /«>  {x)  =  JLJM  (x)  ; 
on  pourra  écrire 

A/(*)=/>m+I^/>)+...+^7/9   ./»h+/^?o. 

(I)  1  hàf  (x)  =  }^f"(x)  +  ...  +  1.a..^_l)/(y)(^)  +  ^1Pi> 

/i?-1  A/(*-*)  (x)  =  —  fM(x)-i-&  |-1Pi.-i. 

en  posant,  suivant  qu'on  adople  une  forme  ou  l'autre  du  terme 
complémentaire  de  la  formule  de  ïaylor,. 

P'=r.,...(pr-i-^T)/"+'ft) 

OU 

Pi  =  ra  „;(p_.;,  jT'C"  -  0"-7"+'  (-  +  '")  *  : 

dans  ces  formules  i  doit  prendre  les  valeurs  o,  i ,  2 . . . ,  p  —  r  ;  dans 
la  première  §  désigne  un  nombre  dont  on  sait  seulement  qu'il  est 
compris  entre  x  et  x  -+-  h.  Il  est  clair  que,  entre  les  équations  (r), 
on  peut  éliminer  les  quantités 

Bf(xJ,        h*f'(x),...}        hvfiP)(x). 

il  suffit  pour  cela  de  les  ajouter  membre  à  membre  après  les  avoir 
multipliées  par  des  nombres  A0,  Al5  ....  Ap-i  qui  vérifient  les 
équations 


Aft  = 

=   I 

, 

I  .  2 

+ 

i 

-  = 

o, 

A, 

A, 

I   .  2 

-f- 

A, 
i 

=  o, 

I  .  2 

.3 

An  A.  A,,_i 

I  .  2    ...  p  I  .  2    ...    [p  i)  I 
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Si  l'on  adopte  ces  valeurs  peur  A0,  A1}  ...,  A2,_i.,  on  aura 
(2)     A0A/HH-A1A//(rr)+  ...  -+-Av_iAf(i>-i)(x)=A0hf(x)+hP+%, 
en  posant,  pour  abréger, 

S;J  =  A0o0  4-  AjOi  h-  ...  +  Ap_1o7J_1. 

Des  équations  qui  déterminent  A0,  Ai,  ...,  A?J_i  on  tire  succes- 
sivement 

A0=  1,  At  =  —  ~,  A2  =  ^,  A3  =  o,  ... 

On  remarquera  d'abord  que,  si  l'on  augmente  p,  les  premières 
équations  restent  toujours  les  mêmes,  en  sorte  que  les  valeurs 
écrites  ci-dessus,  par  exemple,  conviennent  quelque  grand  que 
soit  p.  Les  valeurs  des  coefficients  A0,  Ai,  Ao,  ...  sont  manifeste- 
ment rationnelles. 

Enfin  ces  équations  ne  dépendent  en  aucune  façon  de  la  fonc- 
tion f(x)  et  cette  remarque,  en  prenant  pour  f(x)  des  fonctions 
particulières,  va  nous  fournir  des  renseignements  sur  les  valeurs 
des  nombres  Ao,  Ai,  . ..,  Ap_i. 

En  prenant  d'abord  f(oc)  =  er,  les  quantités  Af(x),  Af'(x),  ... 
sont  toutes  égales  à 

g-T+h    ,    gX    _    qX  ^h    j  ) 

en  sorte  que  la  formule  (2)  donne,  après  avoir  divisé  par  ex(eh — a), 
et  en  tenant  compte  de  ce  que  A0  est  égal  à  1, 

en  ]1_  ,  =  i+M+  A2^  +  ...  +  A„_^-  -  ^  h*  ; 

cette  dernière  formule  subsiste  pour  h  —  o,  si  l'on  convient  d'attri- 
buer alors  la  valeur  1  à  la  fonction    b-         qui,  dans  ces  conditions, 

est  une  fonction  continue,  quel  que  soit  Ji.  Dans  le  dernier  terme 
du  second  membre,  le  coefficient  de  h1'  est  une  fonction  bornée  de 
/i,  pour  h  voisin  de  o  ;  il  résulte  de  là  que  ce  second  membre 
n'est  auLre  ebose  que  le  développement  par  la  formule  de  Maclau- 
rin  de  la  fonction  de  h 

k 
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développement  qui  contient  p  termes  réguliers  et  le  terme  complé- 
mentaire 

S    e~x  h 

eh  —  1 

Puisqu'il  ne  peut  s'effectuer  que  d'une  seule  façon  (n°  194),  A„ 
est  la  valeur,  pour  z  =  o,  cle  la  dérivée  /ïiènie  de  la  fonction 


divisée  par  1.2.3  ...  n. 

Bien  que  la  conclusion  ne  suppose  pas  qu'on  ait  établi  la  possi- 
bilité de  développer  cette  dernière  fonction  en  une  série  (indéfinie) 
entière  en  z,  je  prierai  le  lecteur  d'admettre  cette  possibilité  ;  il  me 
sera  commode,  dans  un  instant,  de  pouvoir  l'invoquer.  Dans  un 
autre  chapitre,  on  établira  que  ce  développement  est  légitime,  sous 
la  condition  \z\  <C  271  ;  on  a  l'habitude  de  l'écrire  sous  la  forme 


i 


B 


1      t2 


(B)         ^n  =  l  -  2  z  +  T72  z  -Ï7Ï73T4 


I.2...2AI 


sauf I  z,  il  n'y  figure  aucun  terme  de  degré  impair  ;  cela  ré- 
sulte de  ce  que  la  fonction 

z  z  z  e-  -h  i  z        2 

ez  —  i        2        2e:  —  i         2    ,   z 

2 

étant  paire,    son  développement  ne  doit  pas  changer  quand   on 

change  z  en  —  z.  Puisque  le  développement  de  gS ^  ne  peut   se 

faire  que  d'une  seule  façon,  il  est  clair  que  l'on  doit  avoir 

A2B+1  =  o,         A2„  =  (-  1)-+*  g  aB"  2n  ,  (n  =  i,  2,  ...). 

Les  nombres  rationnels  Bp  B2,  ...,  B„,  ...,  définis  comme  on 
vient  de  le  faire,  sont  ce  que  l'on  appelle  les  nombres  cle  Bernoulli  ; 
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ils  s'introduisent  dans  de  nombreuses  questions  d'Analyse  et  jouis- 
sent de  curieuses  propriétés  arithmétiques  ;  voici  la  valeur  des  dix 
premiers 

1       6  3o       J       42       *       3o       J       00       b       2700 

R       7    p    _36i7    R       43867    R    _i746n 
6        s         010        J         790  ooo 

En  adoptant  ces  notations,  et  en  prenant  p  =  in,  la  formule  (2) 
peut  s'écrire 

l  hf{x)=Lf(*)-\  àf\x)  +  5£  AH*)  -  niT4  A^C*)  +  - 

(4)  < 

R       A2"-2 
+  (-  1)-  — ^=-f -s  Lp"-*\x)  +  B2„+1  , 

\  K  <      1.2  ...  (2/i  —  2)      J  *    '  T 

en  posant 

R2n+1  = p0 p.~\ Lpj4-...+  - 1)« "— sp2n_2     • 

+  i.a...anL  2'1        1.2'  V        '    1.2. ..(2U  — 2)'  J 

Si  l'on  prend  pour  o0,  pY,  ...,  oin_.2  les  expressions  qui  compor- 
tent une  intégrale  définie,  que  l'on  a  rappelées  un  peu  plus  haut, 
on  peut  écrire 

*Wi  =  -  rr^n  f1  *  W  /2n+1^  +  ht)  dt> 

•      "•  Jç> 

en  posant 


(5)      h-  ...  -(_,)«  a"(a»-Q...(an-ai+i)  B(l  _t)Mi+  ... 

1  v        ;  1.2  ...  21  n  y 

f  _  (  _  ,)»-.  »»("—»)  B„_,  (,  -  f)». 

\  1.2 

Dans  cette  formule,  en  avant  des  nombres  de  Bernoulli,  figurent 
les  coefficients  binomiaux,  pris  de  deux  en  deux,  et  relatifs  à  la 
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puissance  2n'ème.  Avant  de  transformer  l'expression  de  Ran+i,  je 
ferai  de  la  formule  (4)  une  application  qui  nous  conduira  à  des 
résultats  importants  en  eux-mêmes  et  indispensables  pour  cette 
transformation. 

Si  l'on  suppose  que,  clans  la  formule  (4),  f(x)  soit  un  poly- 
nôme de  degré  inférieur  à  in  -t-  i,  le  reste  disparaîtra  de  lui- 
même  ;  on  obtiendra  ainsi  des  identités  qui,  en  égalant  dans  les 
deux  membres  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  four- 
niront des  équations  cjui  permettraient  de  calculer  successive- 
ment Bj,  Bo,  ...  ;  sans  nous  arrêter  à  ce  point,  prenons  en  parti- 
culi 


1er 


on  aura 


f(x)  =  (x  —  i)n+\  h  =  i, 


1.2.3.4 


Le  dernier  terme  contient  [x — [x —  i ']  quand  n  est  pair  et 
[x2  —  (x  —  i)2]  quand  n  est  impair.  Si  l'on  désigne  par  p  un 
nombre  entier  positif,  que  l'on  remplace  dans  l'équation  (6)  x  suc- 
cessivement par  i,  2,  ...,  p  et  que  l'on  ajoute,  on  aura,  après 
avoir  divisé  par  n  -+-  i , 


7+1 


n  +  î   i     . 
-T~    -n  P 


J. 


(  i»  +  a*  4_  ...  +.  (p  _  ,)«  =  _L_  [p«- 

)  +  B,   ÈL+ife  pn-l  _  B>  ¥±*)±  ("  " .!)_("  -  ")  pn-2^  ...  1. 


Le  second  membre  de  cette  formule,  quand  on  y  replace  l'indé- 
terminée x  au  lieu  de  l'entier  p,  est  ce  que  l'on  appelle  un  polynôme 
de  Bernoulli,  je  le  désignerai  dans  ce  qui  suit  par  ©rti.x  ;  si  l'on 
tient  compte  de  la  reman|uo  |>récé<.leuiiuoiit  l'aile  à  propos  du 
dernier  terme  de  la  formule    (>  .  on  voit  qu'il  convienl  d'écrire 


(8) 
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i  ,       \         i    \  o.,-m  ÏB-fïïa     .,.  t,     (271+021      9,,     , 

v  '         v    '  I  .2  1.2 

_  B   (2"+  02»  (2"—  0  (an  — a)  œ2n_3  +  __ 
2  i.2. 3. 4 

(       iVB   (2,1  +  T)2n---(2/lT2l+^  ^n-'-i+l    , 
'      '  1.2    ...    2  1 


\  ,   .  ,  in  i    „      .       t,  2  7i  r 

27io,„_!(a;)=  a?2" x2'1-1  -h  B, — ^ 

;  12 


2«    I     0„      ,  t,    271(271 Tj      9 


12  1.2 

R  2n(2n—  i)(2/i  —  2)  (an—  3)         t 

J  I.2.Ô.4 

,  ,  .-p.     2ll(2n l)...(27l 2(H-l)       „        ,. 

v  '  1.2    ...    2  l 

,        \      <  r.        2/1(2  n  —  1)    „ 
I  -  (-«  )""1  B„_i  — ~^ '*?- 

Les  formules  (6)  et  (8)  mettent  en  évidence  les  relations  sui- 
vantes : 

|  On(x)   —     ?n(a"  —  à)  =  {x—    l)B, 

(9)  ]      <?2n{x)  -H     <?2n  (—  aé)  =  —  a?2", 

(  ?2n-l  (ar)   —  Îf2n-1  (—»)•=—  X2"-', 

En  changeant  dans  la  première  de  ces  équations  n  en  2/1,  x  en 
1  —  x  et  ajoutant,  membre  à  membre,  à  la  seconde  équation,  on 
trouve 

(10)  <?ïn{x)^-oin(i—x)  =  o; 
on  obtient  de  même 

(iobis)  <P2îi-i(z)  —  <Pin-i(i  —  as)  =  o. 

Ces  relations  montrent  que  (p2n(x)  est  une  fonction  impaire  de 

1  ,  ,         .  ti 

x ,   et  par  conséquent  s  annule  pour  x  =  —  ;    au  contraire 

©2n-i  (^  est  une  fonction  paire  de  x  —     • 

Les  formules  (8)  montrent  que  tous  les  polynômes  (Dn'Kx)  sont 
nuls  pour  a?  =  o;  la  première  des  formules  (9)  montre  ensuite 
qu'ils  sont  tous  nuls  pour  x  =  1 . 
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Enfin,  si  dans  les  équations  (8)  on  prend  les  dérivées  des  deux 
membres,  on  trouve  immédiatement 

/     v  (       ?'sn(a;)  =    2n<?2n_1(a;)  —  (—  i)BB„, 

qui  vont  permettre  d'établir  la  proposition  suivante  : 

Le  polynôme  G2n/x)  nul  pour  a?  =  o,  x  =  -,  x  =  i,  garde  le 
même  signe  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  ,  change 
de  signe  pour  x  =  -,  et  garde  un  signe  constant  pour  les  valeurs 

de  x  comprises  entre     et  i .  Le  polynôme  ©2,i+1  (x)  >  nul  pour  x  =  o 

et  x  =  i,  garde  un  signe  constant  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  ces  deux  nombres. 

Ce  théorème  se  vérifie  sans  peine  pour  les  petites  valeurs  de  n; 
admettons  qu'il  soit  vrai  pour  les  polynômes  (p2n-i(x),  oin(x)>  et 
démontrons  qu'il  subsiste  pour  les  polynômes  çWhO*1)'  ¥in-\-i(x)- 

Si  le  polynôme  fîn+i  (x)  s'annulait  pour  une  valeur  a  de  x,  autre 

que  o  et  i,  appartenant  à  l'un  des  intervalles  (o,    J,   i-,  t  L  au 

premier  par  exemple,  sa  dérivée  ©'2„+1  [x)  s'annulerait  pour  un 
nombre  compris  entre  o  et  a,  distinct  de  ces  limites;  il  en  serait 
de  même,  en  vertu  de  la  deuxième  égalité  (n),  du  polynôme 
(D2n(x),  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse;  il  résulte  de  la  même 
égalité  que  la  fonction  ©2n+1  (x)  varie  toujours  dans  le  même  sens 

quand  x  croît  de  o  à     ,  et  dans  un  sens  contraire  quand  x  croît 

de     à  i  :  la  fonction 
2 

(2«  +  2)<p2„+1(œ)  H-  (—  i)MB„+1 
peut  donc  s'annuler  seulement  une  fois  dans  l'intervalle  (  °>    )  e^ 
seulement  une  fois  dans  l'intervalle  (    ,  i  );  il  en  est  de  même  de  la 

\2         / 

fonction  <p'2n+2(aî)  qui  lui  est  égale,  en  vertu  do  la  première  éga- 
lité (ii).  Or  si  la  fonction  <js.2„+2 :,'x)  s'annulait  pour  une  valeur  9, 

de  x  autre  que  o,     ,  i,  comprise  par  exemple  entre  o  et     ,  la  dé- 
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rivée  0>'2n+2  devrait  s'annuler  pour  un   nombre  compris  entre  o 

et  fi,  et  pour  un  nombre  compris  entre  fi  et  -  ,  ce  qu'on  vient  de 

démontrer  être  impossible.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  clans 

l'intervalle  (o,  i),  la  fonction  <p2n+1(#)  passe,  pour  x_=l-,  par  un 

maximum  ou  un  minimum  et  que,  dans  l'intervalle  (o,  i  ;,  il  n'y  a 
pas  d'autre  valeur  de  la  variable  qui  lui  fasse  acquérir  soit  un 
maximum,  soit  un  minimum. 

La  valeur  de  ce  maximum  ou  de  ce  minimum  se  trouve  facile- 
ment en  partant  de  ce  fait  que  l'on  obtient  le  polynôme  <p„(œ)  en 
multipliant  par  1.3. 3.  ...  n  le  coefficient  de  zn  dans  le  dévelop- 
pement en  série,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z, 
de  la  fonction  (*) 

exz  —  ez 
ez  —  1 

Cette  proposition  se  vérifie  immédiatement.  La  formule  (B^ 
fournit  les  développements  en  série  des  fonctions 


1  ■+- 


en  multipliant  la  première  série  par 


xz 
1 


et  retranchant  du  résultat  la  seconde  série,  on  obtient  le  dévelop- 
pement cherché  (2). 


(')  La  plupart  des  propriétés  des  polynômes  de  Bernoulli  peuvent  se  déduire 
de  là.  Voir  sur  ce  sujet  le  Traité  de  calcul  différentiel  de  M.  Bertrand  (p.  35a); 
j'ai  emprunté  au  même  ouvrage  la  démonstration  de  l'existence  du  maximum 

ou  du  minimum  pour  x  =  - . 
1  2 

(-)  Notons  en  passant  que,  en  supposant  x  entier  positif,  la  fonction  consi- 
dérée peut  être  remplacée  par 

1   -f  e*  +  e2=  +  ...  -f  ei'-l)* 

et  que  le  coefficient  de  zn  dans  le  développement  de  cette  expression  est  ma- 
nifestement 

T^ZTn  Ll"  +  2"  +  -  +  (*  -  *H 
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Il  suit  de  là  que  (p.2n_  1(-\  s'obtiendra  en  multipliant  par 

1.2  ...  (2/1  —  i) 
le  coefficient  de  z-n~l  dans  le  développement  de 


e-  —  i 


i  ; 


le  second  membre  se  développe  de  suite  en  série  au  moyen  de  la 
formule  (B)  et  l'on  trouve 

i    \  /J'\       /      \  B„  i-n  —  i 

Enfin  la  première  égalité  (xi)  conduit  à  la  suivante  : 
?sn(«)  —  c?2»(o)  =  in  I     ç>2„-i(œ)rfa;  —  (—  i)"Bn, 

d'où 

Cl  (—i)n 

(i3)  I    toln^fp)dxs=^-—^Sw. 

Jo  2  n 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  transformer  l'expression 
du  terme  complémentaire. 

En  comparant  les  équations  (5)  et  (8),  on  voit  que  l'on  a 

*(*)—  2n.ï,„_,(i  —  t); 

le  second  membre,  en  vertu  de  l'égalité  (io  bis),  est  égal  à  2ii(p2n_i  Ctj  ; 
finalement  on  a 

7,2)1+1  fa 

(14)         ïW.  =  J.a.„(a|1_l)     |o    ^n-liïf^ix  +  htïdt. 

La  fonction  <P2n-i  (0  ne  changeant  pas  de  signe  dans  l'intervalle 
(o,  i)  on  peut  appliquer  à  l'intégrale  définie  le  premier  théorème 
de  la  moyenne  et,  si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (i3),  écrire 

(«&)  l\ill+l  =  ^'^  V»+*tf*^  (c  «-  O/,), 

en  désignant  par  '0  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 
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Si  dans  l'intervalle  (o,  i)  la  fonction  de  t,  f2n+1  (x  -+-  M),  ne 
changeait  pas  de  signe.,  on  pourrait  appliquer  d'une  autre  façon  le 
même   théorème   de   la   moyenne  et,   en   s'appuyant  sur  ce   que 

fin-i  (  )  est  un  maximum  ou  un  minimum  de  la  fonction  ©=>„._!  (t) 
dans  l'intervalle  (o,  i),  écrire 

(16)  %n+i  =  e  L_ ii — ^  *  .hl_/  fc*  a/2"  (x), 

1.2    ...    2/1  2""      *  7 

en  désignant  par  6  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (o,  ï).  Les 
formules  (i5)  et  (16)  sont  dues  à  Malmsten.  Lorsque  R2„+1  dimi- 
nue indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment,  l'équation  (4) 
peut  être  remplacée  par  une  autre  équation,  dans  le  second  mem- 
bre de  laquelle  figure  une  série  indéfinie.  La  convergence  de  cette 
.série  n'a  lieu  que  dans  des  cas  très  particuliers  (')  ;  mais  la  formule 
(4)  n'en  a  pas  moins  une  grande  importance  ;  on  a  vu  plus  haut 
comment  elle  fournissait  immédiatement  la  somme  des  puissances 
nièmes  jgg  p  premiers  nombres  entiers  ;  elle  conduit  de  la  même 
façon  à  une  expression  de  la  somme 

/'(O +/'<!»-*- ■•-*./' Gp) 

qui  pourra  servir  à  l'évaluation  approchée  de  cette  somme,  si  pour 
des  valeurs  convenables  de  n  le  reste  complémentaire  se  trouve  être 
suffisamment  petit.  Je  me  contenterai  de  citer  dans  cet  ordre  d'idées 
l'application  de  la  formule  d'Euler  aux  hypothèses  suivantes  : 

h  =  J,       f'(x)  =  loST(x), 

A/(x)  =f(x  -+■  0  —  y»  =  a  los'  M  -+-  x  los  x  —  x, 

en  renvoyant  le  lecteur,  pour  le  détail  des  calculs,  au  mémoire 
déjà  cité  de  Malmsten.  On  parvient  ainsi  à  la  formule  de  Stirluhj 
savoir  : 

log  r   (X  +    i)  =  i   lûg  (27t)   -t-  Ix  H-   Ij   log  X  —  X 

+  11  I  _  ?L  ï.  _+_   B3   I  _ 
1.2  x       3.4  œ3       5.6  x5 


(an  —  3)  (an  —  .2)  x2n— 3        (an  —  1)  2/1  œ2n_1 

(M  Voir  le  mémoire  de  M.  Darboux  :  Sur  quelques  développements  en  série. 
(2)  L'expression,  du  reste,  est  due  à  Gauchy. 
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où  $  est  compris  entre  o  et  i.  Cette  formule,  qui  est  légitime, 
pourvu  que  x  soit  positif,  fournit  des  valeurs  très  approchées  de 
r  (x  -h  i),  ou  si  x  est  entier,  du  produit  1.2  ...  x,  lorsque  x  est 
très  grand. 

La  formule  d'Euler,  légèrement  modifiée,  permet  aussi  de  cal- 
culer approximativement  une  intégrale  définie. 

Soit  en  effet  F  (x)  une  fonction  continue  et  admettant  des  déri- 
vées dans  l'intervalle  (a,  b),  et  soit,  en  désignant  par^j  un  nombre 

.  .P                         ,        b  —  a 
entier  positit  et  en  posant  h  = , 

S,  =  fc[F(fl)  +  F(o  +  A)  +  ..l  +  F(o+  (p  —  1)  h)]  ; 
si,  dans  la  formule  (4),  on  remplace  /'  (as)  par  F  (as),  À/ (as)  par 

Xx-\-h 
F  (x)dxet  que  l'on  ajoute  membre  à  membre  toutes  les 

équations  qu'on  déduit  de  l'équation  ainsi  obtenue  en  y  remplaçant 
successivement  x  par  a,  a  -h  h,  a  -\-  ih,  ...,  a  +  (p  —  1)  h,  on 
trouve 

Sp  =  |    F  (x)dx  —  ^  [F  (b)  —  F  (a)] 

+  5£  [F'  (*>)  -  F'  («)] 

+  ...  H-  (-  1)"  lm^-\n~lj  [F(2"-3)  (6)  -  FC-'J  (a)] 


Quant  au  terme  complémentaire,  si  l'on  se  reporte  à  la  formule 
(i5),  on  voit  qu'on  pourra,  en  désignant  par  M-2n  un  nombre  po- 
sitif égal  ou  supérieur  aux  valeurs  absolues  de  F(2,l)  (aï)  dans  l'in- 
tervalle (a,  b),  et  par  B'  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle 
( —  1,4-1),  l'écrire  sous  la  forme 

ï.„  =  9.  P-«)B.A» 

1.2  ...  in 

Si  la  formule  (16)  est  applicable,  on  pourra  écrire 

Ts« = ° K.*YT™  ~^1  /t2" [F<2"_1> (/,) - F(2,i_l) (a)]- 

Ces  formules  résolvent  entièrement  le  problème  posé. 
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266.  —  Soit 

(l)  /,(*)+/.(*)  +  ■•■+/.  G*)'-*-». 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  bornées  et  intégrables 
de  la  variable  x  dans  l'intervalle  (a0,  a)  ;  si  cette  série  est  unifor- 
mément convergente  clans  cet  intervalle,  au  sens  étroit  (n°  182), 
il  en  est  de  même  de  la  série 

J"x  rx  rx 

/,  (x)  dx  4-        /a  {x)  dx  -+-  . . .  -+-  I    /„  (x)  dx  -h  ...  ; 
«o  «^ao  "  a0 

soient  ©  (x)  et  $  (x)  les  sommes  respectives  des  séries  (i)  et  (2)  ; 
la  fonction  o  [x)  est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  (aa,  a  . 
et  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  cet  inter- 
valle, 

J^x 
o  (x)dx. 
«0 

Désignons  en  effet  par  Sn  (x)  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  (1)  et  par  R„  (x)  le  reste  correspondant,  en  sorte  que  l'on 
ait 

(5  (x)   =  Sn  (x)    -+-   R„(œ). 

Je  dis  d'abord  que  la  fonction  ©  (as)  est  bornée  et  intégrable  dans 
l'intervalle  (a0,  aj. 

Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  arbitraire  ;  puisque  la  série  (1) 
est  uniformément  convergente,  au  nombre  s  correspond  un  nom- 
bre naturel  p  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  n 
supérieures  à  p  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'in- 
tervalle (a0,  a), 

\K{x)  |<s. 

De  cette  inégalité  et  de  ce  que  la  fonction  Su  (x)  est  bornée,  il 
résulte  d'abord  que  la  fonction  <p  (x)  est  bornée  dans  l'intervalle 
(a0,  a).  Dans  ce  même  intervalle,  l'écart  de  R„  (a?)  est  inférieur  à 
2î.  Ceci  posé,  soit  x  une  valeur  quelconque  appartenant  à  l'inter- 
valle (a0,  a)  :  la  fonction  S„(aî)  étant,  par  hypothèse,  intégrable 
dans  l'intervalle  [a0,  x),  au  nombre  positifs  correspond  certaine- 
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ment  une  décomposition  de  l'intervalle  (a0,  x),  telle  que  la  diffé- 
rence entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure,  relatives  à  cette 
décomposition  et  évaluées  pour  la  fonction  Sn(x),  soit  moindre 
que  £  ;  la  même  différence,  évaluée  pour  la  fonction  J\n(x),  sera 
moindre  que  lia — ab)  s,  puisque  l'écart  de  cette  fonction  est 
moindre  que  2  s  et  que  l'écart  de  l'intervalle  (a0,  x)  est  au  plus  égal 
à  (a  —  a0)  ;  la  même  différence  enfin,  évaluée  pour  la  fonction 
SM(cc)  -+-  Rn(x),  ou  (p(x),  sera  moindre  que 

s[i  -+-  2  (a—  a0)]; 

comme  z  est  arbitraire  et  que  le  facteur  qui  le  multiplie  est  cons- 
tant, ce  produit  peut  être  supposé  plus  petit  que  tel  nombre  positif 
arbitraire  que  l'on  voudra  ;  il  est  donc  démontré  que  la  fonction 
y  (x)  est  intégrable  dans  l'intervalle  (a0,  a)  ;  il  en  est  de  même  de 
la  fonction 

Rn  (x)  =  0  (s)  —  S„  (x) 
et  l'on  a,  pourvu  que  x  appartienne  à  l'intervalle  (a0,  a), 

J^x  r*x  Px 

?  (x)  dx  =        S„  (x)  dx  +         R„  (x)  dx. 

La  seconde  intégrale  du  second  membre  est,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  1  [a  —  a0)  ;  on  voit  donc  que,  sous  les  seules  conditions 

J^x 
<p  (x)  dx  et 
ao 
rx  nx  r*x  nx 

Sn(x)dx  =  |     fï{x)dx-\-\    f2(x)dx  H-  ...  -h  j|    f„(.r)Jx, 

est  moindre  que  s  (a  —  a0)  ;  cette  dernière  quantité  pouvant  repré- 
senter tel  nombre  positif  que  l'on  voudra,  il  est  prouvé  que  la  sé- 
rie (2)  est  uniformément  convergente  dans  l'intervalle   «$>,  a    et  que 

Px 

sa  somme  <I>  (x)  est  égale  a        m  (x)  dx. 


Supposons,  en  conservant  d'ailleurs  les  notations  et  les  autres 
hypothèses,  que  la  convergence  de  la  série    1    ne  soit  assurée,  dans 
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l'intervalle  (a0,  a),  qu'au  sens  large.  On  peut,  à  chaque  nombre 
positifs,  faire  correspondre  un  nombre  naturel  n  tel  que  Ton  ait 
|R«  (sc)|  <C  £  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle 
(a0,  a).  Le  raisonnement  dont  on  s'est  servi  prouve  que  la  fonction 

<d  (x)  est  intégrable  dans  l'intervalle  ÇaQ,  a)  et  que  I  Sn<x.dx  est 
une  valeur  approchée  de  I     o(x)dx  avec  une  erreur  moindre  que 

Jfa0>  " 

s  (a  —  a0).  erreur  qui  peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut  ; 
mais  on  ne  peut  conclure  de  là  ni  la  convergence  de  la  série  (2 ,,  ni 

l'égalité  de  la  somme  de  cette  série  à  I     q(x)dx\  on  pourrait  en 

Ja0 

effet  s'éloigner  de  cette  dernière  quantité  en  prenant  dans  la  série 
(2)  plus  de  n  termes. 

Si  l'on  suppose  par  exemple  (*J  la  série  (l)  telle  que  S»  (as)  soit 
égal  à  nxe~nx°  ou  à  o  suivant  que  n  est  impair  ou  pair,  cette  série 
sera  uniformément  convergente,  au  sens  large,  dans  l'intervalle 
(o,  1)  et  ûq  (x)  sera  égal  à  o.  On  a  d'ailleurs  suivant  les  cas 


dx  =  -  (  1 ) ,  ou  i     S„  (x)  dx  ==  o. 


La  série  (2)  n'est  pas  convergente. 

C'est  sur  le  cas  d'une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
d'une  variable  x  qu'on  a  appelé  l'attention  ;  mais  le  lecteur,  s'il  veut 
bien  se  reporter  au  n°  181,  n'aura  aucune,  peine  à  énoncer  et  à 
démontrer  une  proposition  plus  générale  que  le  théorème  relatif  à 
l'intégration,  terme  par  terme,  d'une  série.  Ce  dernier  théorème 
entraîne  la  réciproque  que  voici  : 

Soit 

ft{x)  -hfjp)  H-  ...-t-/„HH-  ... 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  (a0,  a),  soit  o(x)  la  somme 
de  cette  série  ;  supposons  que,  dans  l'intervalle  (<%,,  a),  les  fonctions 


(J)    Cet    exemple   est   dû   à  M.  Osgood  (Bulletin  of  the  american  mathematical 
sovÀety,  2e  série,  T.  IX,  p.  553). 
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fi  (x),  f2(x),  ...,  fn(x),  ...  admettent  des  dérivées  continues  /[(x), 
f'2(x),  •■•,fn(oc),  ...  ;  si,  dans  le  même  intervalle,  la  série 

(4)  /l'Œ+^aO  +  ...+/„  (*)  +  ... 

est  uniformément  convergente  (au  sens  étroit),  la  fonction  cp(x) 
admettra  une  dérivée  dans  l'intervalle  considéré  et  cette  dérivée 
sera  la  somme  ©'  (se)  de  la  série  précédente. 

Si  en  effet  on  applique  à  cette  série  le  théorème  direct,  on  voit 
que,  en  désignant  par  x  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle 
(a0,  a),  on  aura 

J^x  nx  r*x 

<p'  (ce)  dx  =  I     f[  (x)  dx  -+-        /.,  (ce)  rk  +  ...  ; 
a0  J  a0  Ja0 

mais  on  a,  en  général 

X 

S'n  {x)  dx  =  fn  (x)  —  /„  (a0), 


puisque  la  fonction  f'n(x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a0,  a).  On 
aura  donc 

<P»<te  =/,(*)—  /i(«o) +/«(*)—  /»(°o)  +  ••• 


La  fonction  ©'  (ce)  étant  continue,  puisque  la  série  (4)  est  unifor- 
mément convergente,  cette  égalité  montre  que  <p' (x)  est  bien  la 
dérivée  de  (d(x)  (n°  251). 

Une  série  peut  être  uniformément  convergente,  avoir  pour  termes 
des  fonctions  continues,  sans  que  la  série  des  dérivées  soit  conver- 
gente. La  fonction  sans  dérivée  étudiée  au  n°  237  peut  servir 
d'exemple  ;  il  en  est  de  même  de  la  série  dont  le  nième  terme  est 

sin  (ï. 2.3  ...  /i. x) 

1.2.3   ...   Ai  ' 

qui,  comme  M.  Darboux  l'a  montré,  n'a  pas  non  plus  de  dérivée. 
Yoici  maintenant  quelques  applications. 
Considérons  la  série,  entière  en  x, 

œ (ce)  =  a0  -h  m,.t  4-  ...  -+-  unxn  h-  ..., 
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où  u0,  Ui,...,  un,...  sont  des  constantes;  supposons  que  cette  série 
soit  absolument  convergente  pour  x  =  A  ;  elle  sera  uniformément 
convergente  dans  l'intervalle  ( —  A,  A)  et  si  a?  appartient  à  cet 
intervalle,  on  aura 


I 


j.2  g,n-\-l 

<p  (se)  dx  =  u0x  -+-  Ui h  . . .  -fa, h 


On  a  vu,  en  particulier,  que  l'on  avait,  en  supposant  j  x  ]  <C  i, 


=  i  —  x  -h  ...  -h  ( —  i)nœ"  -t- 


I  -h  se 
I 

I    +SC2 


l)"SC2» 


i  i     „  1.3...  (an  —  i)     ,„, 

.  =  i  +  -  se2  +  ...  H ^ '-  se2'1  H-  ... 

V/i-se2  2  2.4...  2» 

et  que  les  trois  séries  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  sont 
absolument  convergentes  dans  l'intervalle  ( —  A,  A)  en  supposant 
o<A<i;  si  donc  x  appartient  à  cet  intervalle,  si,  en  d'autres 
termes,  sa  valeur  absolue  est  inférieure  à  i,  on  aura 


j& 


l0g(l   +  X)  = h    ...  H-  (—   l)n  ; 

'         i  2  v         '    n  H-  i 

se         se3  ,  ,       .7;2n+1 

arc  tg  se  = -+-  ...  -h  ( —  i) 


arc  sin  se 


2/1  -h    I 

se        i  se3  1.3...  (2/1 —  i)     x^n+i 


I  2    O  2.4...   2  /î 


En  supposant  toujours  |  x  |  <C  1,  on  démontrera  de  même  que  l'on 
a  (n°  196) 

,,           !      .   /i  H-  se        se 
ath  se  =  tos  1  / =  — 

D  V   1  —  se        1 

ash  se  =  log  (se  -]-  \/i  +  se2) 


on  reconnaîtra  plus  tard  que  ces  formules  subsistent  pour  x  =  1 
ou  x  =  —  1  lorsque  les  séries  correspondantes  sont  convergentes  : 
on  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement  que  celles  des  valeurs  1  ou 
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se3                      x~n^~l 

6                     2  n  H-  1 

'" 

se        1  se3 

I            2     0 

,            .       1.3...    2/7 I 

\-  (—  i)B 7 

a-ïn+i 
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i  qui  rendent  divergente  une  de  ces  séries  rendent  infinie  la 

fonction  correspondante.  On  a  déjà  signalé  (n°  193)  l'utilité  de 
certaines  de  ces  séries  pour  le  calcul  des  logarithmes.  L'expression 
de  arc  tg  x  appliquée  à  l'identité,  bien  aisée  à  démontrer, 

l  =  4arc  *«  5  ~  arc  l§  àg 

fournit  le  moyen  facile  de  calculer  %  avec  une  très  grande  approxi- 
mation. 

Considérons  encore  la  série 


2X 

—  n2rJ- 


elle  est  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  — a,  a),  en  désignant  par  a  un  nombre 
positif  plus  petit  que  n.   La  somme  de  cette  série  est  d'ailleurs 

.     ,       ,      ,    COS  X  I  ,       ,.    ,        ,      .  K 

(n°  201)  égale  a  -• ;  cette  égalité  subsiste  même  pour  x  =  o, 

COS  X  I 

si  l'on  convient  de  regarder  la  fonction    • comme  prenant, 

°  sin  xx  r 

pour  x  =  o,  sa  vraie  valeur,  à  savoir  o  ;  on  aura  donc 


i 


COS  X  I  \    ,  "^  i  2  3?  , 

-. )dx  =      >  -= —  dx, 

sin  x        xj  *—i  jo    x1  —  ivtz- 

n  =  i 


pourvu  que  x  appartienne  à  l'intervalle  ( —  a,  a)  :  cette  égalité 
équivaut  à  la  suivante  : 


,      sin  k  ^     i      /  %    \ 


sin  x 


pour  x  =  o,  on  doit  remplacer  -— —  par  i.  Le  second  membre  est 

une  série  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  ( — a,  a). 
On  déduit  immédiatement  de  cette  égalité 


sin  x  =  x     II 
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cette  égalité,  démontrée  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  t. 
et  -h  7c,  subsiste  évidemment  pour  les  valeurs  —  tt  et  -h  -,  qui 
annulent  sin  x,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  à  cause  de  la  pério- 
dicité des  deux  membres.  On  voit  ainsi  comment  se  relient  les 
résultats  pour  lesquels  on  avait  été  obligé  de  donner  deux  démons- 
trations distinctes  (nos  200,  201). 

267.  —  Les  séries  trigonométriques  sont  des  séries  de  la  forme 

~  a0  -h  (at  cos  x  -h  b{  sin  x)  -h  (a2  c°s  2x  -+-  b±  sin  2  3?)  -+-  ... 

-h  [an  cos  nx  -+-  bn  sin  nx)  H-  ...  ; 

x  est  une  variable  que  l'on  supposera,  dans  ce  qui  suit,  appartenir 
à  l'intervalle  ( —  n,  -+-  n)  ;  a0,  ai,  ht,...,  an,  b„,...  sont  des  coeffi- 
cients constants  ;  an  cos  nx  -+-  bn  sin  nx  est  le  (n  -h  i)»ème  terme 

de  la  série  ;  on  a  affecté  le  premier  terme  du  coefficient  -  pour  la 
commodité  des  calculs  ultérieurs. 

L'importance  de  ces  séries,  qui  se  sont  introduites  naturellement 
dans  l'Analyse  pour  la  solution  de  certains  problèmes  de  mécanique 
et  de  physique  mathématique  a  été  révélée  par  cette  remarque,  due 
à  Fourier,  qu'elle  paraissent  aptes  à  représenter  une  fonction  quel- 
conque définie  dans  un  intervalle  d'écart  égal  à  2  tt. 

Soit  en  effet /(ce)  une  fonction  bornée  dans  l'intervalle  ( —  n,.it) 
et  supposons  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  cet  intervalle, 

\f(x)  =  -  a0  -+-  (ai  cos  x  4-  &j  sin  x)  -+-  (a2  cos  2x  -+-  b-2  sin  2x) 
/  H-    ...    -h  (a„  cos  nx  -+-  bn  sin  nx)  -h 

Multiplions  les  deux  membres  par  cos  px,  p  étant  l'un  quelconque 
des  nombres  o,  i,  2,  3,  ...  ;  supposons  que  l'égalité  subsiste 
quand  on  intègre  le  premier  membre  entre  les  limites  —  n  et  it,  et 
le  second,  terme  par  terme,  entre  les  mêmes  limites,  en  sorte  crue 
l'on  ait 

U+  ■  c        /"+  « 

f(x)  cos  pxdx=  -  a0    /  cos  pxdx 

(2))   %"/   r+Ti  ,      r+iz  \ 

/+    ^    La„  1  cos  nx  cos  pxdx -h  bn  I         sin/ixcos/XEck]  -+-... 


n6 
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C'est  ce  qui  arriverait  certainement  si  la  série  qui  figure  dans  le 
second  membre  de  l'égalité  (i)  était  uniformément  convergente 
dans  l'intervalle  ( —  iz,  tô).  Si  maintenant  on  tient  compte  des  éga- 
lités 


/—?/>••■'—>—->'- 


sin  (n  —  p)x        sin  (n  -+-  p)  x 


f 


2  (n  —  p)  2  {n  —  p) 


I  cos2  pxdx  =  -    i   ( 


cos  (n  -+-  p)x        cos  (n  —  p) , 
2  (n  -(-  p)  2  (n  —  p) 


(P  §  »)> 


(P  §  n). 


cos2  pxdx  =  ~    I   (i  -f-  cos  2p#)  cta  =  -  -\ ""  (p  §  o), 

J  sin  p*  mpxé.  =  I  Jsin  2J,x<fc  =  -  ±  cos  w 
qui  entraînent  les  suivantes  : 

•  +  .-B 


cos  nx  cos  px  dx  =  o 


»+W 


sin  nx  cos  pcc  c/a;  ■=  o 


(3) 


•-f  TU 


cos2  /)»;  dx  — 


(p  §  n), 

{pàn), 

(P  >  o). 


•+1Î 


sin  px  cos  pxdx  =  o, 


on  voit  de  suite  que  l'égalité  (2)  revient  à  celle-ci 


(4) 


1    f+71 

I         /(x)  cos  Pxdx  =  «; 


(p  =  o.  i,  2,  ...); 


en  multipliant  de  même  les  deux  membres  de  l'égalité  (1)  par 
sin  px,  et  intégrant  de  la  môme  façon,  on  trouvera  sans  peine 


(5) 


-Lj{x)s[n 


px 


dx 


(p=r,2,3,  ...). 
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Sans  doute,  si  l'on  ne  sait  rien  sur  la  nature  de  la  convergence 
de  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (i),  les 
calculs  qui  précèdent  ne  sont  en  aucune  façon  légitimes;  mais  les 
formules  (4)  et  (5)  ont  un  sens  pourvu  que  la  fonction  f(x)  soit 
bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  ( —  tu,  tu)  ;  il  n'est  même  pas 
nécessaire  que  la  fonction  f(x)  soit  bornée  dans  Cet  intervalle, 
pourvu  que  les  fonctions  f  (se)  sin  px,  f(x)  cos  px,  qui  peuvent 
elles-mêmes  être  infinies  aux  environs  d'un  nombre  fini  ou  infini 
de  valeurs  appartenant  à  cet  intervalle,  soient  intégrables,  quel  que 
soit  l'entier  p,  entre  les  limites  —  tu  et  -+-  tt.  Dans  ces  conditions, 
il  est  bien  naturel  de  se  demander  ce  qu'est  la  série  trigonomé- 
trique  dont  les  coefficients  ap,  bp  sont  définis  par  les  formules  (4) 
et  (5),  si  cette  série  est  convergente  dans  l'intervalle  ( —  tu,  n),  si, 
dans  cet  intervalle,  sa  somme  est  égals  kf(x).  La  recherche  de 
conditions  très  larges,  sous  lesquelles  on  peut  affirmer  qu'il  en  est 
ainsi,  a  été  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux  importants.  Je 
considérerai  seulement  le  cas  qui  a  été  étudié  par  Lejeune  Diri- 
chlet,  celui  où  l'intervalle  ( —  n,  tu)  peut  être  décomposé  en  un 
nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que  dans  chacun  d'eux  la 
fonction  f(x)  soit  continue  et  varie  dans  le  môme  sens  (si  elle  varie). 

Si  dans  le  (p  -h  i)>ème  terme  ap  cos  px  -+-  bp  sin  px  de  la  série 

(S)  -  «o  H-  (ai  cos  x  -+-  bi  sin  x)  +  ...-(-  (a „  cos  nx  -+-  bn  sin  nx)  -+-  . . . , 

on  remplace  les  coefficients  ap,  bp  par  leurs  valeurs  déduites  des 
formules  (4)  et  (5),  qu'il  convient  d'écrire  sous  la  forme 

i  r+r  i  r+u 

av  =  -         f  (y)  m*  pydy,        bP  =  -         f(y)*™pydy 

afin  de  ne  pas  confondre  la  variable  se  qui  figure  dans  les  termes  de 
la  série  (S)  avec  la  variable  d'intégration,  on  trouvera 

i    f+u 
av  cos  px  -+-  bp  sin  px  =  -    I         f(y)  cos  p  (y  —  x)  dx  ; 

.7  TT 

on  aura  donc  pour  la  somme  S»  des  n  4-  i  premiers  termes  de  la 
série  (S), 

s.  =  l  £"  */(r)  ^dy, 
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en  posant  pour  abréger 

T„  =  — h  cos  (y  —  x)  h-  cos  2  (y  —  x)  -\~  ...  -h  cos  h  (y  — 

mais  en  vertu  de  l'identité  bien  connue 

a 

i 

cos  a  -h  cos  2  a  -+-  ...  -t-  cos  na, 


sin    2  n  -h  i 

v  '  i        i 


.     a  2 

2S1D   - 
2 


on  a 


d'où 


sin  (an  +  i) 

Tn  = - 

.y  —  x 
a  sin  - — 


/>+„  sin  (an  +  ^)J—~^ 

(6)  S„  =  I    j         M .  ;       dy, 

*J      '-  a  sin  - — 


en  entendant  que,  pour  y  =  as,  le  rapport 

sin  (2R+  i)  J~ 


•   y 

•in  J— 


doit  être  remplacé  par  sa  vraie  valeur  n  H — .  Relativement  à  l'in- 
tégration, la  quantité  a?  qui  figure  sous  le  signe  I  doit  être  regardée 

comme  un  paramètre  constant.  La  question  posée  revient  ainsi  à 
chercher  si,  lorsque  n  augmente  indéfiniment  par  valeurs  entières 
et  positives,  l'intégrale  qui   figure  dans  le  second  membre  tend 
vers  une  limite  et,  s'il  y  a  lieu,  à  évaluer  cette  limite. 
En  faisant  dans  cette  intégrale  la  substitution 

y  =  x  -+-  iz, 
on  aura 

Tt  X 

c  f        2        fi       ,  \  sin  (2/l  +   l)Z  J 


CHAPITRE    VIII.    SUP.    QUELQUES    DEVELOPPEMENTS    EN    SERIE       IIQ 

L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  a  sa  limite  infé- 
rieure négative  et  sa  limite  supérieure  positive,  puisque  x  est 
supposé  compris  entre  —  %  e$  H-  %  ;  elle  peut  être  remplacée  par  la 
somme  de  deux  autres  intégrales,  portant  sur  la  même  quantité  et 

ayant  pour  limites,  la  première  —  —     —  et  o,  la  seconde  o  et ; 

en  faisant  dans  la  première  la  substitution  z  =  —  C  et  remettant 
ensuite  la  lettre  z  à  la  place  de  Ç,  on  trouve  finalement 


»t  +  x 


(?) 


J  v  sin  z 


C  2    ti        \ sm  (2n  -+-  i)z  j 

H-  f[x  +  2: v-.—    — '—  dz. 

JQ  J  5ID  z 

Les  limites  supérieures  -• :  des  deux  intégrales  qui  fi- 
gurent dans  le  second  membre  sont  comprises  entre  o  et  ~  et 
peuvent  atteindre  l'une  ou  l'autre  de  ces  limites. 

Cette  formule  montre  que  le  problème  posé  revient  au  suivant  : 
Reconnaître  si  l'intégrale 


i 


,  .  sin  mz   , 

o(z)  -. dz, 

■  w    sin  z 


où  a  est  un  nombre  positif  fixe  au  plus  égal  ù  -,  où  ç  c  est  une 
fonction  bornée  dans  l'intervalle  (o,  a),  tend  vers  une  limite  lors- 
que m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  impaires  ; 
c'est  le  problème  que  je  vais  traiter,  sous  certaines  conditions  im- 
posées à  la  fonction  <d(z). 

268.  —  Je  ferai  d'abord  deux  remarques  préliminaires  concer- 
nant l'intégrale 

l  '   sin  mz  , 
h      sin  z 


où  a,  /3  sont  des  nombres  appartenant  à  l'intervalle  (o,  -j  et  où  m 

désigne,  comme  je  le  supposerai  dans  ce  numéro  et  le  suivant,  un 
nombre  naturel  impair. 
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Je  montrerai  d'abord  que  la  valeur  absolue  de  cette  intégrale, 
quels  que  soient  les  nombres  a,  fi,  m,  assujettis  toutefois  aux  con- 
ditions précédemment  énoncées,  est  toujours  inférieure  à  un  nom- 
bre fixe,  que  l'on  peut  prendre  égal  à  tc.  Supposons  a  <<  |3.  Lors- 
que z  varie  de  a  à  /3,  la  fonction  sin  z  reste  positive  et  croissante. 
Quant  à  la  fonction  sin  mz,  elle  est,  en  général,  tantôt  positive, 
tantôt  négative  :  décomposons  l'intervalle  (a,  ]3)  en  intervalles  par- 
tiels tels  que,  dans  chacun  d'eux,  sin  mz  garde  le  même  signe  ;  si 

■,,-,,.  .         •  -,  .  .,         -,  ■  ,    am     3  m 

1  on  désigne  par  i  et  j  les  parties  entières  des  quantités  —  »  —  » 

ces  intervalles  partiels  seront  bornés  par  les  nombres 

a,        (i  -h  i)  -,       ((  H-  2)  — ,  ...,       (/  —  1)  -  ,       7  — ,        fi  ; 

l'intégrale  proposée  peut  être  remplacée  parla  somme  dej  —  i-h  1 
intégrales  (  ')  dans  lesquelles  le  signe  /  porte  toujours  sur  la  même 
expression 

sin  mz   , 

sin  s       ' 

et  qui  se  rapportent  aux  intervalles  partiels  définis  par  la  suite  pré- 
cédente ;  dans  le  premier  intervalle,  sin  mz  a  le  signe  de  ( —  i)', 
puis  les  signes  vont  en  alternant  ;  l'une  quelconque  des  intégrales 
intermédiaires  peut  être  représentée  par 

Tï 

v   '    )m  sin  mz   ,  ,  .                      .  , 

. dz,  r  =  i+i,  i  +  2,   ....   7  —  1). 

r"x             sin  z  v                                            '  J  ' 
m 

Si,  dans  celte  intégrale,  on  fait  la  substitution 


z  =  r 1 —  : 

m        m 


elle  devient 

(-■)-f      sinC 


~°    m  sin     r ■) 

m        m 


J: 


(')  Ce  mode  de  décomposition  joue  le  rùle  essentiel  dans  la  démonstration  de 
Dirichlet. 
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cette  forme  montre  tout  d'abord  que  la  valeur  absolue  de  cette  in- 
tégrale diminuerait  si  l'on  remplaçait  r  par  l'un  quelconque  des 
nombres  r  H-  i,  7'  -+-  2,  ...,  j  —  1  ;  en  effet  les  limites  de  l'inté- 
grale resteraient  les  mêmss  et  la  quantité  (r 1 j  sera  rempla- 
cée par  une  quantité  au  plus  égale  à  fi  et  par  suite  a  -  ;  ainsi  à 

partir  de  la  deuxième  intégrale,  les  signes  vont  en  alternant,  et  les 
valeurs  absolues  vont  en  diminuant  ;  cette  conclusion  s'étend 
même,  puisque  m  (fi  — jn)  est  inférieur  à  tï,  à  la  dernière  inté- 
grale dont  la  valeur  est 


(-1). 


u     J  '  sin  s 


m  sin 


(j  ~  +  £) 

\J  m         m] 


ainsi  (n°  137)  la  somme  des  intégrales  qui  suivent  la  première  est 
du  signe  de  (■ —  i)'+'  et  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  à 


X 


sin  ÇdÇ  rTC  sin  Çc?Ç 


L  m        mj 


0     m  sin  I  (i  +  i)  -  J  °     m  sin  — 


quant  à  la  première  intégrale,  elle  est  du  signe  de  ( —  1/  et  sa 


valeur  absolue  est  égale  à 


sin  ÇrfC 


m  (a— m)  m  sin  (  i  J.  +  Jl 
\    m        m 

quantité  qui,  puisque  la  limite  inférieure  m  (a.  —  in)  est  positive  et 
inférieure  à  tu,  est  elle-même  au  plus  égale  au  second  membre  de 
l'inégalité  précédente. 

La  valeur  de  ce  second  membre  est  donc  supérieure  à  la  valeur 
de  l'intégrale  proposée  ;  mais  on  a,  pour  les  valeurs  de  'Ç  comprises 
entre  zéro  et  -r, 

•     t  _    •     , 
m  sin  —  21  sin  Ç, 
m  — 

l'égalité  n'ayant  lieu  que  pour  m  =  1  ;  en  effet,  pour  ces  valeurs 
de  'C  la  dérivée  cos cos  C  de  la  fonction  m  sin  —  —  sin  C  est 
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positive  ;  cette  dernière  fonction  est  donc  croissante,  et  par  consé- 
quent positive,  dans  l'intervalle  (o,  s).  On  a  donc 


('*  sin  ÇrfÇ         f*  sin  Ç   ,y 
/        ~TT  <    n      sin"  Ç  C' 


le  second  membre  de  cette  inégalité  est  égal  à  tt  :  la  proposition 


annoncée  est  démontrée. 
L'intégrale 

C  2  sin  mz  , 
- . dz, 

Jo      sm  z 

est  égale  à  -,  ainsi  qu'il  résulte  de  l'identité,  déjà  utilisée  dans  le 
précédent  numéro, 

sin  mz  ,  '   % 

— . —  I   -h  2  COS  Z  +  2  COS  K  +  ...  +  2  cos  (m  —   l)Z. 

sin  2 


269.  —  Ces  remarques  préliminaires   faites,  je  suivrai,   pour 
a  <?(z)  e,\ 


l'étude  de  l'intégrale 


£ 


-'-  sin  mzdz 
sin  z 


la  méthode  que  l'on  doit  à  Ossian  Bonnet. 
Le  premier  point  consiste  à  établir  que  l'on  a 


lim.     /■?(«)•  j 

I        .  --L-  sin  mzdz  =  o 


en  supposant  que  b,  c  sont  des  nombres  fixes,  intérieurs  à  l'inter- 
valle (o,  7i),  que  la  fonction  cp(z)  est  bornée  dans  l'intervalle  (6,  c)f 
enfin  que  cet  intervalle  peut  être  subdivisé  en  intervalles  partiels 
tels  que,  dans  l'un  quelconque  d'entre  eux,  la  fonction  q?  (2)  soit 
ou  bien  non-croissante,  ou  bien  non-décroissante. 

On  supposera  b  <C  c,  pour  la  démonstration.  Il  suffit  évidem- 
ment de  démontrer  la  proposition  en  supposant  que  la  fonction 
<d(z)  soit  non- croissante  ou  non-décroissante  dans  l'intervalle  (6,c). 
On  peut  même  supposer,  comme  je  le  ferai,  que  les  nombres  6,  c 
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appartiennent  tous  deux  soit  à  l'intervalle  (o,  -),  soit  à  l'inter- 
valle f  -,  tc  j.  Si,  en  effet,  ces  conditions  n'étaient  pas  vérifiées  pour 

l'intervalle  (6,  c),  on  subdiviserait  cet  intervalle  en  intervalles  par- 
tiels pour  lesquels  les  conditions  seraient  vérifiées  :  la  proposition 
établie  pour  chacun  des  intervalles  partiels  s'étend  évidemment  à 
l'intervalle  total. 

Supposons  d'abord  que  l'on  aito<<6<Ccf^-et  que  la  fonc- 
tion 'f(z),  dans  l'intervalle  (6,  c),  soit  non-croissante  et  ne  soit  ja- 


mais négative.  Il  en  sera  de  même  de  la  fonction 


?  (2 


;  on  pourra 


donc  appliquer  le  second  théorème  de  la  moyenne  et  écrire,  en  dé- 
signant par  ç  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (b,  c), 


.  -  -  sin  mz 
sin  z 


sin  b     Jb 

o  (b  -+-  o)  r  , 

=  — v — . — r-1  icos  mb 
m  sin  b     - 


dz 


cos  m- 


et,  par  suite, 


*(*) 


sin  mzdz 


<?(& 


m  sin  6 


dans  ce  cas,  la  proposition  énoncée  est  établie.  L'inégalité  précé- 
dente s'applique  en  particulier  dans  le  cas  où  l'on  a  <p(z)  =  i,  et 
l'on  en  conclut 


(2) 


(sin  mz 
siaz 


—  m  sin  b 


Conservons  les  autres  suppositions,  mais  n'astreignons  plus  la 
fonction  <p  [z)  à  ne  jamais  être  négative.  Dans  l'intervalle  (6,  c)  la 
fonction  <p(Y) — <p(c)  sera,  comme  (û(z),  non-croissante,  et,  de 
plus,  ne  sera  jamais  négative,  on  pourra  donc  lui  appliquer  l'iné- 


galité (i)  et  écrire 


*w 


sin  mzdz 


*w 


.  'I, 


sin  mzdz  —  o(c 
sinz  -v-   ij 


f 


rfz 


2  <p  (6  -f-  o)  ■ —  2  o  (c) 
m  sin  6 
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on  déduit  de  là,  en  tenant  compte  de  l'inégalité  (i) 


-T-—  sin  mz  dz 

sin  z 


olc) 


2  O  (6 


2  œ  (c) 


m  sin  b 


et,  a  fortiori,  en  désignant  par  L  la  borne  supérieure  de  la  fonc- 
tion |  <p(z)  |  dans  l'intervalle  (6,  c),  ou  un  nombre  plus  grand, 


'■?) 


r* 


izdz 


6L 
m  sin  b 


Observons  que  si  l'inégalité  (i)  est  vérifiée,  il  en  est  certaine- 
ment de  même  de  l'inégalité  (3),   dont  on   peut    donc   affirmer 

qu'elle  est  vraie  pourvu  que  l'on  ait  o  ■<  b  <<  c  <  -  et  que  la 

l'onction  <p(z)  soit  non-croissante  dans  l'intervalle  (b,  c).  Si,  au 
lieu  d'être  non-croissante,  <ù(z)  était  non-décroissante,  la  fonction 
—  (d(z)  serait  non-croissante  ;  il  n'y  aurait  qu  à  lui  appliquer  l'iné- 
galité (3),  pour  reconnaître  que,  dans  ce  cas  encore,  cette  inégalité 
subsiste. 

TE 

Enfin  si  l'on  avait  -  <|  b  <.  c  <.  7i  et,  si  dans  l'intervalle  (6,  c) 

la  fonction  ©  (z)  était  soit  non-croissante,  soit  non-décroissante, 
on  appliquerait  l'inégalité  (3)  à  la  fonction  <p  (n  —  z)  en  rempla- 
çant 6  et  c  par  tc  —  c  et  tt  —  b  ;  on  aurait  alors 


(*-*) 


sin  mzdz 


d'où  l'on  conclut,  en  changeant  z  en  tc 


_6L_ 

m  sin  c 


c  dans  l'intégrale, 


(4) 


j& sm  z 


izdz 


6L 


La  proposition  énoncée  est  évidemment  établie.   Il  me  sera  com- 
mode d'avoir  fait  les  remarques  suivantes. 

Supposons  seulement  sur  les  nombres  b,  c  qu'ils  sont  intérieurs 
à  l'intervalle  (o,  7i)  ;  désignons  par  X  le  plus  petit  des  quatre  nom- 
bres positifs  b,  c,  71  —  b,  n  —  c.  Ne  supposons  plus  que  la  fonc- 
tion cp(z)  soit  toujours  non-croissante  ou  toujours  non-décrois- 
sante dans  l'intervalle  (b,  c),  mais  que  cet  intervalle  puisse  être 
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décomposé  en  p  intervalles  partiels  où  (ù(z)  satisfasse  à  la  condi- 
tion précédente.   Si  l'un  de  ces  intervalles  partiels  contient  à  son 

7T 

intérieur  le  nombre  7 ,  on  le  décomposera  en  deux  intervalles  par- 
tiels ayant  -  pour  borne  commune  ;  on  aura  ainsi  p  H-  1  inter- 
valles partiels,  auxquels  s'appliqueront,  soit  l'inégalité  (3)  soit 
l'inégalité  (4),  en  y  remplaçant  b  et  c  par  les  bornes  de  l'intervalle 
partiel.  Dans  tous  les  cas  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  partielle 
correspondante  sera  au  plus  égale  à 


6L 


r 


en  désignant  par  L  la  borne  supérieure  de  |  <d(z)  |  dans  l'inter- 
valle total  (6,  c).  On  aura  donc,  sous  les  conditions  imposées 


(5) 


-.-—  sin  mz  ai 
sin  z 


6(p+  i)L 
m  sin  X 


Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  montrer  que  l'intégrale 

Jo  Slrl  Z 

a  une  limite  pour  m  infini  et  d'évaluer  cette  limite  en  supposant 
toujours  que  l'on  ait 

o  <C  b  <<  TT, 

crue,  dans  l'intervalle  (o,  b)  la  fonction  (p  (z)  reste  inférieure  ou 
égale,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe  hf  et  enfin  que 
l'on  puisse  partager  l'intervalle  (o,  6)  en  un  nombre  fini  p  d'inter- 
valles partiels  tels  que  dans  cbacun  d'eux  la  fonction  ©  (z)  soit,  ou 
bien  non-croissante  ou  bien  non-décroissante. 

Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  arbitraire.  D'après  les  condi- 
tions imposées  à  la  fonction  <p  (z),  il  est  clair  que  ;;ette  fonction 
tend  vers  une  limite  lorsque  z  tend  vers  o  par  valeurs  positives  ; 
désignons  cette  limite  par  <p  (-+-  o)  ;  au  nombre  s  correspondra 
un  nombre  positif  yj,  tel  que,  sous  les  conditions 

o  <  x  <  r„ 
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on  ait 

|  <p  (#)  —  <?  (4-  o)  |   <C  s- 

Ceci  posé,  désignons  par  fi  un  nombre  positif  moindre  que  y], 
b,  n  —  6,  et  tel  que  dans  l'intervalle  (o,  fi)  la  fonction  <p  (2)  soit 
ou  bien  non-croissante  ou  bien  non-décroissante. 

On  aura 

J,  >  sin  mz   ,           C       ,  \  sin  '"2   ,           /         ,  N  sin  mz   , 
•a  (z)  — . dz  =  cp  (2)  — . è+         o  (2)  -. dz. 

0    '  sin  z  JQ     ■  sm  z  Jp    '  sin  z 

La  seconde  intégrale  du  second  membre  peut  se  représenter  par 

y  6  (p  -h  1)  L 
2  m  sin  p 

en  désignant  par  0'  un  nombre  compris  entre  —  1  et  4-  .1.  Quant 
à  la  première  intégrale  du  second  membre,  on  peut  lui  appliquer 
le  second  théorème  delà  moyenne,  et  la  remplacer  par  l'expression 


,         .    /  '  sin  mz  ,  ,,  .    /  '  sin  mz  , 

9  (+  o)         — dz  4-  o  (B  —  o)         — . dz 

'  v         ;  I       sm  z  ■   v  ;  Je     sm  z 


,         .    rPsin  mz   ,  x     ta  \  /  ,      m   C   sm  mz  j 

=  œ  (4-  o)         —. dz  4-  [<p  (P  —  o)  —  o  (4-  o )]         -. dzT 

'  v         ;  /       sin  z  L     u  '  v         n  )'      sin  z 


où  £  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  fi  ;  en  remplaçant  dans 
le  second  membre  de  cette  dernière  égalité  la  première  intégrale 
par 

Tt  26 

-  H : — â 

2        m  sin  p 

et  en  se  rappelant  que  la  seconde  est,  en  valeur  absolue,  au  plus 
égale  à  ir,  on  voit  qu'on  peut  écrire  finalement 


J   o  Sln 


sin  mz   ,         7t      ,         .        „ 

(K  =  -?    4-  o    4-  Rm, 


(9) 

26  6  (p  4-  1)  L  0' 

/  Rm  —  — .—  -  ©  4-  o    4-      w         .  ;  „ h  e  6"  je. 

\  m  sin  [3  ^         ;  2  m  sin  p 

6"  étant,  comme  5  et#',  compris  entre  —  1  et  4-  1  ;  on  peut  choisir 
d'aboid  le  nombre  s,  puis  le  nombre  m,  pour  que  Rm  soit,  en  va- 
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leur  absolue,  plus  petit  que  tel  nombre  que  l'on  voudra  :  l'intégrale 


c 


b 

,  .  sin  mz  , 
p  (z)  — .- —  clz 


a  donc  pour  limite  -  ©  (4-  o)  quand  m  augmente  indéfiniment  (*). 
Supposons  que  la  fonction  ©  (z)  dépende  d'un  paramètre  x  et 
écrivons-la  ©  (x,  z)  ;  supposons  même  que  le  nombre  positif  b  dé- 
pende aussi  de  ce  paramètre;  si,  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  un  intervalle  (g,  h),  la  fonction  de  z.  ©  [x,  z),  satisfait 
aux  conditions  précédemment  spécifiées,  et  qu'en  outre  b  et  tt  —  b 
ne  soient  jamais  nuls,  il  est  clair  qu'on  pourra  écrire 

pb 

i        ,        .  sin  mz   i         7t     ,  .        r>     /   \ 

I     ?  (a-,  z)  -.—  dz  =  -  ç  (ar,  +  o)  -+-  Rm  (œ), 

Rm  (x)  étant  une  quantité  qui,  pour  chaque  valeur  de  x  apparte- 
nant à  l'intervalle  [g,  h)  tend  vers  o  quand  m  augmente  indéfini- 
ment. De  l'expression  de  Rm  résulte  en  outre  la  conséquence  sui- 
vante :  si  les  valeurs  de  L  et  p  qui  correspondent  aux  diverses 
valeurs  de  x  restent,  tant  que  x  apppartienl  à  l'intervalle  (g,  h), 
inférieures  à  des  nombres  fixes  ;  si  les  valeurs  de  b  et  de  ~  —  b 
restent  supérieures  à  un  nombre  positif  fixe  ;  si,  en  outre,  la  fonc- 
tion ©  (x,  z)  tend  uniformément  vers  sa  limite  ©  (x,  -+  o)  quand  z 


(')  On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  m  impair  ;  ce  cas  est  le  seul  dont  on 
aura  besoin  dans  ce  qui  suit  ;  mais  il  convient  de  remarquer  que  la  conclusion 
à  laquelle  on  vient  d'arriver  ne  suppose  en  aucune  lagon  cette  restriction  ;  elle 
n'est  intervenue  dans  ce  qui  précède  que  par  l'égalité 


p 


J  o       sin  z  2  ' 

on  établira  sans  peine  que  lorsque  m  augmente  indéfiniment  par  valeurs  paires 
et  positives,  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  a  pour  limite  -,  ce  qui 
suffit  pour  les  déductions  ultérieures. 

La  méthode  qu'on  a  suivie  dans  ce   paragraphe   permet,    en    imposant  les 
mêmes  conditions  à  la  fonction  cp  (j),  d'établir  l'égalité 

lim-      f     d  (z)  sin  mz  *  =  -  »  (+  o). 
m=  oo  J  o  -  2    ' 

Kronecker  a  donné  à  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier  membre  le  nom 
d'intégrale  de  Dirichlet. 
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tend  vers  o  par  des  valeurs  positives,  en  sorte  qu'à  chaque  nombre 
positifs  corresponde  un  nombre  positif  y;  tel  que  l'on  ait 

]  o  (x,  z)  —  ce  (x,  H-  o)  |  <  e, 

sous  les  conditions 

g  <  x  •<  h,       o  <C  z  <C  t)  ; 

la  quantité  R,n  (x)  convergera  uniformément  vers  o  pour  les  va- 
leurs de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (g,  h),  c'est-à-dire  qu'à 
chaque  nombre  positif  s'  correspondra  un  nombre  entier  positif  m' 
tel  que  l'on  ait 


,       ,  sin  mz   ,         7r     ,  . 

ce  [x,  z)  — . dz o  (x,  -(-  o) 

'  v   '    '    sin  z  2   '  ^  ; 


<y 


sous  les  conditions 

g  ^  x  <^  h,       m  >  ?n'. 

Revenons  maintenant  à  la  question  posée  au  n°  267  et  notam- 
ment à  la  formule 


,s„=  /^..)"'II'^ 


(6) 


,,               .  sin  (2  7i  -+-  i)z   , 
/   Ï  +  2Z    ^-i '—  dz. 


Supposons  que  la  fonction  f(x)  soit  bornée  et  intégrable  dans 
l'intervalle  ( —  tt,  -+-  n),  que  cet  intervalle  puisse  être  partagé  en 
un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux, 
elle  soit,  ou  bien  non-croissante  ou  non-décroissante  ;  il  en  sera  évi- 

/        TT— 1—  x\       I         77 X  N 

demment  de  même,  relativement  aux  intervalles  o,  — 


des  fonctions  de  z,  f(x  —  22)  elf(x  -+-  iz),  en  supposant  que  le 
nombre  x  appartienne  à  l'intervalle  ( — 71,  h-  7c)  ;  supposons  d'abord 
que  ce  nombre  ne  soit  égal  ni  à  %  ni  à  —  tt  ;  les  propositions  pré- 
cédemment démontrées  relativement  à  l'intégrale 

nb 

l         ,  .  sin  mz   , 

o  (.r,  z)  -  .-     -  dz 
L  sin  z 
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sont  applicables,  et  l'on  aura 

it  +  x 

r  C     2       ft  \  sm  mz  j  ^  et  \ 

hm.       I  f(X  —  2z)-^-vdz  =  -f(x  —  o), 


T  /  PI  \    Sin    mZ      1  "X     n,  s 

hm.  f(X-+-2z)  dz  =  -f(x-+-o), 


m  =-00    ty  o 

lim.    S„  = 

m  =  00 


sin  z 


f(x  +  o)-+-f(x  —  o) 


cette  dernière  limite  ne  sera  autre  chose  que  /(#),  si  la  fonction 
y(x)  est  continue  pour  la  valeur  considérée  de  x  ;  il  résulte  aussi 
de  l'analyse  précédente  que  si  la  fonction  f(x)  est  continue  dans 
l'intervalle  (A,  B),  en  supposant 

—  TC<A<B<TT, 

et  satisfait  en  outre  aux  conditions  précédemment  imposées,  la 
quantité  Sn  tendra  uniformément  vers  sa  limite  f{x)  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  intervalle  quelconque  (A',  B') 
intérieur  à  l'intervalle  (A,  B). 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  x  =  —  n,  la  formule  (6) 
donnera 

c  C*  fi  \  sin  mz  j 

ttS„  =  /(—  tt  +  22)  — . dz  ; 

Jo   J  ;    smz 

le  second  membre  peut  être  remplacé  par  la  somme  de  deux  inté- 
grales dont  l'une  ait  pour  limites  o  et  -,  l'autre  -  et  ~;  en  faisant 

dans  cette  dernière  la  substitution  "z  =  %  —  ?,  on  trouve  finale- 
ment 

c,            C2  r,                    \  sin  mz   ,            C2  r,              \  sin  mz   , 
■szSn  =  /(—  it  +  2z)-. dz -h  fhz  —  sz)—. dz, 

J0  Sln  z  Jo  Sln  Z 

et  par  conséquent,  en  appliquant  toujours  le  même  théorème, 


lim.    S, 

m  =  00 


J(— TC  +  o)+/(TC  —  o). 


si  l'on  supposait  x  =  n,  on  trouverait  la  même  limite. 

Tannert  II.  —  Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions 
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En  résumé  : 

Si /(a?)  est  une  fonction  bornée  dans  l'intervalle  ( —  tz,  -+-  tc),  si 
cet  intervalle  peut  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles 
partiels  tels  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  f(x)  soit,  ou  bien 
non-croissante  ou  bien  non-décroissante,  la  série 

-  a0  -+-  (at  cos  x  ■+■  bt  sin  x)  -+-  ...  -h  (an  cos  nx  -h  bn  sin  nx)  -+-... 

où  l'on  suppose 

cq  =  -    I         f(x)  cos  ixdx         (t  =  o,  i,  3,  ...), 


&/  =  ~    I     _f(cc)sinjxdx        (;=  i,  2,  3,  ...), 

sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  a?  qui  appartiennent  à 
l'intervalle  ( —  tz,  -+-  tt)  ;  pour  une  telle  valeur,  sa  somme  sera 
égale  à 

f{x  +  o)  -f-/(g  — o)  ( 

2 

si  #  n'est  égal  ni  à  —  ti,  ni  k  -h  tz  ;  dans  ces  deux  derniers  cas,  la 
série  es 

/(—  ir  +  o)  +/(*— 0; 


somme  de  la  série  est  égale  à 


Si  la  fonction  f(x),  que  l'on  suppose  toujours  satisfaire  aux 
conditions  précédentes,  est  continue  dans  l'intervalle  (A,  B),  en 
supposant 

—  it  <  A  <  B  <  * 

et  si  A',  B'  désignent  deux  membres  tels  que  l'on  ait 

A  <  A'  <  B'  <  B, 

la  série  sera  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (A',  B')  et 
y  représentera  f(x)  ;  enfin  si  la  fonction  /(as)  est  continue  dans 
tout  l'intervalle  ( —  tz,  -+-  %)  et  si  l'on  a 
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la  série  sera  uniformément  convergente  dans  ce  même  intervalle 
et  y  représentera  y  (a;). 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  remarquer  que  la  somme  d'une  série 
trigonométrique  supposée  convergente  est  une  fonction  périodique 
de  x,  en  sorte  que  les  valeurs  de  cette  somme  se  déduisent,  quel 
que  soit  x,  des  valeurs  relatives  à  l'intervalle  ( —  n,  H-  n). 

Les  formules  qui  donnent  les  coefficients  a,,  bj  montrent  que 
si/(V)  est  une  fonction  impaire,  tous  les  coefficients  a  sont  nuls; 
au  contraire  s'if(x)  est  une  fonction  paire,  tous  les  coefficients  b 
sont  nuls. 

Le  théorème  précédent  permet  de  construire  des  séries  dont  les 
sommes  sont  des  fonctions  continues  ou  disconstinues  dans  l'inter- 
valle ( —  n,  H-  zr),  fonctions  qui  peuvent  être  définies  dans  des 
portions  de  cet  intervalle  par  des  lois  algébriques  différentes  ;  je 
me  contenterai  d'indiquer  les  résultats  suivants. 

La  série 

sin  x        sin  ox        sin  bx  sin  (2»  -h  i)  x 

I  O  5  2  71  -+-    I 

est  convergente   quel  que  soit  x  ;  si  x  est  compris  entre  o  et  tî,  sa 

7T  .7t. 

somme  est  .  ;  cette  somme  est  au  contraire  —  j  si  x  est  compris 

entre  o  et  —  tt  ;  elle  est  nulle  si  x  est  égal  à  o  ou  à  tî. 
On  a 

x sin  x        sin  ix        sin  3.x- 

2  _  I  2  3 

pour  x  compris  entre  —  tt  et  +  ~  ;  si  l'on  a  x  =  ±  ~,  la  somme 
de  la  série  est  nulle. 


CHAPITRE  IX 

LANGAGE  GÉOMÉTRIQUE 

I.   DÉFINITIONS    FONDAMENTALES 

270.  —  Dans  les  chapitres  qui  précèdent,  on  s'est  occupé  presque 
exclusivement  de  fonctions  d'une  variable.  L'étude  des  fonctions 
de  deux  variables  est  grandement  facilitée  par  l'emploi  du  lan- 
gage géométrique  et  des  figures  de  géométrie  plane.  Ce  langage  a 
déjà  été  employé,  puisqu'on  a  presque  constamment  confondu  les 
nombres  et  les  points  d'un  axe  dont  ces  nombres  sont  les  abs- 
cisses ;  mais  la  signification  numérique  de  ce  langage  était  alors 
manifeste. 

Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  de  deux  variables,  et  que  l'on  veut 
ne  pas  perdre  le  bénéfice  du  langage  géométrique,  il  est  nécessaire 
d'expliquer  ce  langage  et  de  lui  donner  encore  une  signification 
purement  numérique.  C'est  ce  que  je  vais  essayer  de  faire  dans  le 
présent  chapitre.  Le  lecteur  n'y  trouvera  aucune  discussion  con- 
cernant la  nature  des  êtres  géométriques  ou  des  axiomes  géomé- 
triques. Le  procédé  qui  sera  suivi  consiste  simplement  à  prendre 
comme  définition  certains  des  résultats  de  la  géométrie  analytique 
plane.  Une  fois  qu'il  a  été  saisi,  et  que  les  définitions  sont  acquises, 
le  développement  est  facile,  sauf  pour  quelques  points  sur  lesquels 
j'insisterai  davantage.  On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  théo- 
rèmes de  géométrie  plane  (euclidienne)  s'interprètent  aisément,  et 
que,  tout  en  prétendant  rester  dans  le  pur  nombre,  il  est  permis 
de  les  invoquer  et  de  s'aider  des  figures  qui  leur  correspondent. 

271.  —  J'appellerai  point  un  système  de  deux  nombres  (x,  y  :  ; 
ces  deux  nombres  sont  les  coordonnées  du  point  :  le  premier  en  est 
Y  abscisse,  le  second  en  est  Y  ordonnée.  Ou  désignera  un  point  soit 
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par  le  système  de  ses  coordonnées,  mises  entre  parenthèses  ('), 
soit  par  une  seule  lettre.  U  origine  est  le  point  (o,  o).  Deux 
points  (oc,  y),(x',  y')  sont  confondus  si  l'on  a  x  =  x',  y  =  y' , 
distincts  dans  lecas  contraire.  La  distance  de  ces  deux  points  est 

v/fc  -  O2  +  (y  —  y')"2 ■; 

leur  distance  réduite  est  le  plus  grand  des  deux  nombres  |x  —  x'\, 
\y  —  y'\.  La  distance,  réduite  ou  non,  de  deux  points  n'est  nulle 
que  si  ces  deux  points  sont  confondus. 

Le  plan  est  l'ensemble  de  tous  les  points. 

Une  fi  g lire  est  un  ensemble  de  points.  La  figure  (F)  est  égale  à 
la  figure  F')  si  l'on  peut  établir  entre  les  points  de  l'une  et  les 
points  de  l'autre  une  correspondance  parfaite,  telle  que  les  coor- 
données (x,  y)  et  (x' ,  y')  de  deux  points  correspondants  de  la 
figure  (F)  et  de  la  figure  (F')  soient  liées  par  des  relations  de  la 
forme 

(i)       x  =  p  -+-  x'  cos  ta  —  y'  sin  ta,       y  —  q  -+-  x'  sin  co  -+-  y'  cos  ta, 

où  p,  q.  w  restent  les  mêmes  quels  que  soient  les  points  correspon- 
dants. La  distance  de  deux  points  de  (F)  est  alors  égale  à  la  dis- 
tance des  deux  points  correspondants  de  (F')  (2  . 

Il  est  très  aisé  de  reconnaître  que,  dans  cette  définition,  les  trois 
conditions  imposées  à  toute  définition  de  l'égalité  sont  vérifiées  : 

Une  figure  (F)  est  égale  à  elle-même.  Si  la  figure  (F7)  est  égale 
à  la  figure  (F),  (F)  est  égale  à  (F').  Si  (F)  est  égale  à  (F')  et  (F') 
à  (F"),  (F)  est  égale  à  (F"). 

272.  —  Une  droite  est  l'ensemble  de  tous  les  points  (x,  y)  dont  les 
coordonnées  vérifient  une  même  équation  du  premier  degré 
Ax  -+-  B  y  -h  C  =  o  ;  celle-ci  est  Y  équation  de  la  droite;  il  est 
sous-entendu  que  A,  B  ne  sont  pas  nuls  simultanément.  Lorsque 

B  n'est  pas  nul,  la  pente  de  la  droite  est  —  ts  ;  lorsque  B  est  nul, 

(-1)  La  confusion  entre  le  point  (x,  y)  et  Y  intervalle  (x,  j)  n'est  guère  à  craindre. 
(2)  Il  eu  serait  de  même  si  la  correspondance  était  exprimée  par  les  formules 

x  =  p  -f-  x'  cos  w  -\-  y'  sin  w,         y  =  q  -\-  x'  sin  w  —  y'  cos  u. 

On  pourrait  dire  alors  que  l'une  des  figures  est  égale  à  la  figure  symétrique 
de  l'autre. 
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on  dit  que  la  pente  de  la  droite  est  infinie.  Toutes  les  droites  du 
plan  sont  des  figures  égales. 

Un  point  est  ou  n'est  pas  sur  une  droite,  celle-ci  passe  ou  ne 
passe  pas  par  ce  point  suivant  que  les  coordonnées  du  point  véri- 
fient ou  non  l'équation  de  la  droite.  On  reconnaît  immédiatement, 
sur  les  équations  de  deux  droites,  si  celles-ci  ont  un  point  commun 
(si  elles  se  coupent),  si  elles  n'ont  aucun  point  commun  (si  elles 
sont  parallèles),  si  elles  sont  confondues.  Deux  droites  parallèles 
à  une  troisième  sont  parallèles  ou  confondues. 

Par  deux  points  distincts  on  peut  faire  passer  une  droite  et  une 
seule. 

Il  est  souvent  commode  de  regarder  une  droite  comme  l'en- 
semble des  points  (x,  y)  que  l'on  obtient  en  donnant  à  /  toutes  les 
valeurs  possibles  dans  les  formules 

x  =  a  H-  rA,         y  =  b  -h  fit, 

où  a,  b,  a,  j3  sont  des  coefficients  dont  les  deux  derniers  ne  sont 
pas  nuls  à  la  fois  ;  on  désigne  alors  souvent  un  point  de  la  droite 
par  la  valeur  correspondante  de  /  ;  on  dit  «  le  point  t  »  au  lieu  de 
dire  «  le  point  (x,  y)  ». 

Si  l'on  considère  deux  points  distincts  /0,  tv  de  cette  droite,  le 
segment  de  droite,  borné  à  ces  deux  points  t0,  /,,  est  l'ensemble  des 
points  que  l'on  obtient  en  donnant  à  /,  dans  les  formules  précé- 
dentes, toutes  les  valeurs  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (J0,  ty)  ; 
tout  point  de  ce  segment,  autre  que  les  deux  points  t0,  tit  est  dit 
entre  ces  deux  points. 

Le  segment  prend  le  nom  de  vecteur  si  l'on  distingue  l'ordre  des 
deux  points  t0,  t{  et  si  l'on  regarde  l'un  de  ces  deux  points  comme 
le  premier  ou  l'origine",  l'autre  comme  le  second  (ou  l'extrémité  : 
pour  exprimer  que  le  point  /0,  par  exemple,  est  l'origine  et  le 
point  t{  l'extrémité,  on  dit  que  le  vecteur  va  du  point  ta  au  point 
tx.  Dans  les  mêmes  conditions,  on  dit  que  le  vecteur  est  décrit  par 
le  point  t  quand  la  variable  t  croit  de  t0  à  /,,  si  l'on  a  t0  <C  i^  dé- 
croît de  t0  à  /,,  si  l'on  a  /tl  >>  /,.  Cette  façon  de  parler,  dont  l'ori- 
gine est  dans  l'idée  de  mouvement,  n'implique  rien  de  plus  n°  172 
qu'un  certain  ordre  de  succession  attribué  aux  nombres  de  Inter- 
valle   t0,  /,    ou  aux  points  du  vecteur. 
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Sur  la  droite  indéfinie,  il  y  a  une  infinité  de  vecteurs  :  les  deux 
vecteurs  qui  vont  l'un  du  point  l0  au  point  ti,  l'autre  du  point 
t2  au  point  /3,  sont  dits  de  même  sens,  ou  de  sens  contraires,  sui- 
vant que  ti  —  l0  et  t.^  —  t2  sont,  ou  non,  de  mêmes  signes. 

Une  légère  difficulté  relative  aux  définitions  précédentes  consiste 
en  ce  que  les  coordonnées  des  points  d'une  même  droite  pouvant, 
d'une  infinité  de  façons,  être  mises  sous  la  forme 

(i)  x  =  a  +  ad,  y  =  b  -+-  $t, 

on  peut  se  demander  si  les  définitions  que  l'on  a  adoptées  ne  dé- 
pendent pas  de  la  façon  que  l'on  a  choisie  pour  représenter  la 
droite.  Cette  difficulté  est  aisée  à  lever.  On  reconnaît  en  effet  sans 
peine  que,  pour  que  les  équations 

(2)  x  =  a1  -+-  «Y,         y  =  &M-  PY 

déterminent,  quand  t!  varie,  le  même  ensemble  de  points  que  les 
équations  (1),  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  deux  nombres  X,  p., 
dont  le  premier  n'est  pas  nul,  et  tels  que  l'on  ait 

a'  =  Xa,  a1  =  a  -+■  a[J., 

p'  =  Xp,        b'  =  b  -4-  3k; 

s'il  existe  de  pareils  nombres,  les  équations  (1)  et  (2)  définiront  le 
même  point  quand  les  valeurs  de  t  et  de  /'  se  correspondent  de 
façon  que  l'on  ait 

t   =   lt'    +    fX. 

Lorsque  X  est  positif,  /  et  t'  croissent  ensemble  ;  lorsque  X  est 
négatif  /  décroît  lorsque  t'  croît  ;  dans  tous  les  cas,  si  li  —  t0  et 
tz —  t2  sont,  ou  non,  de  mêmes  signes,  il  en  sera  de  même  pour 
t;—  t0'  et  V  —  W,  etc. 

Quand  on  parle  du  sens,  ou  de  la  direction,  d'une  droite,  c'est 
qu'on  a  fixé  sur  elle  un  vecteur,  par  exemple  le  vecteur  qui  va  du 
point  t0  au  point  £,.  En  disant  alors  d'un  vecteur  porté  par  la 
droite  qu'il  a,  ou  non,  le  sens  choisi  sur  la  droite,  on  entend  sim- 
plement que  le  sens  de  ce  vecteur  est  le  même  que  le  sens  du  vec- 
teur qui  va  du  point  /0  au  point  /,  ;  on  dit  aussi,  suivant  que  t0  est 
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plus  petit  ou  plus  grand  que  tL,  que  le  sens  choisi  sur  la  droite  est 
celui  dans  lequel  elle  est  parcourue  quand  t  varie  de  —  oo  à 
-+-  oo  ,  ou  de  -h  oo  à  —  oo  ;  on  peut  aussi  parler  du  sens  qui  cor- 
respond aux  valeurs  croissantes  de  /,  ou  aux  valeurs  décroissantes. 
On  désigne  sous  le  nom  de  demi  droite  ayant  pour  origine  le 
point  (a,  b)  et  pour  coejjîcients  directeurs  les  nombres  a,  |5  l'en- 
semble des  points  que  l'on  obtient  en  donnant  à  /,  dans  les  for- 
mules x  =  a  ~i-  al,  y  —  b  -\-  fît,  la  valeur  o  et  toutes  les  valeurs 
positives.  Le  point  [x,  y)  décrit  cette  demi-droite  quand  /  croît  de 
o  à  -(-  oo  ;  le  sens  de  la  demi-droite  est  le  sens  qui,  sur  la  droite 
indéfinie,  correspond  aux  valeurs  croissantes  de  t.  Les  relations 

a  -h  ut  =  a  -h  (—  a)  (—  t),       b  +  $t  =  b  -+-  (—  rp)  (—  t) 

montrent  que  l'ensemble  des  points  obtenus  en  donnant  à  /  des 
valeurs  négatives  ou  nulles  et,  par  conséquent,  à  —  /  des  valeurs 
positives  ou  nulles,  constitue  une  demi-droite  ayant  pour  origine 
le  point  (a,  6)  et  pour  coefficients  directeurs  les  nombres  —  a, 
—  fî.  La  direction  est  opposée  à  celle  de  la  première  demi-droite. 
L'ensemble  des  deux  demi-droites  est  la  droite  indéfinie.  L  axe  des 
x  est  la  droite  dont  l'équation  est  y  =  o.  La  partie  positive  de  cet 
axe  est  la  demi-droite  formée  par  les  points  dont  l'abscisse  est 
nulle  ou  positive.  La  direction  positive  de  l'axe  des  x  correspond 
aux  x  croissants.  Des  dénominations  analogues  s'emploient  pour 
l'axe  des  y. 

Les  deux  demi-droites  (D),  (D)  définies  par  les  équations 

(D)  x  =  a  +  ai,       y  =  b  +  fit 

(D')  x  =  a1  -+-  at,      y  —  b'  H-  pi 

et  dont,  ainsi,  les  coefficients  directeurs  sont  les  mêmes,  sont  pa- 
rallèles ou  confondues  ;  par  définition,  elles  sont  de  même  sens. 

Par  un  point  donné  on  peut  mener  une  infinité  de  droites  ;  on 
peut  en  mener  une,  et  une  seule,  parallèle  à  une  direction  donnée. 

Les  deux  vecteurs  qui  vont  respectivement  du  point  (œQ,  r0)  au 
point  (o54,  y{)  et  du  point  (x'0,  y0')  au  point  ' x[,  y[)  sont  pa- 
rallèles si  l'on  a 

xi  —  xo  __  Ji         Jo  . 

xi  —  x<>    y* —  ^o  ' 
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ils  sont  de  même  sens,  ou  de  sens  contraires,  suivant  que  ces  rap- 
ports sont  positifs  ou  négatifs  ;  ils  sont  équipollenls  si  les  rapports 
sont  égaux  à  i  ;  dans  ce  dernier  cas,  on  voit  tout  de  suite  que 
les  vecteurs  qui  vont  l'un  du  point  (x0,  j0)  au  point  (x'Q,  y'0), 
l'autre  du  point  (xlt  y,)  au  point  (x[,  y[)  sont  aussi  équipollents  ; 
les  deux  premiers  vecteurs  et  les  deux  seconds  forment  le  contour 
d'un  parallélogramme ,  sauf  dans  le  cas  où  les  quatre  points  sont 
en  ligne  droite. 

La  demi-droite  (D),  définie  par  les  équations 

x  =  a  H-  at,       y  =  b  -+-  $t 

où  t  ne  doit  prendre  que  des  valeurs  positives  ou  nulles,  a  la  même 
direction  que  le  vecteur  qui  va  de  l'origine  au  point  (a,  |S),  ou  au 
point  (Xa,  XjS)  quand  X  est  positif.  Si  le  point  (a,  b)  varie  et  si  a,  |3 
restent  les  mêmes  ou  sont  remplacés  par  des  nombres  proportionnels, 
le  coefficient  de  proportionnalité  étant  positif,  la  direction  de  la 
demi-droite  CD)  reste  la  même.  On  peut  ainsi,  sans  changer  la  di- 
rection d'une  demi-droite,  multiplier  ses  coefficients  directeurs  par 
un  même  facteur  positif.  Les  quantités 

a  .  B  /« 

cos  œ  =  -  ,  sin  o  =  '       -  =  cos  I 

y/a2  +  B2  \/*2  H-  P2  ^2 

s'appellent  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  (D),  ou  de  la 
direction  définie  par  cette  demi-droite;  lorsqu'on  se  donne  a  et  |3, 
le  nombre  <p  est  déterminé  par  les  équations  précédentes,  à  un  mul- 
tiple près  de  in  :  si  l'on  pose  r  =  t  y/a2  -\-  p2,  les  équations  qui 
définissent  (D)  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

x  =  a  +-  r  coso,       y  =  b  -+-  f  sin<?, 

r  est  de  même  signe  que  t  ;  si  r  est  positif,  le  point  [x,  y)  est  sur 
la  demi  droite  (D)  ;  il  est  sur  la  demi-droite  opposée  si  r  est  né- 
gatif; dans  tous  les  cas,  la  valeur  absolue  de  r  est  la  distance  du 
point  [x,  y)  au  point  (a,  b).  Les  quantités 

—  cos  9  =  cos  (cp  4-  ■*),        —  sin  ©  =  sin  (o  H-  it) 

sont  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  opposée  à  (D). 

Deux  demi-droites  parallèles  à  une  troisième  et  de  même  direc  - 
tion  que  cette  troisième,  ou  de  direction  opposée  à  celte  troisième, 
ont  la  même  direction. 
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273.  —  La  distance  des  deux  points  t' ,  f  de  la  droite  définie  par 
les  deux  équations 

x  =ja  -+- ja-4       f  =  è  H-p^ 

est  égale  à  \/a2  -h  (32  |  £'  —  2"  |  ;  on  voit  tout  de  suite  que,  si  trois 
points  1! ,  t",  t'"  sont  sur  la  droite  et  si  le  point  t"  est  entre  les  deux 
points  t'  et  f,  la  distance  des  deux  points  /',  f  est  égale  à  la  somme 
des  distances  des  points  t' ,  t"  et  t",  t"'.  Il  en  est  de  même  pour  les 
distances  réduites,  car  la  distance  réduite  des  deux  points  t' ,  t"  est 
j  a  |  [  t'  —  l"  \  ou  1 13  |  \  t'  —  t"  |  suivant  que  le  nombre  \  a\  est 
plus  grand  ou  plus  petit  que  j.j3  | . 
L'inégalité 

\/{a  +  a')*  +  (&-+-  6')2  <  Va2  -+-  &2  +  V^PP, 

qui  ne  se  transforme  en  égalité  que  si  ab'  —  a'b  est  nul,  permet  de 
montrer  que,  si  les  trois  points  {xi,  yx),  (ac2.,  y2),  (x3,  j3)  ne  sont 
pas  en  ligne  droite,  la  distance  de  deux  quelconques  d'entre  eux 
est  plus  petite  que  la  somme  de  leurs  distances  au  troisième,  et  que 
la  distance  de  deux  de  ces  points  ne  peut  être  égale  à  la  somme  ou 
à  la  différence  de  leurs  distances  au  troisième  que  si  les  trois  points 
sont  en  ligne  droite  :  elle  est  alors  égale  à  la  somme  des  distances 
au  troisième  si  celui-ci  est  entre  les  deux  premiers  points  ;  autre- 
ment, elle  est  égale  à  leur  différence. 

Pour  ce  qui  concerne  les  distances  réduites,  la  proposition  ana- 
logue peut  s'énoncer  ainsi  : 

La  distance  réduite  de  deux  points  est  égale  ou  inférieure  à  la 
somme  des  dislances  réduites  de  ces  points  à  un  troisième  point. 

274.  —  Deux  droites,  dont  les  coefficients  directeurs  sont 
respectivement  a,  |3  et  a! ,  |3'  sont  perpendiculaires  lorsqu'on  a 
u/j!  -H)/3j/3'  =  o.  Les  deux  axes  sont  perpendiculaires.  Par  un  point, 
on  peut  mener  une  perpendiculaire  à  une  droite  et  une  seule. 

Le  carré  de  la  distance  d'un  point  fixe  à  un  point  variable  d'une 
droite  fixe  est  une  fonction  du  second  degré  de  la  variable  qui  dé- 
termine la  position  du  point  variable  sur  la  droite;  l'étude  de  la 
variation  de  celte  fonction  est  très  aisée  ;  la  fonction  est  minimum 
quand  le  point  variable  coïncide  avec  le  pied  de  la  perpendiculaire 
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menée  du  point  fixe  à  la  droite  ;  la  valeur  de  ce  minimum  est  la 
distance  du  point  fixe  à  la  droite.  La  même  étude  fournit  les  théo- 
rèmes classiques  sur  les  longueurs  des  perpendiculaires  et  des 
obliques. 

275.  —  Considérons  une  droite  (D),  et  soit  ax  H-  by  -+-  c  =  o  son 
équation.  Deux  points  fxr  y,),  (x2,  y2)  qui  n'appartiennent  pas  à 
cette  droite  sont  dits  du  même  côté  par  rapport  à  celte  droite,  si 
les  deux  nombres  axt  ~t-  6jj  -+-  c,  a%2  +  6y.;  -h  c  sont  de  mêmes 
signes  ;  dans  le  cas  contraire,  les  points  sont  de  côtés  différents  par 
rapport  à  (D).  Si  les  deux  points  sont  d'un  même  côté,  il  en  est 
de  même  de  tous  les  points  qui  appartiennent  au  segment  qui  relie 
les  deux  points,  segment  qui  ne  rencontre  pas  (D).  S'ils  sont  de 
côtés  différents,  il  y  a  un  point  (xf,  y')  de  (D)  sur  le  segment  qui 
les  relie;  tous  les  points  du  segment  qui  relie  (x' ,  y')  à  (a?,,  y,\ 
sauf  le  point  (x1 ,  y'),  sont  d'un  côté  de  la  droite  ;  tous  les  points  du 
segment  qui  relie  (x1,  y')  à  (x2,  y2),  sauf  le  point  x' ,  y';,  sont  de 
l'autre  côté.  On  dit  alors  de  la  droite  (D)  qu'elle  est  entre  les  deux 
points  (x^  y,),  (x,,  y2). 

On  peut  définir  le  côté  droit  et  le  côté  gauche  d'une  droite  (D; 
quand  on  a  choisi  une  direction  sur  celte  droite.  Supposons  que 
cette  droite  soit  définie  par  les  équations 

x  =  a  -+-  oit,       y  —  b  -h  (3/ 

et  qu'on  ait  choisi  sur  cette  droite  le  sens  qui  correspond  à  /  crois- 
sant :  soient  (xcr,  y^  et  (x2,  y.2)  deux  points  de  celte  droite  corres- 
pondant aux  valeurs  /,,  t.2  du  paramètre  ;  soit  {x0,  y0  un  point  en 
dehors  de  la  droite,  le  déterminant 
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n'est  pas  nul  ;  son  signe,  qui  détermine  de  quel  côté  de  la  droite 
(D)  se  trouve  le  point  (x0,  y0),  ne  dépend  du  choix  des  points  /1;  t2 
que  par  le  signe  de  t2  —  ty  ;  supposons  /2  >  /,,  en  sorte  que  le 
sens  du  vecleur  qui  va  du  point  t{  au  point  /2  soit  le  sens  qui,  sur 
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la  droite  (D),  correspond,  aux  /  croissants  :  on  dira  que  le  point 
:'x0,  y0)  est  à  gauche  ou  à  droite  de  (D)  suivant  que  le  déterminant 
est  positif  ou  négatif  ;  on  dit,  avec  la  même  signification  que  le 
point  .(x0,  y0)  est  à  gauche  où  à  droite  du  vecteur  qui  va  du  point 
(a?!,  y,)  au  point  (a?2,  j2),  ou  de  la  demi-droite  qui,  sur  (D),  a  la 
direction  de  ce  vecteur.  Tout  point  pris  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  des  y  est  à  gauche  de  la  direction  positive  sur  l'axe  des  x  ; 
tout  point  pris  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x  est  à  droite  de 
la  direction  positive  sur  l'axe  des  y.  Etant  donnés  trois  points 
A0,  An  A2  non  en  ligne  droite,  si  A0  est  à  gauche  du  vecteur  A,A2, 
le  point  Aj  est  à  gauche  du  vecteur  A.2k0  et  le  point  A2  est  à  gau- 
che du  vecteur  A0A,,  etc. 

Si  l'on  ccnsidère  deux  droites  parallèles  sur  lesquelles  on  a 
choisi  la  même  direction,  ces  deux  droites  partagent  l'ensemble 
des  points  qui  ne  sont  pas  situés  sur  elles  en  trois  ensembles,  les 
points  situés  à  gauche  des  deux  droites,  les  points  situés  à  droite 
des  deux  droites,  les  points  situés  à  droite  de  l'une,  à  gauche  de 
l'autre  ;  ces  derniers  sont  dits  entre  les  deux  droites  :  tout  segment 
qui  joint  deux  points  situés  dans  l'un  de  ces  ensembles  lui  appar- 
tient tout  entier.  Les  points  situés  entre  les  deux  droites  appar- 
tiennent à  des  segments  dont  les  extrémités  sont  respectivement 
situées  sur  ces  deux  droites. 

276.  —  Les  points  situés  sur  une  droite  (D),  à  laquelle  on  a  attri- 
bué un  sens,  ne  sont  situés  ni  à  droite  ni  à  gauche  de  (D).  Il  est 
commode,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  de  pouvoir  dire  d'un 
point  quelconque  qu'il  est  à  droite  ou  à  gauche  de  (D)  ;  pour  cela, 
on  considère  cette  droite  comme  double,  comme  formée  de  deux 
droites  parallèles,  confondues  en  réalité,  mais  que  l'on  distingue 
par  la  pensée  :  on  dit  alors  que  cette  droite  constitue  une  coupure, 
dont  les  deux  bords  sont  respectivement  ces  deux  parallèles,  l'une 
constituant  le  bord  droit,  l'autre  le  bord  gauche  :  le  bord  droit  est 
regardé  comme  faisant  partie  de  l'ensemble  des  points  qui  sont  à 
droite  de  la  coupure  (D),  le  bord  gauche  est  regardé  comme  fai- 
sant partie  de  l'ensemble  des  points  qui  sont  à  gauche  de  D  . 
Alors  un  point  quelconque  est,  soit  à  droite,  soit  à  gauche  de  D  ; 
mais  si  ce  point  est  sur  (D),  il  ne  suffit  pas,  pour  le  spécifier,  de 
donner  ses  coordonnées  ;  il  faut  encore  dire  s'il  appartient  au  bord 
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gauche  ou  au  bord  droit  de  (D).  Lorsqu'on  a  à  figurer  une  droite 
à  laquelle  on  donne  cette  signification  de  coupure,  il  est  commode 
d'employer  un  schéma  où  les  deux  bords  sont  distincts. 

277.  —  Considérons  les  deux  demi-droites  (D),  (D')  définies 
par  les  équations 

(D)  x  =  a  4-  ut,  y  =  b  +  (3< 

(D')  x  =  a-h  a'/',  y  z=b  -}-  $'t' 

où  t,  t!  doivent  prendre  des  valeurs  nulles  ou  positives  ;  elles  ont 
même  origine  ;  supposons  que  ajS'  —  a']3  ne  soit  pas  nul,  c'est-à- 
dire  que  les  deux  droites  ne  soient  pas  confondues. 

La  figure  formée  par  ces  deux  demi-droites  est  ce  qu'on  appelle 
un  angle.  Le  sommet  de  cet  angle  est  le  point  (a,  b)  ;  les  deux 
demi-droites  (D),  (D')  sont  les  côtés  de  cet  angle. 

La  demi-droite  D'  est  à  gauche  de  la  demi-droite  (D)  si 
a&  —  a'/3  est  positif;  elle  est  à  droite  si  ajS'  —  a'|S  est  négatif. 
Lorsqu'on  attribue  un  ordre  aux  deux  côtés,  on  dit  que  l'angle  est 
orienté  et  qu'il  a  la  disposition  directe  si  le  second  côté  est  à  gauche 
du  premier,  la  disposition  indirecte  si  le  second  côté  est  à  droite 
du  premier.  L'angle  dont  le  premier  côté  est  la  partie  positive  de 
l'axe  des  x,  dont  le  second  côté  est  la  partie  positive  de  l'axe  des  y 
a  la  disposition  directe. 

Puisque  ajS'  —  a']S  n'est  pas  nul,  les  équations 

a;  =  fl  +  d  +  ol'I1,         y  =  b  -+-  $t  -+-  (3Y 

peuvent  être  résolues  par  rapport  à  /,  t'  ;  ces  formules  établissent 
une  correspondance  parfaite  entre  les  systèmes  [x,  y)  et  les  sys- 
tèmes (/,  t1).  L'ensemble  des  points  (x,  y)  que  l'on  obtient  en 
donnant  à  /,  /'  des  valeurs  positives  (non  nulles)  constitue  ce  qu'on 
appelle  l'intérieur  de  l'angle  ;  Y  extérieur  est  l'ensemble  des  autres 
points,  en  exceptant  toutefois  ceux  qui  appartiennent  aux  côtés  de 
l'angle.  Si  l'on  regarde  (D)  comme  le  premier  côté  de  l'angle,  (D') 
comme  le  second,  et  si  la  disposition  est  directe,  tous  les  points 
situés  à  l'intérieur  de  l'angle  sont  à  gauche  de  (D),  à  droite  de 
(D');  réciproquement,  tout  point  qui  est  à  gauche  de  (D),  à  droite 
de  (D'),  est  alors  à  l'intérieur  de  l'angle.  Ce  serait  l'inverse  si  la 
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disposition  de  l'angle  était  indirecte.  Si  deux  points  sont  à  l'inté- 
rieur d'un  angle,  il  en  est  de  même  de  tous  les  points  du  segment 
qui  les  relie.  Tous  les  points  dune  demi-droite  ayant  son  origine 
sur  l'un  des  côtés  d'un  angle,  parallèle  à  l'autre  côté  et  de  même 
sens,  sont  intérieurs  à  l'angle,  sauf  l'origine  de  cette  demi-droite. 
Tous  les  points  situés  entre  les  deux  extrémités  d'un  segment  qui 
relie  deux  points  des  deux  côtés  d'un  angle  sont  intérieurs  à  cet 
angle  et  tous  les  points  intérieurs  à  l'angle  peuvent  être  obtenus  de 
cette  façon. 

Les  droites  indéfinies  (A),  (A')  sur  lesquelles  sont  situées  les 
demi-droites  (D;,  (D')  forment  quatre  angles;  en  désignant  par 
(DJ,  (D,')  les  demi-droites  opposées  à  (D),  (D'),  ces  angles  ont 
pour  côtés  (D)  et  (D'),  (D')  et  (D,),  (Dt)  et  (D,'),  (D[)  et  (D). 
Chacun  de  ces  angles  est  adjacent  au  suivant  et  au  précédent  ;  le 
troisième  est  opposé  par  le  sommet  au  premier;  de  même  le  second 
est  opposé  par  le  sommet  au  quatrième.  Tout  point  qui  n'appar- 
tient pas  aux  droites  (A),  (A')  est  intérieur  à  l'un  des  quatre  angles 
et  à  un  seul.  On  voit  sans  peine,  pour  chacun  de  ces  angles,  de  quel 
côté,  par  rapport  aux  directions  (D),  (D'),  sont  les  points  intérieurs. 
Deux  angles  opposés  par  le  sommet  ont  la  même  disposition  en 
supposant  qu'on  regarde  comme  premier  côté  de  l'un  des  angles 
la  direction  opposée  au  premier  côté  de  l'autre. 

On  a  \x\  plus  haut  comment  la  considération  d'un  angle  défini 
par  les  deux  demi-droites  (D),  (D')  permettait  de  décomposer  le 
plan  en  deux  régions,  l'une  intérieure  à  l'angle,  l'autre  extérieure. 
En  supposant  que  (  D)  soit  le  premier  côté  et  (D')  le  second  côté  de 
l'angle,  il  est  parfois  commode  de  pouvoir  désigner  l'une  de  ces 
région  comme  étant  à  gauche,  l'autre  comme  étant  à  droite  de 
l'angle,  cet  angle  étant  regardé  comme  la  figure  formée  par  les 
deux  demi-droites.  En  supposant  que  l'angle  ait  la  disposition  di- 
recte, les  points  intérieurs  sont  dits  à  droite  de  l'angle  et  les  points 
extérieurs  à  gauche  ;  c'est  le  contraire  si  la  disposition  est  inverse. 
Pour  accorder  cette  définition  avec  l'intuition,  on  doit  regarder  le 
premier  côté  comme  ayant,  non  la  direction  (D)  définie  par  les 
deux  coefficients  directeurs  a,  |3,  mais  la  direction  opposée  ;  en 
employant  le  langage  cinématique  qui,  comme  on  l'a  déjà  dit, 
n'implique  pas  autre  chose  qu'un  ordre  de  succession  attribué  aux 
points  de  la  figure  formée  par  la  réunion  des  deux,  demi-droites 
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(D),  (D'),  on  regardera  le  premier  côté  comme  parcouru  par  un 
mobile  dont  les  coordonnées  successives  s'obtiennent  en  faisant 
décroître  t  de  H-  oo  à  o;  au  contraire,  pour  le  second  côté,  les 
coordonnées  s'obtiendront  en  faisant  croître  /  de  o  à  -+-  co  . 

Dans  ces  conditions,  si  la  disposition  de  l'angle  est  directe,  les 
points  intérieurs  à  l'angle  sont  effectivement  à  droite  des  deux 
côtés.  Quant  aux  points  extérieurs,  ceux  qui  sont  dans  les  angles 
adjacents  à  l'angle  donné  sont  à  gauche  des  deux  côtés  ;  bien  que 
les  points  situés  dans  l'angle  opposé  par  le  sommet  soient  à  droite 
des  deux  côtés,  on  les  regarde  comme  étant  à  gauche  de  l'angle. 

278.  — Considérons  deux  angles  orientés  (A),  (A/)  dont  le  pre- 
mier et  le  second  côté  sont  respectivement  définis  par  les  formules 


x  =  a  -h  r  cos  --s,     y  =  è  -f-  r  sîn  <?, 
x  =  a  -h  r  cos  <l>,     y  =  h  -f-  r  sin  &>, 

pour  le  premier  angle,  par  les  formules 

x' =a!  -h  r'  cos  cp',     y'  =  b'  -h  r'  sin  o', 
x'  =  a!  +  r'cosi]/,     /=  b'  -f-  r'  sin  <]/, 


(r>o), 


(V^o), 


pour  le  second  ;  on  a  vu  plus  haut  comment  les  équations  qui  dé- 
terminent les  côtés  peuvent  toujours  être  ramenées  à  cette  forme. 
Les  deux  figures  (A)  et  (A')  seront  égales  si  l'on  peut  établir  entre 
les  points  des  côtés  une  correspondance  du  type  précisé  au  n°  271 
et  telle  que  les  premiers  côtés  des  deux  angles  se  correspondent, 
ainsi  que  les  seconds  côtés;  les  sommets  se  correspondent  nécessai- 
rement; écrivons  que  les  deux  premiers  côtés  se  correspondent 
point  par  point  ;  puisque  la  distance  de  deux  points  doit  être  égale 
à  la  distance  de  deux  points  correspondants,  il  faut  évidemment 
que  l'on  ait,  pour  de  tels  points,  r  =■  r' .  Les  égalités 

a  -\-  r  cos  cp  =  p  -+-  (a'  -+-  r  cos  a/)  cos  w  —  (b'  +  r  sin  ^')  sin  w, 
a  -+-  r  sin  o  =  q  -+-  (a'  -h  r  cos  cp')  sin  w  -+-  (6'  H-  r  sin  cp')  cos  w? 

qui  doivent  être  des  identités  en  r,  exigent  que  les  nombres  ©  et 
cp'  -+-  «  diffèrent  seulement  d'un  multiple  de  2  tc\  il  doit  en  être  de 
même  des  nombres  d»  et  d/  -h  «,  comme  on  le  voit  en  considé- 
rant  les    seconds   côtés  ;    ceci   exige   qu'il  en  soit  de  même  des 
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nombres  ^  —  y  et  d' — <p';  si  cette  dernière  condition  est  vérifiée, 
on  pourra  prendre  pour  m  le  nombre  <p  —  ©'  ou  d  —  <]/,  et  il  est 
aisé  de  constater  qu'on  peut  alors  déterminer  les  constantes  p,  q  de 
manière  à  réaliser  la  correspondance  qui  assure  l'égalité  des  deux 
figures  (A),  (A').  La  condition 

<y  —  q'  =  <b  —  co  (mod.  si) 

qui  s'énonce  <]/  —  <p'  congru  à  d1  —  œ  suivant  le  module  2  tt  et 
qui  signifie  que  les  deux  membres  séparés  par  le  signe  =  ne 
diffèrent  que  d'un  multiple  de  in,  est  clone  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  les  deux  figures  (A),  (A')  soient  égales,  au 
sens  qu'on  vient  de  préciser.  Le  nombre  d  —  <p,  dont  l'importance 
est  manifeste,  ou  ce  nombre  augmenté  d'un  multiple  de  2  tc,  est 
la  mesure  de  l'angle  (A)  ;  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  confusion  à  crain- 
dre, on  dit  souvent  que  l'angle  (A)  est  égal  à  d  —  <p. 

Ces  définitions  s'appliquent  lors  même  que  l'angle  (A)  n'existe 
pas  à  proprement  parler,  c'est-à-dire  lorsque  la  quantité 

cos  <p  sin  <\i  —  sin  a  cos  ty  =  sin  (<];  —  o) 

est  nulle,  ou  que  d  —  ç  est  un  multiple  de  tz  ;  lorsque  d  —  o  est 
un  multiple  de  2tt,  les  deux  côtés  de  l'angle  sont  confondus,  on 
dit  souvent  que  l'angle  est  nul  ;  tous  les  points,  sauf  ceux  qui  sont 
sur  les  côtés,  sont  extérieurs  à  l'angle  ;  lorsque  d»  ■ —  o  est  un 
multiple  impair  de  %,  les  deux  côtés  de  l'angle  sont  clans  le  pro- 
longement l'un  de  l'autre  :  il  importe  de  remarquer  que  les 
mots  intérieur  ou  extérieur  de  l'angle  n'ont  plus  de  sens  dans  ce 
dernier  cas.  Celle  des  valeurs  ded  —  ©  -+-  2  mi  (n  entier)  qui  est 
la  plus  petite  en  valeur  absolue,  est  la  valeur  principale  (de  la  me- 
sure) de  l'angle  ;  ceci  n'a  de  sens  que  si  d  —  <p  n'est  pas  un  mul- 
tiple impair  de  n  ;  la  valeur  principale  d'un  angle  est  positive  ou 
négative  suivant  que  l'angle  a,  ou  non,  la  diposition  directe. 

L'angle  de  deux  directions  quelconques  (D),  (D')  est,  par  défi- 
nition l'angle  de  deux  demi-droites  ayant  pour  origine  un  point 
quelconque  et  respectivement  paralèlles  aux  deux  directions  don- 
nées ;  je  représenterai  souvent  cet  angle,  ou  sa  mesure,  par  le  sym- 
bole D,  D')  en  supposant  que  D  soit  la  première  direction,  et 
(D')  la  seconde.  Si(D),  (D';,  (D")  sont  trois  directions  quelconques, 
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on  a 

(D,  D')  -h  (D',  D)  =  o  (mod.  2k), 

(D,  D')  4-  (D',  D")  +  (D",  D  =  o)  (mod.  ait), 
(D,  D")  =  (D,  D')  -+-  (D',  D")  (mod.  ait). 

En  conservant  les  notations  antérieures,  les  directions  (D),  (D') 
seront  parallèles  ou  confondues  si  <l>  —  ©  est  un  multiple  de  te  ;  de 
même  sens,  si  d»  —  ©  est  un  multiple  pair  de  te,  opposées  si 
<b  —  ©  est  un  multiple  impair  de  te.  Les  deux  directions  sont  per- 
pendiculaires  si  la  mesure  de  leur  angle  est  un  multiple  impair 

de"" 


2 
On  a 


T  =  (X.D),     ^-?  =  (D,Y) 


en  désignant  par  X  et  Y  les  directions  positives  sur  l'axe  des  x  et 
sur  l'axe  des  y. 
Les  formules 

x  =  a  -+-  r  cos  <?,  y  =  b  -j-  r  sin  <p,     r  >  o 

quand    on   attribue    une  valeur  déterminée  à  ©,    définissent    une 
demi-droite  dont  l'origine  est  (a,  6). 

Cette  demi-droite  varie  avec  ©  ;  si  o  croît  ou  décroît,  de  a  à  fi, 
on  dit  que  la  demi-droite  tourne  autour  du  point  (a,  b)  de  la  posi- 
tion initiale,  correspondant  à  la  valeur  <p  .=  a,  à  la  position  finale, 
correspondant  à  la  valeur  ©  =  fi  ;  dans  le  sens  direct  si  Ton  a 
a.  <<  fi,  dans  le  sens  indirect  si  l'on  a  a  >■  fi  ;  dans  les  deux  cas, 
on  dit  qu'elle  a  tourné  de  l'angle  fi  —  a  ;  le  lecteur  ne  doit  pas 
oublier,  d'une  part,  que  cette  façon  de  parler  n'implique  rien  autre 
chose  (n°  172)  qu'un  ordre  attribué  aux  valeurs  de  ©  et  aux  posi- 
tions correspondantes  de  la  demi-droite  et,  d'autre  part,  qu'elle 
appelle  l'attention  non  seulement  sur  les  positions  extrêmes  (ini- 
tiale et  finale)  de  la  demi-droite,  mais  aussi  sur  les  positions  inter- 
médiaires. Lorsque  fi  —  a  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  n, 
l'angle  dont  a  tourné  la  demi-droite  n'est  autre  chose  que  la  valeur 
principale  de  l'angle  dont  les  deux  côtés  sont  la  position  initiale  et 
la  position  finale  de  la  demi-droite.  Dans  ce  cas,  toutes  les  posi- 
tions intermédiaires  sont  intérieures  à  cet  angle  et  toute  position 
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de  la  demi-droite  intérieure  à  l'angle  correspond  à  une  valeur  de 
<p  comprise  entre  a  et  |3.  Lorsque  jS  —  a  est  égal  à  7r  ou  à  —  tt,  on 
dit  que  la  demi-droite  a  décrit  un  demi-plan  ;  les  deux  positions 
extrêmes  sont  opposées.  Lorsque  |3  —  a  est  égal  à  2  7T  ou  —  2  n, 
on  dit  que  la  demi-droite  a  décrit  tout  le  plan  ;  sa  position  finale 
coïncide  alors  avec  sa  position  initiale. 

Considérons  un  angle  orienté  dont  les  deux  côtés  (D),  (D')  sont 
des  demi-droites  ayant  leur  origine  au  point  (a,  b),  et  dont  je  dé- 
signerai la  valeur  principale  par  co.  Si  l'on  imagine  que  la  demi- 
droite  mobile  coïncide  d'abord  avec  (D),  elle  peut  tourner  autour 
de  (a,  b)  de  manière  à  décrire  l'intérieur  de  l'angle  ;  elle  tournera 
de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite,  suivant  que  ta  sera  posi- 
tif ou  négatif;  quand  elle  a  tourné  de  l'angle  ta,  elle  a  décrit  l'inté- 
rieur de  l'angle  ;  elle  coïncide  avec  (D').  Si  elle  continue  de  tour- 
ner dans  le  même  sens,  elle  décrira  l'extérieur  de  l'angle  ;  pour  le 
décrire  tout  entier,  elle  doit,  à  partir  de  la  position  (D'),  tourner 
d'un  angle  égal  à  2 t:  —  w  si  ta  est  positif,  à  —  2  77  —  w,  si  dd  est 
négatif;  elle  a  alors  tourné,  à  partir  de  (D),  d'un  angle  égal  à  2  n, 
ou  à  —  2  71,  suivant  les  cas  ;  elle  est  revenue  à  la  position  initiale. 
Le  lecteur  continuera  sans  peine  ;  il  reprendra  les  choses,  s'il  veut, 
en  supposant  que  la  demi-droite  tourne  d'abord,  à  partir  de  'D), 
de  manière  à  décrire  l'extérieur  de  l'angle  (D,  D')  ;  il  constatera 
que,  dans  tous  les  cas,  toutes  les  fois  que  la  demi-droite  mobile 
coïncide :a^ec  D'  ,  elle  a  tourné,  à  partir  de  (D)  d'un  angle  égal  à 
2  11%  -+-  m,  n  étant  un  entier. 

Considérons  une  suite  de  nombres 

a,  a,,  a2,  ...,  sfc_4„   |3 

rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante  si  p  est  plus  grand  que 
a,  décroissante  si  |3  est  plus  petit  que  a,  tels,  en  outre  que  la  dif- 
férence entre  deux  nombres  consécutifs  soit  moindre  que  n  en 
valeur  absolue. 

A  cette  suite  de  nombres  correspond  une  suite  de  positions  (D  , 
(D,),  (Da)«  ...  delà  demi-droile  mobile,  une  suite  d'angles  D,  D,  . 
(Df,  D2),  ...  ;  la  somme  des  valeurs  principales  de  ces  angles  est 
l'angle  dont  la  demi-droite  doit  tourner  pour  passer  de  la  position 
initiale  à  la  position  finale,  ainsi  qu'il  résulte  de  l'identité 

P  —  «  =  (*i  —  *)  H-  («a  —  *,)  +  ■••  +  (?  —  Rn-0- 


CHAPITRE    IX.     LANGAGE    GEOMETRIQUE  ïk'] 

Considérons  une  demi-droite  fixe  (A)  ayant  son  origine  au  point 
(a,  b)  et  deux  demi-droites  quelconques  (D),  (D')  ayant  leur  ori- 
gine au  même  point  (a,  b)  et  dont  aucune  ne  coïncide  avec  (A).  La 
demi-droite  (A)  peut  servir  à  délinir,  sans  ambiguïté,  et  d'une 
façon  qui  est  souvent  commode,  l'une  des  mesures  de  l'angle 
CD,  D').  On  imagine  une  demi-droite  mobile  coïncidant  d'abord 
avec  (D),  tournant  autour  de  (a,  6)  de  manière  à  coïncider  avec  (D') 
sans  passer  par  la  position  (A)  ;  elle  aura  décrit  l'intérieur  de  l'an- 
gle (D,  D')  si  (A)  est  extérieur  à  cet  angle,  l'extérieur  de  l'angle 
(D,  D'),  si  (A)  est  intérieur  à  cet  angle.  Dans  tous  les  cas,  on 
choisit  pour  la  mesure  de  l'angle  (D,  D'j  l'angle  dont  la  demi, 
droite  a  tourné. 

En  particulier,  quand  on  prend  pour  la  demi-droite  (A),  la  di- 
rection négative  sur  l'axe  des  x,  l'angle,  défini  comme  on  vient  de 
le  faire,  de  la  direction  positive  sur  le  même  axe  et  d'une  direction 
quelconque  n'est  autre  chose  que  la  valeur  principale  de  l'angle  de 
ces  deux  directions. 

279.  —  Un  cercle  dont  le  centre  est  le  point  (x0,  y0)  et  dont  le 
rayon  est  le  nombre  positif  r  est  l'ensemble  (le  lieu)  des  points 
dont  la  distance  au  centre  (x0>  j0)  est  r  ;  c'est  donc  l'ensemble  des 
points  dont  les  coordonnées  x,  y  vérifient  l'équation 

(x  —  xoy  +  (y  —  y0)2  =  r2  ; 

ces  points  sont  sur  le  cercle,  qui  passe  par  chacun  d'eux.  L'ensem- 
ble  des  points  dont  la  distance  au  centre  est  moindre  que  r  cons- 
titue l'intérieur  du  cercle  ;  je  dirai  de  tous  ces  points  et  des  points 
situés  sur  le  cercle  qu'ils  appartiennent  au  cercle  :  l'ensemble  des 
points  dont  la  distance  au  centre  est  plus  grande  que  r  constitue 
l'extérieur  du  cercle.  Sur  le  segment  qui  joint  un  point  intérieur  au 
cercle  à  un  point  extérieur,  entre  les  deux  extrémités,  il  y  a  un 
point  du  cercle  et  un  seul.  Le  segment  qui  joint  deux  points  inté- 
rieurs au  cercle  est  tout  entier  intérieur  au  cercle.  Sur  chaque 
demi- droite  qui  a  son  origine  à  l'intérieur  du  cercle  il  y  a  un  point 
du  cercle  et  un  seul.  Les  théorèmes  classiques  sur  l'intersection 
d'une  droite  indéfinie  et  d'un  cercle,  sur  l'intersection  mutuelle  de 
deux  cercles,  et  sur  les  positions  relatives  de  deux  cercles  s'établis- 
sent sans  aucune  difficulté. 
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Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  égaux  sont  des  figures  égales. 
Tous  les  points  situés  sur  le  cercle  de  rayon  r  et  de  centre  (x0,  y0  > 
s'obtiennent  en  attribuant  à  la  variable  u,  dans  les  formules 

(1)  x  =  x0  -+-  r  cos  co,       y  =  y0  -h  rsin  w, 

toutes  les  valeurs  qui  appartiennent  à  un  intervalle  dont  l'écart  est 
2  7r  ;  les  valeurs  extrêmes  donnent  le  même  point  ;  les  autres  points 
ne  sont  obtenus  qu'une  fois.  Si  l'on  fait  varier  &>  dans  un  intervalle 
d'écart  moindre,  on  obtient  un  arc  de  cercle. 

Si,  dans  les  mêmes  formules,  on  regarde  w  comme  une  variable 
qui  doit  appartenir  à  un  intervalle  d'écart  égal  à  2  n  et  r  comme 
une  variable  qui  doit  appartenir  à  l'intervalle  (0,  R),  l'ensemble 
des  points  distincts  ainsi  obtenus  sera  l'ensemble  des  points  qui 
appartiennent  au  cercle  de  centre  [x0,  y0)  et  de  rayon  R.  Cet  en- 
semble comprend  les  points  intérieurs  au  cercle  et  les  points  situés 
sur  le  cercle. 

280.  —  L'ensemble  des  points  dont  la  distance  réduite  à  un  point 
fixe  (x0,  y0)  est  égale  à  un  nombre  positif  donné  r  constitue  un 
carré  (ou,  si  l'on  veut,  le  contour  d'un  carré)  dont  les  côtés  sont 
des  segments  parallèles  aux  axes  et  ont  pour  longueur  2  r.  ;  l'en- 
semble des  points  dont  la  distance  réduite  au  centre  (x0,  y(l)  du 
carré  est  moindre  que  r  constitue  ['intérieur  du  carré  ;  je  dirai  des 
points  intérieurs  au  carré  et  situés  sur  le  carré  qu'ils  appartiennent 
au  carré  ;  l'ensemble  des  points  dont  la  distance  réduite  au  centre 
(x0,  y0)  du  carré  est  plus  grande  que  r  constitue  l'extérieur  du 
carré.  Le  lecteur  énoncera  sans  peine  des  propositions  pareilles  à 
celles  qu'on  vient  de  rappeler  pour  le  cercle. 

Plus  généralement,  on  dit  des  points  dont  les  abscisses  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (a,  a')  et  les  ordonnées  à  l'intervalle  b  b'  , 
qu'ils  appartiennent  à  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  axes  ('),  et  dont  les  sommets  sont  les  points  a,  b  ,  fa',  b  , 
(a',  b'),  (a,  b1").  Les  points  qui  sont  sur  le  rectangle  (sur  le  contour 
sont  ceux  des  points  précédemment  définis  dont  l'abscisse  est  é°-ale 


(')  Dans  ce  numéro  et  ceux  qui  le  suivent  immédiatement,  il  ne  sera  ques- 
tion que  de  tels  rectangles  ;  aussi  je  supprimerai  le  plus  souvent  les  mots 
«  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  ». 
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soit  à  a,  soit  à  a',  ou  dont  l'ordonnée  est  égale  soit  à  b,  soit  à  b'  : 
leur  ensemble  constitue  les  quatre  côtés  du  rectangle.  Les  points 
qui  appartiennent  au  rectangle  sans  être  sur  le  rectangle  sont  à 
Y  intérieur  du  rectangle.  Le  segment  de  droite  qui  joint  deux  points 
intérieurs  au  rectangle  est  tout  entier  intérieur  à  ce  rectangle.  Les 
points  qui  n'appartiennent  pas  au  rectangle  lui  sont  extérieurs.  Les 
dimensions  du  rectangle  sont  les  nombres  \a  —  a'  \,  \b  —  b'  \. 
L'aire  d'un  rectangle  est  le  produit  de  ses  dimensions.  La  distance 
réduite  de  deux  points  intérieurs  est  moindre  que  la  plus  grande 
des  dimensions. 

J'appellerai  premier  sommet  du  rectangle  le  sommet  qui  a  la 
plus  petite  abscisse  et  la  plus  petite  ordonnée,  troisième  sommet 
celui  qui  a  îa  plus  grande  abscisse  et  la  plus  grande  ordonnée  ;  le 
second  sommet  a  même  ordonnée  que  le  premier,  le  quatrième 
sommet  a  même  abscisse  que  le  premier.  Un  rectangle  est  déter- 
miné quand  on  donne  son  premier  et  son  troisième  sommet. 

Si  l'on  a  fl  <  a',  b  <<  b',  le  premier,  le  second,  le  troisième,  le 
quatrième  sommet  sont  les  points  (a,  6),  (a',  6),  (a',  b'),  (a,  b'  . 

La  distance  de  deux  points  appartenant  à  un  rectangle   est  au 

plus  égale  à  la  distance  du  premier  et  du  troisième  sommet,  ou  à 

[/h2  -h  k2,  en  désignant  par  h  et  k  les  dimensions  du  rectangle. 

T          .      /o+o'    6  +  i'\        ,  -,  , 

Le  point  I ,  )  est  le  centre  du  rectangle. 


281.  ■ — -Si deux  rectangles  (R),  (R')  sont  tels  que  tous  les  points 
qui  appartiennent  au  second  appartiennent  au  premier,  je  dirai  que 
le  premier  contient  le  second.  En  désignant  par  {ai,  a[\  (bL,  6,')  les 
intervalles  auxquels  doivent  appartenir  respectivement  les  abscisses 
et  les  ordonnées  des  points  qui  appartiennent  au  second  rectangle 
(R,),  et  en  supposant  a  <;  a! ,  b  <  b' ,  a,  ■<  a[,  b\  <<  b[,  dire  que 
(R)  contient  (R,)  revient  à  dire  que  l'on  a  a  <  a{  •<  a[  <  a' , 
è^è1<61'<6'. 

Considérons  deux  systèmes  de  nombres 

«,,  a.2.  ...,  an_)_i, 

&i,  b.2 bp+l 

tels  que  l'on  ait 

ai  <  aî  <  ■••  <  ««+i>      L'l  <b2<  ...  <  bp+1  ; 
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le  rectangle  (R)  dont  le  premier  et  le  troisième  sommet  sont  les 
points  (a{,  b^),  («■+*,  6*4-1)  contient  chacun  des np  rectangles  (Ri,;j 
(i=.i,  2,  ...  n  ;  j  =  i..  2,  ...  p)  dont  le  premier  et  le  troisième 
sommet  sont  les  points  (a»,  &/),  V/i+i,  fej.-H.)-  Réciproquement  cha- 
que point  du  rectangle  (R)  appartient  à  un  au  moins  des  rectangles 
(Ri,,/)  ;  s'il  est  intérieur  à  l'un  de  ces  rectangles,  il  n'appartient 
qu'à  lui.  On  peut  décomposer  de  cette  façon  en  np  rectangles  tout 
rectangle  (R)  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes.  L'aire  du 
rectangle  (R)  est  la  somme  des  aires  des  rectangles  (Ri,/). 

Considérons  deux  suites  de  nombres,   indéfinies  dans  les  deux 
sens, 

...  a_n_l,  a_n,  ...,  a_i,  a0,  al7  ...,  a/n,  otn-fi»  ■■•■> 
...  6_„_i}  »_„,  ...,  h_i,  b0,  &j,  ...,  bn,  bnJri,  ..., 

telles  que,  pour  l'une  et  l'autre  suite,  les  termes  aillent  en  crois- 
sant avec  l'indice  et  que  l'on  ait 

lim.  a„  =  -h  co  ,       lim.  a_n  =  — ■  co  , 

n  =  co  n  =  co 

lim.  6„  =  4-  co  ,        lim.  b_n  =  —  co   ; 

n  =  co  n  =  co 

les  parallèles  aux  axes  dont  les  équations  sont  de  la  forme  x  =  a,, 
d'une  part,  y  =  bj,  de  l'autre,  en  désignant  par  i,  j  des  entiers 
quelconques,  partagent  le  plan  en  bandes  indéfinies  ;  une  de  ces 
bandes  est,  par  exemple,  l'ensemble  des  points  dont  les  abscisses 
appartiennent  à  l'intervalle  (a;,,  cu^-i)  ;  une  autre  est  l'ensemble  des 
points  dont  les  ordonnées  appartiennent  à  l'intervalle  (bj,  bj+*). 

L'ensemble  des  droites  x  =  ai,  y  =  bj  détermine  ce  que  j'appel- 
lerai un  quadrillage  du  plan  ;  le  plan  se  trouve  décomposé  en  rec- 
tangles tels  que  le  rectangle  dont  le  premier  et  le  troisième  sommet 
sont  les  points  respectifs  (ai,  bi),  (ai+i,  6/4-1).  Un  point  quelconque 
du  plan  appartient  à  l'un  de  ces  rectangles  au  moins  ;  il  peut  appar- 
tenir à  un  seul,  à  deux  ou  à  quatre. 
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II.  —  SUITES;  ENSEMBLES;  LIENS;  FONCTIONS 

282.  —  Nous  aurons  à  considérer  des  suites  et  des  ensembles  de 
points;1).  Un  très  grand  nombre  de  définitions  et  de  propositions 
relatives  aux  suites  et  aux  ensembles  de  nombres  ou  de  points  suc 
un  axe)  s'étendent  immédiatement  aux  suites  et  aux  ensembles  de 
couples  des  deux  nombres  ;  ou  de  points  dans  le  plan  !  :  je  résume 
ci-dessous  les  principales  :  lorsqu'il  n'y  aura  pas  d'explications, 
c'est  qu'elles  sont  inutiles  ou  que  celles  qu'on  a  données  au  cha- 
pitre III  suffisent.  On  a  toutefois  à  remplacer  les  différences  entre 
les  nombres  par  des  distances  entre  les  points  ;  on  considérera,  sui- 
vant que  cela  est  plus  commode,  des  distances  réduites  ou  des 
distances  vraies;  remarquons  d'ailleurs,  une  fois  pour  toutes,  que 
lorsqu'on  dit  que  la  distance  de  deux  points  tend  vers  o  ou  croit  in- 
définiment, il  n'importe  pas  que  la  distance  soit  réduite  ou  non, 
puisque   le   rapport   de   l'une   à   l'autre    appartient   à    l'intervalle 

(«■£); 

Considérons  une  suite  de  points    xn,  yn)  ■  n  =  i,  2,  ...,  x     : 
on  dit  que  le  point  (xn,  Jn),  admet,  pour  n  infini,  le  point   a,  h 
comme  limite,  lorsque  la  distance  des  deux  points  \Xn,  V,     a,  h 
a  pour  limite   o   quand   n   augmente  indéfiniment.    Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  l'on  ait 

lim.    xn  3=2  a       ,        lira.    yn  =  b. 


(')  Le  mot  point  est  pris  ici  dans  le  sens  du  n°  271  :  c'est  un  système  de 
deux  nombres  ;  le  langage  adopté  dans  le  premier  Volume  peut  prêter  à 
quelques  confusions,  qu'il  suffit  de  signaler  au  lecteur  pour  qu'il  n'y  tombe 
pas  :  jusqu'au  présent  chapitre,  le  mot  point  a  été  en  effet  systématiquement 
confondu  avec  le  mot  nombre  ;  c'est  ainsi  qu'on  a  dit  un  point  d'accumulation 
d'un  ensemble  de  nombres  ;  alors  un  point  était  un  seul  nombre  :  c'est,  main- 
tenant, un  système  de  deux  nombres  :  au  point  de  vue  géométrique  on  peut 
dire  qu'il  s'agissait  alors  de  points  sur  un  axe  et  qu'il  s'agit  maintenant  de 
points  dans  le  plan.  Quand  il  s'agira  d'ensembles  tels  que  ceux  qu'on  a  princi- 
palement considérés  jusqu'ici,  dont  chaque  élément  est  un  nombre,  et  lorsque 
quelque  confusion  sera  à  craindre,  je  dirai  élément  d'accumulation  au  lieu  de 
point  d'accumulation  ;  ce  dernier  terme  sera,  au  contraire,  employé  pour  les 
ensembles  de  points,  tels  que  je  les  considère  actuellement. 
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On  dit  qu'un  ensemble  (E)  de  points  est  borné  quand  les  abscisses 
et  les  ordonnées  de  ses  points  sont  moindres  en  valeur  absolue 
qu'un  nombre  positif  P  ;  il  est  clair  que  les  points  de  l'ensemble 
sont  intérieurs  au  carré  dont  les  sommets  sont  les  points  (±P,±P)  ; 
au  reste  l'ensemble  des  abscisses  des  points  de  (E)  admet  dans  ce 
cas  une  borne  inférieure  a,  et  une  borne  supérieure  a'  ;  de  même 
l'ensemble  des  ordonnées  des  points  de  (E)  admet  une  borne  infé- 
rieure 6  et  une  borne  supérieure  b'  ;  tous  les  points  de  l'ensemble  (E) 
appartiennent  au  rectangle  donc  le  premier  et  le  troisième  sommet 
sont  les  points  (a,  b)  (a!,  b')  :  ce  rectangle  se  réduirait  à  un  seg- 
ment de  droite  si  l'on  avait  a  =  a',  ou  6  =  6',  à  savoir,  dans  le  pre- 
mier cas,  au  segment  dont  les  extrémités  seraient  les  points  (a,  b  , 
(a,  b')  ;  cette  circonstance,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  ne  peut 
se  présenter  que  dans  le  cas  où  tous  les  points  de  (E)  appartien- 
draient à  ce  segment.  Les  notions  de  bornes  supérieure  et  infé- 
rieure ne  s'étendent  pas  aux  ensembles  de  points  tels  que  nous  les 
considérons  actuellement. 

L'écart  d'un  ensemble  borné  de  points  est  la  borne  supérieure  de 
l'ensemble  des  distances  de  deux  points  de  cet  ensemble. 

On  appelle  point  d'accumulation  d'un  ensemble  infini  (E)  de 
points  un  point  A  tel  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  posi- 
tif s,  il  y  ait  une  infinité  de  points  appartenant  à  E)  dont  la  dis- 
tance (réduite  ou  non)  au  point  A  soit  moindre  que  s.  Le  point  A 
peut  d'ailleurs  appartenir  on  non  à  (E).  Si  A  n'est  pas  un  point 
d'accumulation  de  (E),  on  peut  regarder  ce  point  comme  le  centre 
d'un  cercle,  ou  d'un  carré,  auquel  n'appartiennent  aucun  point 
de  (E)  sauf  A  lui-même,  si  A  appartient  à  E  :  dans  ce  dernier 
cas,  A  est  un  point  isolé  de  l'ensemble. 

Si  un  ensemble  (E)  de  points  est  borné  et  s'il  comprend  une 
infinité  de  points,  il  admet  au  moins  un  point  d'accumulation. 

Soient  en  effet  (A)  l'ensemble  des  abscisses  et  (B)  l'ensemble  des 
ordonnées  des  points  de  (E).  Ces  deux  ensembles  sont  bornés.  A 
chaque  élément  a  de  (À)  correspondent  les  points  de  (E),  en  nom- 
bre fini  ou  infini,  dont  l'abscisse  est  a  ;  je  dirai  que  les  ordonnées  de 
ces  points  sont  les  éléments  de  (B)  qui  correspondent  à  a  et  j'en 
désignerai  l'ensemble,  fini  ou  infini,  par  (B„  . 

S'il  y  a  dans  (A)  un  élément  a  auquel  correspondent  une  infi- 
nité de  points  de  (E),  et,  par  conséquent,  un  ensemble  infini    l>„  , 
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ce  dernier  ensemble  admettra  un  élément  d'accumulation  6,  et  le 
point  (a,  b)  sera  un  point  d'accumulation  de  (E).  Cette  circons- 
tance se  produira  certainement  si  (A)  est  fini  :  car  s'il  n'y  avait, 
dans  (À),  que  p  nombres  distincts,  et  si  à  chacun  de  ces  nombres 
ne  correspondaient,  dans  (B)  qu'un  nombre  fini  d'éléments,  au 
plus  égal  à  q,  il  y  aurait,  au  plus,  pq  points  dans  (E). 

Si,  maintenant,  l'ensemble  (A)  est  infini,  soit  a  un  de  ses  élé- 
ments d'accumulation  ;  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positifs, 
il  y  aura  une  infinité  de  points  de  (E)  dont  les  abscisses,  distinctes 
de  ai,  appartiendront  à  l'intervalle  (a.  —  s,  a  -+-  s)  ;  soient  E  (s)  l'en- 
semble de  ces  points,  B  (s)  l'ensemble  de  leurs  ordonnées;  si  l'on 
a  s"  >  s',  il  est  clair  que  E  (s")  contiendra  E  c'  ,  c'est-à-dire  que  tout 
point  de  E  (s')  sera  un  point  de  E  (s"),  que  B  (s")  contiendra  B  (s')  ; 
donc  (n°  156),  il  y  aura  au  moins  un  nombre  5  qui  appartiendra 
à  tous  les  ensembles  B  (s),  ou  qui  sera  pour  chacun  d'eux  un  élé- 
ment d'accumulation.  Dans  les  deux  cas,  le  point  (a,  |3)  sera  un 
point  d'accumulation  de  (E)  :  dans  le  premier  cas,  parce  qu'il  y 
aura  dans  (E),  quelque  petit  que  soit  le  nombre  s,  au  moins  un 
point  d'ordonnée  |3  dont  l'abscisse,  .autre  que  a,  appartiendra  à 
l'intervalle  (a  —  s,  a  H-  s)  ;  dans  le  second  cas,  parce  que,  quelque 
petits  que  soient  les  nombres  positifs  z,  r,  il  y  aura  dans  (E)  au 
moins  un  point,  dont  l'abscisse,  autre  que  a,  appartiendra  à  l'in- 
tervalle (a  —  s,  a  -h  s)  et  l'ordonnée  à  l'intervalle  (|3  —  r,,  (j  H-  r,  . 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  par  la  démonstration  précédente, 
se  trouve  établie  la  proposition  que  voici  : 

Soient  (E)  un  ensemble  de  points,  infini  et  borné,  et  D  une 
droite  parallèle  à  l'axe  des  y  :  si  l'on  sait  que,  quelque  petit  que 
soit  le  nombre  positif  s,  il  y  a  une  infinité  de  points  dans  (E)  qui 
sont  à  une  distance  de  (D),  inférieure  à  s,  on  peut  affirmer  qu'il  y 
a,  sur  la  droite  (D),  un  point  d'accumulation  de  (E).  Le  lecteur 
n'aura  aucune  peine  à  reconnaître  que  la  proposition  subsiste  lors 
même  que  la  droite  (D)  n'est  pas  parallèle  à  l'un  des  axes  de  coor- 
données. 

L'ensemble  des  points  d'accumulation  d'un  ensemble  (E)  est 
l'ensemble  dérivé  (E')  de  (E). 

Un  ensemble  infini  borné  est  dit  clos,  fermé,  ou  complet  s'il 
contient  tous  ses  points  d'accumulation. 
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L'ensemble  dérivé  d'un  ensemble  borné  est  clos,  ou  ne  contient 
qu'un  nombre  fini  de  points. 

Un  ensemble  clos  est  parfait  s'il  coïncide  avec  son  dérivé. 

Si  l'ensemble  (E)  contient  l'ensemble  (Ei),  l'ensemble  dérivé  ('E') 
de  (E)  contiendra  l'ensemble  dérivé  ÇE't)  de  (En). 

L'ensemble  des  points  qui  appartiennent  à  un  rectangle  (ou  à  un 
cercle)  est  clos.  L'ensemble  des  points  intérieurs  à  un  rectangle 
(ou  à  un  cercle)  n'est  pas  clos,  puisque  les  points  du  contour  (ou 
de  la  circonférence)  sont  des  points  d'accumulation  et  n'appar- 
tiennent pas  à  l'ensemble. 

283.  —  La  proposition  du  n°  156  se  généralise  aussi  immé- 
diatement. 

Désignons  par  (P)  un  ensemble  de  nombres  posilifs  dont  o  soit 
un  élément  d'accumulation,  qui  n'appartient  d'ailleurs  pas  à  (P). 
Regardons  les  nombres  qui  constituent  (P)  comme  des  valeurs 
attribuées  à  la  variable  s. 

Soit  E(s)  un  ensemble  de  points,  déterminé  pour  chaque  valeur 
de  s  appartenant  à  (P).  Je  suppose  essentiellement,  sur  l'ensemble 
E(z),  qu'il  existe,  c'est-à-dire  qu'il  contient  des  points,  en  nombre 
fini  ou  infini,  pour  chaque  valeur  £  de(P;.  Je  suppose  en  outie 
qu'il  satisfasse  aux  deux  conditions  suivantes. 

i°  Si  s'  et  s"  appartiennent  à  (P)  et  si  l'on  a  s'  >  s",  l'ensemble 
E(z')  contient  l'ensemble  E{i). 

2°  L'ensemble  E[z)  est  borné,  quelque  soit  le  nombre  £  appar- 
tenant à  (P). 

Sous  ces  conditions,  je  dis  qu'il  existe  au  moins  un  point  k  qui 
appartient  à  tous  les  ensembles  E(z)  ou  qui,  pour  chacun  de  ces 
ensembles,  est  un  point  d'accumulation. 

Soient,  en  effet,  A(e)  et  B(s)  l'ensemble  des  abscisses  et  l'en- 
semble des  ordonnées  des  points  de  E(s).  A  chaque  élément  a  de 
A  (s)  correspondent  un  ou  plusieurs  points  de  &(£),  qui  ont  pour 
abscisse  a;  à  chaque  élément  a  de  A  (s)  correspondent  par  consé- 
séquent  un  ou  plusieurs  éléments  de  B(s),  à  savoir  les  ordonnées 
de  ces  points  de  E(s)  qui  ont  a  pour  abscisse. 

On  voit  tout  de  suite,  par  le  théorème  du  n°  156,  qu'il  existe 
au  moins  un  nombre  x  qui  appartient  à  tous  les  ensembles  A  £  ou 
qui  est,  pour  chacun  d'eux,  un  élément  d'accumulation. 
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Plaçons-nous  dans  le  premier  cas  :  x  appartient  à  tous  les  en- 
sembles A  (s).  Soit  B  (s)  l'ensemble  des  ordonnées  des  points  de  E  's) 
dont  l'abscisse  est  x  ;  B'  (z)  est  borné  ;  il  existe,  quelque  soit  le 
nombre  £  appartenant  à  P  ;  B'  (Y)  contient  B'  (s")  si  l'on  a  s'  >>  s.". 
Il  y  a  donc  (n°  156)  un  nombre  rt  qui  appartient  à  tous  les  en- 
sembles B'(s)  ou  qui  est,  pour  chacun  de  ces  ensembles,  un  élé- 
ment d'accumulation  ;  dans  la  première  hypothèse,  le  point  (x,  Y}) 
appartient  à  tous  les  ensembles  E(e)  ;  dans  la  seconde  hypothèse, 
il  est,  pour  chacun  d'eux,  un  élément  d'accumulation. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  second  cas  :  x  est  pour  chacun 
des  ensembles  A  (s),  un  élément  d'accumulation.  Désignons  par  (D) 
le  parallèle  à  l'axe  des  y  dont  l'équation  est  x  =  x.  Dans  chaque 
ensemble  E(È)  il  y  a  une  infinité  de  points  dont  la  distance  à  D 
est  moindre  que  tel  nombre  positif  qu'on  voudra,  il  y  a  donc 
sur  D  un  ou  plusieurs  points  d'accumulation  de  E  ir  Soit  mainte- 
nant B'(s)  l'ensemble  des  ordonnées  de  ces  points  d'accumulation  : 
on  voit  comme  tout  à  l'heure  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  •/]  qui 
appartient  à  tout  les  ensembles  B''(s)  ou  qui,  pour  chacun  d'eux, 
est  un  élément  d'accumulation.  Dans  les  deux  hypothèses  le 
point  (x,  '/])  est  un  point  d'accumulation  pour  tous  les  ensem- 
bles EU),  puisqu'il  y  a,  dans  chacun  de  ces  ensembles  un  point 
dont  l'abscisse  est  aussi  voisine  qu'on  veut  de  x  et  dont  l'ordonnée 
est,  ou  yj,  ou  un  nombre  aussi  voisin  de  77  qu'on  le  veut. 

L'ensemble  E(o)  des  points  k,  dont  on  vient  de  démontrer  l'exis- 
tence, et  qui  appartiennent  à  tous  les  ensembles  El  ou  sont  des 
points  d'accumulation  pour  tous  ces  ensembles,  est  clos,  ou  ne 
contient  qu'un  nombre  fini  de  points. 

Si  k'  est  un  point  quelconque  qui  n'appartienne  pas  à  l'ensem- 
ble E(ù),  on  peut  fixer  des  nombres  posiLifs  s0,  rl0  tels  que  dans  le 
carré,  ou  le  cercle,  dont  le  centre  est  k'  et  dont  le  demi-côté,  ou  le 
rayon,  est  rl0  il  n'y  ait  aucun  point  de  l'ensemble  E(s.)  si  l'on  a 

£  <  £0- 

Si  tous  les  ensembles  E  (s)  sont  clos,  l'ensemble  E[o)  est  con- 
tenu dans  chacun  de  ces  ensembles. 

Si  l'on  considère  une  suite  infinie  de  rectangles 

(RO.  (RJ,  -.,  (R„).  ». 

tels  que  chacun  d'eux  contienne  le  précédent  et  que  les  dimensions 


l56  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

de  (R„)  aient  pour  limite  o  quand  n  croît  indéfiniment,  le  point 
(xn,  yn),  assujetti  seulement  à  appartenir  au  rectangle  Rn,  a  pour 
limite,  quand  n  croît  indéfiniment,  un  point  (a,  b)  appartenant  à 
tous  les  rectangles. 

Les  propositions  et  définitions  contenues  dans  les  numéros  80, 
81,...,  86  s'étendent  sans  difficulté  ainsi  que  les  démonstrations. 

284.  —  Soit  (E)  un  ensemble  de  points  ;  supposons  que,  à  chaque 
point  de  cet  ensemble,  corresponde  un  nombre  que  l'on  regarde 
comme  une  valeur  attribuée  à  une  lettre/:  on  dit  que/ est  une 
fonction  déterminée  des  deux  variables  (x,  y)  dans  l'ensemble  (E); 
on  entend  par  là  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  ces  variables 
qui  est  un  point  de  (E)  correspond  une  valeur  de/,  que  l'on  désigne 
par  f(x,  y).  Si  l'on  définit  (ou  si  l'on  donne)  le  mode  de  corres- 
pondance, en  sorte  que,  pour  chaque  point  fx,  y)  de  l'ensemble 
on  puisse  calculer  la  valeur  de/",  la  fonction  est  définie  ou  donnée) 
dans  l'ensemble. 

Une  fonction  de  deux  variables  n'est  donc  autre  chose  qu'un 
mode  de  correspondance  entre  les  éléments  d'un  ensemble  E  for- 
mé de  couples  de  nombres,  de  points  si  l'on  veut,  et  les  éléments 
d'un  ensemble  (/)  formé  de  nombres,  à  savoir  les  valeurs  distinctes 
que  prend  la  fonction  pour  les  différents  points  de  (E). 

Au  lieu  d'employer  deux  lettres  x,  y  pour  désigner  un  point, 
rien  n'empêche  d'employer  une  seule  lettre,  z  par  exemple,  et  de 
donner  au  symbole /(z)  exactement  le  même  sens  qu'au  symbole 
f(x,  y)  ;  on  dira,  si  l'on  veut,  que/  est  une  fonction  du  point  z; 
ceci  permet  de  rapprocher  les  définitions,  énoncés  et  démonstra- 
tions qui  concernent  les  fonctions  de  deux  variables  des  définitions, 
énoncés  et  démonstrations  qui  concernent  les  fonctions  d'une  seule 
variable,  et  que  l'on  a  développés  au  Chapitre  IV.  Le  langage  em- 
ployé dans  ce  chapitre  se  transporte  à  peu  près  textuellement  dans 
la  théorie  qui  nous  occupe,  à  la  condition,  lorsque  z  et  z'  désignent 
deux  points,  de  regarder  le  symbole  \z  —  z'  \  comme  représentant 
la  distance  des  deux  points,  réduite  ou  non  suivant  que  l'on  verra 
quelque  commodité  à  adopter  l'une  ou  l'autre  (1). 


(')  Lorsqu'il  sera  question  des  variables  imaginaires,  ce  symbole  représentera 
exclusivement  la  dislance  vraie,  et  non  la  distance  réduite,  des  deux  points  z,  :' . 
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Parmi  les  propositions  et  définitions  que  j'ai  en  vue,  je  me  con- 
tenterai de  rappeler  les  suivantes,  qui  sont  particulièrement  impor- 
tantes. 

La  fonction /(z),  déterminée  dans  l'ensemble  de  points  (E.),  est 
dite  bornée  en  haut,  ou  en  bas,  si  l'ensemble  des  valeurs  dis- 
tinctes qu'elle  prend  pour  les  différents  points  de  (E)  est  borné  en 
haut  ou  en  bas.  Elle  sera  dite  bornée  (sans  épithète,  si  elle  est  bor- 
née en  haut  et  en  bas  ;  son  écart  dans  l'ensemble  (E)  est  alors  la 
différence  M  —  m  entre  sa  borne  supérieure  M  et  sa  borne  infé- 
rieure m. 

Lorsque  a  est  un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  (E),  de 
coordonnées  a,  fi,  on  dit  que  la  fonction  f(z)  ou  f(x,  y)  admet 
pour  z  =  a  la  limite  A  et  l'on  écrit 

lim.  f(z)  =  A,  ou  \im.  J  (x,  y)  =  A, 

z  =  a  x  =  a,  y  =  [3 

pour  dire  quy,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positifs,  il  lui  cor- 
respond un  nombre  positif  •/}  tel  que  l'on  ait 

l/(2)-A|<Eou|/(x,j)-A|<£ 

pour  tous  les  points  z,   ou  (x,  y),  qui  appartiennent  à  l'ensemble 

(E)  et  dont  la  distance  au  point  a,  ou  (a,  fi),  est  moindre  que  r,. 
Si  le  point  d'accumulation  a  appartient  à  l'ensemble  (E),  et  si 

les  conditions  précédentes  sont  vérifiées,  on  dira  que  la  fonction 
f(z)  est  continue  en  ce  point. 

Supposons  que  l'ensemble  (E)  soit  clos  et  que  la  fonction  f  z 
soit  continue  en  chacun  des  points  d'accumulation  de  (E)  :  cette 
fonction  jouira  des  propriétés  que  je  vais  énoncer  en  désignant  par 

(F)  l'ensemble  des  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  dans  (E). 

i°  La  fonction  f[z)  est  bornée  dans  l'ensemble  (E)  ;  en  d'autres 
termes,  l'ensemble  (F)  est  borné. 

2°  La  fonction  f(z)  atteint  sa  borne  supérieure  M  et  sa  borne 
inférieure  m  ;  en  d'autres  termes,  il  y  a  un  point  de  l'ensemble 
(E)  pour  lequel  on  a  f(z)  =  M,  et  un  point  pour  lequel  on  a 
f(z)  =  m.  Plus  généralement,  l'ensemble  (F)  est  ou  clos,  ou  com- 
posé d'un  nombre  fini  d'éléments. 

La  fonction /(z)  est  uniformément  continue  dans  l'ensemble  (E), 
«'est-à-dire  qu'à  chaque  nombre  positifs,  si  petit  qu'il  soit,  on  peut 
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faire  correspondre  un  nombre  yj  tel  que  l'on  ait  \f(z)  — f(z')  \  <C  £ 
sous  la  condition  que  les  points  z,  z'  appartiennent  à  l'ensemble 
(E)  et  que  leur  distance  soit  moindre  que  r, . 

Lorsqu'on  dit  qu'une  fonction  f(x,  y)  est  continue  en  un  point 
x0,  y0,  sans  parler  de  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  cette 
fonction  est  définie,  on  sous-entend  que  la  fonction  est  définie  non 
seulement  en  ce  point,  mais  aux  environs,  c'est-à-dire,  par  exemple, 
pour  l'ensemble  des  points  appartenant  à  un  rectangle  de  centre 
x0,  y0  et  dont  les  dimensions  h,  k  sont  d'ailleurs  aussi  petites  qu'on 
le  veut  ;  dès  lors  le  point  x0,  j0  étant  un  point  d'accumulation  pour 
cet  ensemble,  la  définition  de  la  continuité  s'applique. 

285.  —  La  distance  d'un  point  fixe  A  aux  différents  points  d'un 
ensemble  clos  (E)  est  une  fonction  continue  dans  cet  ensemble  ;  la 
borne  inférieure  r  de  cette  fonction  est  atteinte  pour  un  certain 
point  (au  moins)  de  l'ensemble  (E)  ;  elle  est  par  définition  la 
distance  du  point  A  à  l'ensemble  :  elle  n'est  nulle  que  si  A  appar- 
tient à  (E). 

Le  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre  avec  le  rayon  r  ne 
contient  à  son  intérieur  aucun  point  de  (E)  ;  c'est  le  plus  grand 
cercle  possible,  de  centre  A,  qui  jouisse  de  cette  propriété.  Il  con- 
tient sur  sa  circonférence  un  ou  plusieurs  points  de  (E),  dont  la 
distance  à  A  est  égale  à  r. 

La  dislance  du  point  A  à  (E)  peut  être  regardée  comme  une 
fonction  r(A)  de  ce  point,  définie  pour  tout  point  A;  considérée 
de  cette  façon,  /'(A)  est  une  fonction  continue  en  chaque  point  : 
cela  résulte  de  ce  que  la  différence  r(A)  —  r(A')  est  au  plus  égale 
en  valeur  absolue  à  la  distance  A  A'  des  deux  points  A,  A'  :  car  s'il 
en  était  autrement,  l'un  des  deux  cercles  décrits  respectivement  des 
points  A,  A'  comme  centres,  avec  les  rayons  r(A),  r  A')  serait 
intérieur  à  l'autre  ;  supposons  que  ce  soit  le  premier  ;  on  pourrait 
alors  décrire  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  plus  grand 
que  r(A),  un  cercle  à  l'intérieur  duquel  il  n'y  aurait  aucun  point 
de  (E).  ' 

Considérons  deux  ensembles  clos  (E),  (E4).  La  distance  d'un 
point  de  (E)  à  l'ensemble  (Ej)  est  une  fonction  définie  et  continue 
dans  E;  ;  elle  atteint  sa  borne  inférieure,  qui  est  un  nombre  positif 
ou  nul  :  si  celte  borne  r}  n'est  pas  nulle-,  il  n'y  a  pas  de  point  de 
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CE y)  à  l'intérieur  de  n'importe  quel  cercle  décrit  d'un  point  de  (E) 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  iï  :  les  deux  ensembles  n'ont 
alors  aucun  point  commun. 

La  borne  r)  est  nulle  ou  positive  suivant  que  les  deux  ensembles 
ont  ou  n'ont  pas  de  point  commun  :  la  borne  inférieure  de  la  dis- 
tance d'un  point  de  (E)  à  (E,)  est  aussi  la  borne  inférieure  de  la  dis- 
tance d'un  point  de  (Ej)  à  (E)  :  elle  est,  par  définition,  la  distance 
des  deux  ensembles  (E),  (Ex)  ;  c'est  évidemment  la  borne  inférieure 
de  l'ensemble  des  distances  d'un  point  de  (E)  et  d'un  point  de  (E,j  : 
il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire  qu'il  y  a  un  couple  de  points 
appartenant  l'un  à  (E),  l'autre  à  (E,)  dont  la  distance  est  inférieure 
ou  égale  à  la  distance  de  deux  points  quelconques  pris  l'un  dans 
(E),  l'autre  dans  (E,).  De  même,  il  y  a  un  couple  de  points  appar- 
tenant respectivement  à  (E)  et  à  (E,)  dont  la  distance  est  supérieure 
ou  égale  à  la  distance  de  deux  points  quelconques,  pris  l'un  dans 
(E),  l'autre  dans  (E,).  Si  l'on  considère  un  seul  ensemble  clos  E  , 
il  y  a  dans  cet  ensemble  deux  points  dont  la  distance  est  égale  à 
l'écart  de  E  (n°  282) . 

Les  notions,  propositions  et  démonstrations  qui  précèdent  sub- 
sistent évidemment  quand  on  considère  des  distances  réduites  au 
lieu  des  distances  vraies. 

On  n'a  défini  la  distance  d'un  point  A  à  un  ensemble  que  pour 
un  ensemble  clos  et,  par  conséquent,  borné.  Mais  la  définition 
s'étend  à  un  ensemble  E),  môme  non  borné,  qui  contient  ses  points 
d'accumulation.  Dans  cet  ensemble  il  existe  toujours  un  point  M 
tel  que  la  distance  du  point  A  au  point  M  soit  inférieure  ou  égale 
à  la  distance  du  point  A  à  n'importe  quel  point  de  l'ensemble  et  la 
distance  du  point  A  au  point  M  est,  par  définition  la  distance  du 
point  A  à  l'ensemble  (E).  L'existence  du  point  M  s'aperçoit  immé- 
diatement en  imaginant  un  cercle  de  centre  A  qui  contienne  quel- 
que point  de  (E)  :  on  reconnaît  sans  peine  que  l'ensemble  des 
points  de  (E)  qui  appartiennent  au  cercle  est  fini  ou  clos,  etc. 

La  distance  d'un  ensemble  clos  E  à  un  ensemble  non  borné  Ej  , 
qui  contient  ses  points  d'accumulation  se  définit  d'une  façon  ana- 
logue ;  mais  si  les  deux  ensembles  (E),  (Ej),  tout  en  contenant  leurs 
points  d'accumulation,  ne  sont  bornés  ni  l'un,  ni  l'autre,  on  ne 
peut  pas  affirmer  l'existence  de  deux  points  appartenant,  l'un  à  E  , 
l'autre  à  (Ej)  tels  que  leur  distance  soit  inférieure  ou  égale  à  la  dis- 
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tance  de  deux  points  quelconques,  pris  l'un  dans  (E),  l'autre  dans 

(E,)- 

286.  —  Dans  le  présent  numéro,  je  représenterai  habituelle- 
ment un  point  par  une  seule  lettre  et  la  distance  de  deux  points 
P,  Q  par  le  symbole  |P  —  Q|  ou  |Q  —  Pj. 

Les  fonctions  de  point,  ou  de  deux  variables  x,  y,  dont  j'ai  parlé 
jusqu'ici  étaient  des  fonctions  numériques.  Une  généralisation 
toute  naturelle  consiste  à  considérer  un  point  B  comme  fonction 
d'un  point  A  ;  cela  revient  à  considérer  à  la  fois  deux  fonctions 
des  coordonnées  x,  y  du  point  A,  fonctions  qui  seraient  les  co- 
ordonnées du  point  B.  On  peut  encore  présenter  les  choses  comme 
il  suit  : 

Soit  (Jb)  un  ensemble  de  points  ;  je  réserverai  la  lettre  majus- 
cule A,  affectée  ou  non  d'indices  ou  d'accents,  pour  désigner  les 
points  de  cet  ensemble.  Supposons  qu'à  chaque  point  A  de  (Jb") 
corresponde  un  point  B,  que  j'appellerai  Vimage  du  point  A. 
J'emploierai  la  lettre  B,  affectée  des  mêmes  marques  que  A  pour 
désigner  le  point  correspondant  ainsi  à  A.  Les  points  B,  images 
des  points  de  (Jb),  forment  un  ensemble  ($).  En  disant  que  le  point 
B  est  une  fonction  ©(A)  du  point  A,  déterminée  dans  l'ensemble 
(Jb),  on  emploie  un  langage  pareil  à  celui  qu'on  a  expliqué  au 
n°  148. 

La  fonction  ©  (A)  est  dite  bornée  si  l'ensemble  (0j)  est  contenu 
dans  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine. 

Soit  a  un  point  d'accumulation  de  (Jb),  qui  peut  d'ailleurs  ap- 
partenir ou  non  à  (Jb).  Si  la  fonction  ©(A)  est  bornée,  on  a  une 
proposition  analogue  à  celle  du  n°  157  et  qui  se  démontre  de 
même  :  il  existe  un  ensemble  clos  ou  fini  de  points  aux  environs 
desquels  s'accumulent  les  images  de  points  A  voisins  de  a. 

Soient  en  effet  £  un  nombre  positif  quelconque,  Jb  Ys  l'ensemble 
des  points  A  qui  sont  à  une  distance  du  point  a  inférieure  à  s, 
et  %  (s)  l'ensemble  des  points  B  images  des  points  de  Jb(e).  L'en- 
semble &(e)  est  borné  ;  il  existe  (contient  des  points)  quelque  petit 
que  soit  £  ;  il  contient  l'ensemble  ÉB(s')  si  l'on  a  £  >  £'  ;  il  y  a  donc 
au  moins  un  point  b  qui  appartient  à  tous  les  ensembles  éB  Y  ou 
qui  est  pour  chacun  d'eux  un  point  d'accumulation  :  Je  désigne- 
rai par  $a  l'ensemble   des  points  b  qui  appartiennent  à  tous  les 
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ensembles  £B(s)  ou  qui  sont  pour  chacun  d'eux  point  d'accumula- 
tion. C'est  l'ensemble  dont  il  vient  d'être  question  :  chacun  de  ses 
points  b,  jouit  de  la  propriété  suivante  :  quels  que  soient  les 
nombres  positifs  a,  fi,  il  existe  un  point  À  tel  que  l'on  ait 

|A-a|.<«,     |B  -6|  =|o(A)  — 6|<j3; 

aucun  point  pris  en  dehors  de  l'ensemble  $>a  ne  jouit  de  cette  pro- 
priété. La  proposition  précédente  n'exige  évidemment  pas  que  la 
fonction  <p  (A)  soit  bornée  dans  tout  l'ensemble  (Jb),  mais  seule- 
ment aux  environs  du  point  d'accumulation  a,  c'est-à-dire  dans 
l'ensemble  (Jb')  des  points  de  (Jb)  qui  sont  à  une  distance  de  a 
moindre  que  tel  nombre  positif  donné  que  l'on  voudra. 

Si  le  point  d'accumulation  a  est  un  point  A0  de  (Jb),  on  dit  que 
la  fonction  ç>(A)  est  continue  en  ce  point  A0  pour  dire  qu'à  chaque 
nombre  positif  fi  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  a 
tel  que  l'inégalité  |A  —  AJ  <C  a  entraîne  l'inégalité  |B  —  B0j  <Cfi, 
en  désignant  par  B0,  B  les  images  des  points  A0,  A.  Pour  qu'il  en. 
soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  ©  A  soit  bornée  aux 
environs  du  point  A0  et  que  l'ensemble  fini  ou  clos  $Ao,  dont  on  a 
donné  la  définition  plus  haut,  se  réduise  au  point  B0.  La  démons- 
tration est  analogue  à  la  démonstration  d'une  proposition  du  même 
genre  que  l'on  a  donnée  au  n°  157. 

Si  l'ensemble  (Jb)  est  clos,  la  fonction  B  =  ©( A  est  dite  conti- 
nue dans  cet  ensemble,  lorsqu'elle  est  continue  en  chacun  de  ses 
points  d'accumulation.  Elle  est  alors  bornée  dans  tout  l'ensemble 
(,b)  ;  de  plus  elle  est  uniformément  continue  ;  c'est-à-dire  qu'à 
chaque  nombre  positif  fi  correspond  un  nombre  positif  a  tel  que 
l'inégalité  |A  —  A']  <C  a  entraîne  toujours  l'inégalité  |B  —  B'j  -<j3, 
quels  que  soient  les  points  A,  A'  de  l'ensemble  [Jb),  dont  B  et 
B'  sont  les  images.  La  démonstration  du  n°  162  se  transpose  en 
effet  ici  sans  difficulté. 

Je  vais  maintenant  faire  sur  l'ensemble  (Jb)  et  sur  la  fonction 
B  =  <p  (A)  les  suppositions  suivantes  : 

i°  L'ensemble  (Jb)  est  clos. 

2°  Les  images  de  deux  points  distincts  sont  des  points  distincts; 
en  d'autres  termes  la  correspondance  entre  les  deux  ensembles  (Jb) 
et  (£B)  est  parfaite.  Cette  supposition  entraine  les  conclusions  sui- 
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vantes  :  le  point  A  peut  être  regardé  comme  une  fonction  3>(B) 
du  point  B,  déterminée  dans  l'ensemble  (&),  de  même  que  le  point 
B  est  une  fonction  de  A,  déterminée  dans  l'ensemble  (Jb).  Les 
fonctions  B  =  <p(A),  A  =  O(B)  sont  inverses  l'une  de  l'autre 
(n°  168). 

3°  La  fonction  ©(A)  est  continue  dans  l'ensemble  (jb). 

L'ensemble  (£6),  d'après  ce  qui  précède,  est  borné;  je  vais  mon- 
trer qu'il  est  clos  et  que  la  fonction  $(B)  est  continue  dans  cet 
ensemble. 

Observons  d'abord  qu'il  résulte  évidemment  des  hypothèses 
précédentes  que  l'image  de  tout  point  d'accumulation  de  (Jb),  point 
qui  appartient  à  (Jb)  puisque  cet  ensemble  est  clos,  est  un  point 
de  (£B)  et,  de  plus,  un  point  d'accumulation  de  cet  ensemble. 

Pour  prouver  que  l'ensemble  (0J)  est  clos,  il  faut  prouver  que 
tout  point  d'accumulation  b  de  cet  ensemble  lui  appartient,  Or  b 
étant  un  point  d'accumulation  de  (£S),  il  existe,  comme  on  vient 
de  le  montrer,  au  moins  un  point  a,  tel  que,  quels  que  soient  les 
nombres  positifs  a,  |3,  il  y  ait  un  point  B  pour  lequel  on  a 

|B  — 6|<P,     |A  —  a\  ==  |*(B)  —  a\  <oc; 

l'ensemble  (Jb&)  des  points  a  qui  jouissent  de  celte  propriété  est 
clos  ou  fini.  Puisqu'il  y  a  des  points  A  de  (Jb)  aussi  voisins  de  a 
qu'on  le  veut,  a  est  ou  un  point  de  (Jb),  ou  un  point  d'accumula- 
tion de  (Jb  ;  c'est  toujours  un  point  de  (Jb),  puisque  cet  ensemble 
est  clos.  Pour  me  conformer  aux  notations  expliquées  plus  haut, 
je  désignerai  ce  point  a  par  A0  et  je  vais  montrer  que  le  point  b 
n'est  autre  que  l'image  B0  du  point  A0  ;  en  effet,  d'une  part,  il  y  a 
des  points  correspondants  A,  B  qui  sont  respectivement  aussi  voi- 
sins qu'on  le  veut  de  a  (ou  A0)  et  de  b  ;  d'autre  part,  en  vertu  de 
la  continuité  de  la  fonction  ?(A),  l'image  de  A  est  aussi  voisine 
qu'on  le  veut  de  B0,  pourvu  que  A  soit  suffisamment  voisin  de  A0  : 
ces  deux  affirmations  ne  peuvent  coexister  que  si  le  point  b  coïn- 
cide avec  B0.  D'une  part,  il  est  prouvé  que  le  point  b  appartient  à 
l'ensemble  (£B)  :  cet  ensemble  est  clos.  D'autre  part,  il  est  prouvé 
que  l'ensemble  (Jbi)  se  réduit  au  point  A0  ;  donc  la  fonction  (1>(B) 
est  continue  au  point  d'accumulation  b  (ou  B(1  ;  comme  le  raison- 
nement s'applique  à  tous  les  points  d'accumulation  de  l'ensemble 
($),  la  fonction  A  =  <Î>(B)  est  continue  dans  cet  ensemble. 
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Pour  exprimer  alors  les  propriétés  de  la  correspondance  entre  les 
deux  ensembles  (Jb)  et  ($),  je  dirai  que  cette  correspondance  est 
parfaite  et  continue. 

La  proposition  qu'on  vient  d'établir  s'applique  évidemment 
lorsque  l'ensemble  (Jb)  est  un  ensemble  de  points  situés  sur  l'axe 
des  x  ;  en  d'autres  termes,  elle  s'applique  aux  fonctions  d'une  va- 
riable :  à  ce  titre,  elle  complète  ce  qui  a  été  dit  aux  nos  168  et  169, 
dont  il  convient  de  la  rapprocher. 

Dans  le  cas  où  l'ensemble  (Jb)  est  un  ensemble  parfait,  les  autres 
conditions  étant  toujours  vérifiées,  il  en  est  évidemment  de  même 
de  l'ensemble  (&).  On  peut  supposer,  par  exemple,  que  l'ensemble 
(Jb)  soit  un  rectangle,  dont  chaque  point  A  ou  (x,  y)  est  défini  par 
les  inégalités 

et  que  chaque  point  correspondant  B  ou  (X,  Y)  soit  défini  par  les 
formules 

(0  x=/(œ.  y),         Y  =  g(x,y) 

oixfix,  y),  g(x,  y)  sont  des  fonctions  continues  dans  le  rectangle 
(Jb),  telles  que  l'on  n'ait  jamais  à  la  fois,  pour  deux  points  distincts 

(x,  y)  et  (x',  y')  de  ce  rectangle 

f{x>  y)  =f(x'>  y').      g(x>  y)  =  gix'>  y')  ; 

alors  le  rectangle  (Jb)  aura  pour  image  un  ensemble  parfait  (&)  et 
les  équations  (î)  définiront,  sans  ambiguïté,  deux  fonctions 

(a)  *  =  F(X,Y),        j  =  G(Y,Y) 

continues  dans  l'ensemble  parfait  (&),  fonctions  dont  les  valeurs 
x,  y  seront  toujours  les  coordonnées  d'un  point  du  rectangle  (Jb) 
et  vérifieront  les  équations  (i)  :  à  deux  systèmes  distincts  de  va- 
leurs pour  X,  Y  correspondront  des  systèmes  distincts  de  valeurs 
pour  x,  y. 

287.  —  Un  ensemble  de  points  (E)  étant  défini,  l'ensemble  (E0) 
des  points  qui  n'appartiennent  pas  à  (E)  est  défini  par  là  même  ; 
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on  peut  désigner  ces  deux  ensembles  (E),  (E0)  sous  le  nom  d'en- 
sembles complémentaires  (d). 

Un  point  frontière  d'un  d'ensemble  (E)  est  un  point  [qui  peut 
d'ailleurs  appartenir  ou  ne  pas  appartenir  à  (E)]  tel  que,  à  l'inté- 
rieur de  tout  cercle  décrit  de  ce  point  comme  centre,  il  y  ait  au 
moins  un  point  appartenant  à  (E)  et  un  point  n'appartenant  pas  à 
(E),  appartenant  par  conséquent  à  l'ensemble  complémentaire 
(E0)  ;  l'ensemble  des  points  frontières  de  (E)  est  la  frontière  (F)  de 
(E)  ;  cette  frontière  est  évidemment  commune  aux  deux  ensembles 
complémentaires  (E)  et  (E0)  ;  un  point  isolé  fait  partie  de  la  fron- 
tière de  (E).  Un  point  d'accumulation  de  (E)  fait  aussi  partie  de  la 
frontière  de  (E),  sauf  dans  le  cas  où  il  fait  partie  de  (E)  et  où  l'on 
peut,  de  ce  point  d'accumulation  comme  centre,  décrire  un  cercle 
tel  que  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle  appartiennent  aussi 
à  (E). 

Tout  ensemble  de  points,  autre  que  l'ensemble  des  points  du 
plan,  admet  une  frontière  :  il  n'y  a  lieu  à  démonstration,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire,  que  pour  un  ensemble  (E)  qui  n'admet  pas 
de  point  isolé,  et  qui  contient  cbacun  de  ses  points  d'accumulation 
ainsi  que  les  points  intérieurs  à  un  cercle  suffisamment  petit,  décrit 
de  ce  point  d'accumulation  comme  centre.  Soit,  s'il  est  possible,  A 
un  point  qui  n'appartienne  pas  à  un  tel  ensemble  (E).  Puisque 
l'ensemble  (E)  contient  ses  points  d'accumulation,  il  y  a  un  point 
B  appartenant  à  (E)  et  dont  la  distance  au  point  A  est  égale  ou 
inférieure  à  la  distance  du  point  A  à  n'importe  quel  point  de  (E)  : 
on  voit  tout  de  suite  que  les  points  du  segment  de  droite  limité 
aux  points  A  et  B  ne  peuvent  appartenir  à  (E),  sauf  le  point  (B)  : 
cela  est  d'ailleurs  impossible,  puisque  par  hypotbèse  on  peut  dé- 
crire du  point  B  comme  centre  un  cercle  tel  que  tous  les  points 
intérieurs  à  ce  cercle  appartiennent  à  , E).  Un  ensemble  de  points 
qui  n'a  pas  de  frontière  est  donc  l'ensemble  des  points  du  plan. 

Tout  point  d'accumulation  de  la  frontière  (F)  d'un  ensemble 
(E)  appartient  nécessairement  à  cette  frontière.  En  effet,  si,  de  ce 

(i)  Celte  définition  peut  s'étendre  :  si  i  E)  est  contenu  dans  l'ensemble  (G), 
l'ensemble  des  points  de  (C)  qui  n'appartiennent  pas  à  (E)  peut  être  regarde 
comme  l'ensemble  complémentaire  de  (E)  par  rapport  à  (G)  :  cet  ensemble 
complémentaire  n'existe  que  si  les  deux  ensembles  (E)  et  (C)  ne  sont  pas  iden- 
tiques. 
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point  d'accumulation  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  quel- 
conque, il  y  aura,  à  l'intérieur  de  ce  cercle  un  point  de  (F).  De  ce 
dernier  point  comme  centre  décrivons  un  second  cercle  assez  petit 
pour  qu'il  soit  contenu  tout  entier  à  l'intérieur  du  premier  :  le 
second  cercle,  décrit  d'un  point  frontière  comme  centre,  contien- 
dra au  moins  un  point  de  (E)  et  un  point  n'appartenant  pas  à  (E)  ; 
il  en  sera  de  même  du  premier  cercle,  dont  le  centre  est  donc  un 
poinl  frontière.  Si  (F)  est  un  ensemble  borné,  ce  sera  donc  un 
ensemble  clos  ou  fini.  Il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  quand  l'en- 
semble (E)  est  lui-même  borné.  Un  ensemble  clos  contient  sa 
frontière. 

La  distance  à  un  ensemble  clos  (E)  d'un  point  (A)  qui  ne  fait  pas 
partie  de  cet  ensemble  est  égale  à  la  distance  de  ce  point  à  la  fron- 
tière (F)  de  cet  ensemble  :  soit,  en  effet,  (B)  le  point  de  (E)  [ou  l'un 
des  points  de  (E)]  dont  la  distance  à  A  est  la  plus  petite  possible  ; 
les  points  du  segment  de  droite  dont  les  extrémités  sont  A  et  B  ne 
peuvent,  sauf  B,  appartenir  à  (E)  ;  il  en  résulte  que  B  appartient  a 
(F);  d'ailleurs,  puisque  tous  les  points  de  (F)  appartiennent  à  (E), 
il  ne  peut  y  avoir,  dans  (F),  un  point  plus  rapproché  de  A  que  le 
point  B. 

288.  —  Considérons  deux  points  (x0,  y0)y  (xy,  jt),  puis  deux 
fonctions  <?(£),  ^(/)  continues  dans  l'intervalle  (20,  t%)  et  telles  que 
l'on  ait 

L'ensemble  (T)  des  points  [<?(/),  <\>(l)],  obtenus  en  donnant  à  t 
toutes  les  valeurs  qui  appartiennent  à  l'intervalle  [t0,  t)  est  un 
ensemble  parfait. 

Tout  d'abord,  en  effet,  cet  ensemble  est  borné.  On  voit  ensuite, 
à  cause  de  la  continuité  des  fonctions  v(t),  <\>(t),  que  chacun  de 
ses  points  est  un  point  d'accumulation.  Enfin,  l'ensemble  (T)  n'a 
pas  de  point  d'accumulation  qui  ne  lui  appartienne  pas  :  en  effet 
si  (a,  |3)  est  un  point  quelconque,  la  fonction 

étant  continue  clans  l'intervalle  (/„,  t{)  atteint  son  minimum  pour 
une  valeur  /'  de  t  appartenant  à  l'intervalle  (/O,0  :  si  ce  minimum 
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â  n'est  pas  nul,  il  n'y  a  aucun  point  de  (T)  à  l'intérieur  du  cercle 
décrit  de  (a,  ]3)  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  â  ;  le  point 
(a,  ]3)  ne  peut  être  un  point  d'accumulation  de  (T)  que  si  ce  mi- 
nimum est  nul  ;  le  point  [a,  |3)  est  alors  le  point  de  (T)  qui  cor- 
respond à  la  valeur  /'  du  paramètre. 

Je  dirai  que  cet  ensemble  (T)  relie  (d'une  façon  continue)  le 
point  (x0,  Jo)  au  point  (xi}  ji)  et  je  le  désignerai  comme  un  lien 
entre  ces  deux  points.  Si  je  ne  le  désigne  pas  sous  le  nom  de 
courbe,  c'est  que  ce  dernier  mot  éveille  dans  notre  esprit  une 
image,  relativement  simple,  qui  est  souvent  très  différente  de  cet 
ensemble  que  l'on  vient  de  définir,  lequel  peut  être  d'une  nature 
très  compliquée  (l). 

Supposons,  pour  fixer  le  langage,  /0  <C  h.  Si  l'on  imagine  que 
i  croisse  de  U  à  tt,  on  range  par  là-même  les  points  de  (T)  dans 
un  certain  ordre,  les  points  qui  correspondent  à  une  valeur  de  t 
étant  regardés  comme  précédant  ceux  qui  correspondent  à  une 
valeur  plus  grande.  En  faisant  décroître  /  de  t±  à  t0,  on  rangerait 
les  points  dans  l'ordre  inverse.  On  dira  dans  le  premier  cas  que  le 
lien  est  parcouru  dans  le  sens  qui  correspond  aux  valeurs  crois- 
santes de  t  ;  dans  le  second  cas,  qu'il  est  parcouru  dans  le  sens  qui 
correspond  aux  valeurs  décroissantes  de  /.  Un  point  du  lien  sera 
entre  deux  autres  si  la  valeur  de  t  auquel  il  correspond  est  inter- 
médiaire aux  valeurs  de  /  auxquelles  correspondent  les  deux 
autres. 

Toutefois,  quand  on  emploie  ce  langage,  il  ne  faut  pas  oublier 
qu'un  point  du  lien  n'est  spécifié  que  par  la  valeur  de  i  auquel  il 
correspond  ;  il  n'est  pas  nécessairement  spécifié  par  ses  deux  coor- 
données x,  y  ;  rien  n'empêche,  en  effet,  dans  la  définition  du  lien, 
qu'un  même  point  x,  y  puisse  être  obtenu  pour  deux  valeurs  dis- 
tinctes de  la  variable,  les  équations 

(i)  ?(0  =  ?(0,      -KO  =  *(<") 

pouvant  être  vérifiées  par  des  nombres  distincts  t',  t"  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (tç>,  ti).  Dans  ces  conditions,  un  même  point 
de  (T)  (un  même  couple  de  nombres)  peut   se  trouver  avant  ou 

(r)  M.  Peano  a  donné  l'exemple  d'un  ensemble  de  celte  nature,  forme  de- 
tous  les  points  qui  appartiennent  à  un  carré. 
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après  un  point  du  lien  qui  coïncide  avec  lui,  avant  et  après  un 
autre  point  du  lien. 

Le  lien  (T)  est  dit  simple,  lorsque  deux  points  qui  correspon- 
dent à  deux  valeurs  distinctes  de  /,  appartenant  à  l'intervalle 
(U,  ti)  sont  toujours  distincts,  lorsque,  en  d'autres  termes,  les 
équations  (i)  n'admettent  pas  de  solution  où  t' ,  t"  soient  des  nom- 
bres distincts  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (t0,  ti). 

En  d'autres  termes  encore,  si  le  lien  (T)  est  simple,  il  y  a  une 
correspondance  parfaite  entre  les  points  de  (T)  et  les  nombres  de 
l'intervalle  (/0.  h),  nombres  que  l'on  peut,  si  l'on  veut,  regarder 
comme  les  points  d'un  segment  porté  par  un  axe.  Les  proposi- 
tions du  n°  286  s'appliquent  :  un  point  A  de  (T)  est  une  fonction 
continue  de  t,  définie  dans  l'intervalle  (U,  ti)  ;  inversement  t  est 
une  fonction  continue  de  A  définie  dans  l'ensemble  (T)  ;  on  peut 
écrire  t  =  <ï>  (x,  y)  en  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  de  A. 

Supposons  que  les  deux  équations 

x  =/(");  y  =  g{a)>         («,,<;  h  <jiii), 

oùf(u)  et  g  (a)  sont  des  fonctions  continues  de  u  dans  l'intervalle 
(«0)  Kt)  définissent  le  même  lien  simple  (T)  que  les  formules 

en  sorte  qu'il  y  ait  une  correspondance  parfaite  entre  l'ensemble 
(T)  et  l'intervalle  («0,  u±),  comme  entre  l'ensemble  (T)  et  l'inter- 
valle (£0,  t^  ;  il  en  résulte  une  correspondance  parfaite  entre  les 
deux  intervalles  (u0,  Ui),  {U,  U),  étant  entendu  que  i  et  a  se  cor- 
respondent s'ils  correspondent  à  un  même  point  de  T  ;  t  sera  une 
fonction  continue  de  u,  définie  dans  l'intervalle  (h0>  Ui),  à  savoir, 
en  conservant  les  notations  précédentes 

*  =  *[/(«).  </(«)]  =  h(n). 

de  même  a  sera  une  fonction  continue  de  t,  définie  dans  l'inter- 
valle (t0,  ti).  La  fonction  t=  h(u),  par  exemple,  qui  exprime  t 
au  moyen  de  u,  est  nécessairement  ou  croissante  dans  tout  l'in- 
tervalle (iio,  Mi),  ou  décroissante  dans  tout  cet  intervalle  (n°  169). 
Dans  le  premier  cas,  t0  correspond  à  ii0  ;  il  correspond  à  «i,  dans 
le  second.   Réciproquement,   si  dans  les  fonctions  (p(t),  ^  (i)  on 
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remplace  t  par  une  fonction  h  (u)  définie  dans  l'intervalle  (u0>  Ht), 
continue  et  croissante  (ou  décroissante),  dans  ce  même  intervalle, 
et  prenant,  suivant  les  cas,  les  valeurs  qui  vont  de  t0  à  tt  ou  de 
ti  à  /0  quand  u  croît  de  «0  à  uif  il  est  clair  que  l'on  aura  des 
expressions  de  x,  y  en  u  qui  représenteront  le  même  lien  simple 
que  celui  d'où  l'on  est  parti. 

Lorsque  u  croît  de  u0  à  «i,  le  lien  est  parcouru,  suivant  les  cas, 
dans  le  sens  qui  correspond  aux  valeurs  croissantes  de  t,  ou  aux 
valeurs  décroissantes. 

Lorsqu'on  donne  un  lien  simple  (T)  dont  tous  les  points  cor- 
respondent d'une  façon  parfaite  à  l'intervalle  (t0,  ti),  on  définit 
sans  ambiguïté  le  sens  dans  lequel  ce  lien  est  parcouru  en  se  don- 
nant deux  points  A,  B  de  ce  lien  et  en  disant  lequel  de  ces  deux 
points  doit  être  regardé  comme  le  premier.  Les  explications  qui 
précèdent  montrent  clairement  qu'on  peut  toujours,  en  changeant 
au  besoin  la  variable,  s'arranger  pour  que  le  sens  du  parcours 
choisi  corresponde  aux  valeurs  croissantes  delà  variable. 

J'aurai  souvent  l'occasion,  dans  ce  qui  suit,  de  parler  d'un  lien 
défini  par  des  formules  telles  que 

il  devra  toujours  être  sous-entendu  que  les  fonctions  cp(l),  ty(t) 
sont  continues  dans  l'intervalle  (U,  U). 

289.  —  Si  l'on  se  donne  une  suite  de  points  A0,  Ai,  ...,  kp 
dont  chacun  est  relié  au  suivant  par  un  lien,  on  se  donne,  par  là- 
même,  un  lien  qui  relie  le  premier  au  dernier  ;  l'ensemble  des 
points  qui  lui  appartiennent  n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des 
points  qui  appartiennent  aux  liens  partiels. 

Il  suffira,  pour  la  démonstration,  de  considérer  trois  points 
(a?o,  }'o),  (xi,  ji),  (xo,  y-2). 

Supposons  que  les  liens  qui  relient  le  point  (x0,  jo)  au  point 
(cet,  y,)  et  ce  dernier  point  au  point  (xi,  )'>)  soient  définis  par  les 
formules 

*  =  <p(0.        y  =  'HO.        to^t  <<i; 

x  =  o'(t>),         y=nt'),         ^<i'</,'. 
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en  sorte  que  l'on  ait 

*o  =  ?(.'<>)»  Jo  =  ^  (*o) 

*k  =  T'(«i).  y..=  ^. 

Soient  maintenant  a,  |S,  y  trois  nombres  fixes  quelconques,  tels 
que  l'on  ait  a  <<  |3  <C  y. 

Définissons  u  comme  une  fonction  de  t  dans  l'intervalle  (t0,  /i), 
comme  une  fonction  de  t'  dans  l'intervalle  (Y0,  t'i)>  par  les  for- 
mules 

t0  —  ti  t0  —  îi 

a  —  ^~Y  /'  -h  X*o^M  f  '  <  /'  <  f 

qui  donnent  la  même  valeur  u  =  fi  pour  t  —  tt  et  f  =  /0'  ;  lors- 
que t  croîtra  de  U  à  ti}  u  croîtra  de  a  à  fi  ;  lorsque  /'  croîtra  de 
p  à  /j,  w  croîtra  de  jS  à  y. 

Considérons  maintenant  deux  fonctions  de  u,  f(u)  et  g  (u)  dé- 
finies de  la  façon  suivante  dans  l'intervalle  (a,  y)  : 

Pour  les  valeurs  de  u  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  |3),  va- 
leurs auxquelles  correspondent  des  valeurs  de  t  appartenant  à  l'in- 
tervalle (t0.  ti)  on  a 

Pour  les  valeurs  de  u  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (fi,  y), 
valeurs  auxquelles  correspondent  des  valeurs  de  t'  appartenant  à 
l'intervalle  (/„',  /,'),  on  a 

/(«)  =  'f,(0.^(«)'=V(0; 

à  la  valeur  u  =  fi  correspondent  à  la  fois  la  valeur  tt  de  t  et  la  va 
leur  t'0  de  t'  ;  mais  les  deux  définitions  fournissent  les  mêmes  va- 
leurs tant  pour  f(u)  que  pour^r(u). 

Dès  lors,  il  est  clair  que  le  lien  défini  par  les  formules 

x  =./(»)•  y  =  #(»)>      a^«^P 

n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent  aux 
deux  liens  donnés,  qui  reliaient  le  point  Xo,  Jo  au  point  Xi,  Ji  et  le 
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point  Xi,  ji  au  point  x-2,  y>-  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  la  con- 
tinuité des  fonctions  ©(/),  <\>(t),  (p' (?),  <|/(f)  entraîne  la  conti- 
nuité des  fonctions /(a),  g(u)  dans  l'intervalle  (a,  y). 

290.  —  Un  lien  (T)  défini  par  les  formules 

est  dit  Jermé,  lorsque  son  origine  coïncide  avec  son  extrémité  ;  on 
a  alors 

<p(*o)  =  <P(*i).  'K'o)  =  +(<i)- 

Dans  ce  cas,  le  lien  relie  à  lui-même  le  point  [<p  (£<>)>  4^°)]'  on 
suppose  d'ailleurs  que  le  lien  ne  se  réduit  pas  à  ce  point. 
Le  lien  fermé  (T)  sera  dit  simple,  si  les  équations 

?(0  =  ï(0Ï        ¥(0=.*(0 

n'ont  pas,  dans  l'intervalle  (Z0,  Zi),  d'autre  solution  où  /'  soit  diffé- 
rent de  f  que  la  solution  t'  =  /0,  t"  —  ti  ou  i'  =  U,  t"  =  t0.  Un 
lien  fermé  simple,  n'est  pas  un  lien  simple,  au  sens  du  n°  288  ; 
par  conséquent  l'épi thète  «  fermé  »  ne  doit  jamais  être  sous- 
entendue  ;  au  reste,  si  l'on  veut  appuyer  sur  la  distinction,  on 
pourra  qualifier  d'ouverts  les  liens  simples  définis  au  n°  288. 

Dans  le  cas  d'un  lien  fermé,  il  est  souvent  commode,  au  lieu 
de  regarder  les  fonctions  cp(t),  <\>U)  comme  définies  seulement 
clans  l'intervalle  (t0,  ti),  de  les  regarder  comme  des  fonctions  pé- 
riodiques de  /,  la  période  étant  m  =  ti  —  t0.  S'il  s'agit  d'un  lien 
fermé  simple,  ces  fonctions  ne  reprennent  à  la  fois  la  même  valeur 
que  si  la  différence  des  valeurs  de  /  est  un  multiple  de  m/ De 
cette  façon,  le  point  spécial  qui  est  à  la  fois  l'origine  et  l'extré- 
mité du  lien  n'est  pas  spécifié. 

On  a  déjà  fait  remarquer  qu'on  pouvait  établir  une  correspon- 
dance parfaite  et  continue  entre  les  points  d'un  lien  simple  ouvert 
et  les  points  d'un  segment  de  droite.  On  peut,  de  même,  établir 
une  correspondance  parfaite  et  continue  entre  les  points  d'un  lien 
fermé  simple  et  les  points  d'un  cercle. 

Considérons,  sur  le  lien  fermé  simple  (T),  défini  comme  on  a 
dit  plus  haut,  deux  points  distincts  A  et  13  qui  correspondent  à 
deux  valeurs  «,  |3  (a.  <C  jS)  de  t.  Ces  deux  points  décomposent  le 
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lien  fermé  en  deux  liens  simples  ouverts,  qui  relient  À  à  B.  L'un 
de  ces  liens  correspond  aux  valeurs  de  t  qui  satisfont  aux  condi- 
tions g  <  t  <  fi  et  l'autre  aux  valeurs  de  t  qui  satisfont  soit  aux 
conditions  U~<^t<i  a,  soit  aux  conditions  fi  <  t  <  U. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  lien  simple  ouvert,  on  a  vu  qu'il  suffisait, 
pour  définir  le  sens  dans  lequel  ce  lien  est  parcouru,  de  spécifier 
lequel  de  ses  deux  points  extrêmes  devait  être  regardé  comme  l'ori- 
gine, lequel  comme  l'extrémité. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  lien  fermé  simple,  pour  définir  de  même 
le  sens  du  parcours,  on  peut  se  donner  deux  points  distincts  A,  B 
du  lien,  choisir  l'un  des  liens  partiels  dans  lequel  le  lien  est  décom- 
posé par  ces  points  et  dire  que  ce  lien  partiel  ^ouvert  est  parcouru, 
par  exemple  de  A  vers  B  ;  il  est  alors  sous-entendu  que  l'autre 
lien  partiel  doit  être  parcouru  de  B  vers  A.  On  peut  aussi  se 
donner,  sur  le  lien  fermé,  trois  points  A,  B,  C  et  spécifier,  par 
exemple,  qu'ils  doivent  se  suivre  dans  l'ordre  A,  B,  C  ;  les  deux 
points  A,  B  partagent  encore  le  lien  fermé  en  deux  liens  partiels 
ouverts,  dont  l'un  contient  le  point  C  ;  celui  des  deux  liens  partiels 
qui  ne  contient  pas  le  point  C  doit  être  parcouru  de  A  vers  B  et 
l'autre  de  B  vers  C,  puis  de  G  vers  A. 

Ici  encore,  on  peut  toujours,  en  changeant  au  besoin  la  variable, 
s'arranger  pour  que  le  sens  de  parcours  choisi  corresponde  aux 
valeurs  croissantes  de  la  variable. 

Si  le  lien  (T)  est  fermé,  à  chaque  nombre  positif  a  correspond 
un  nombre  positif  |3  tel  que  la  distance  de  deux  points  du  lien  soit 
sûrement  moindre  que  a  lorsque  la  différence  entre  les  valeurs 
correspondantes  de  l  est  moindre  que  fi,  ou  lorsque  les  différences 
respectives  entre  l'une  de  ces  valeurs  et  U,  entre  l'autre  de  ces 
valeurs  et  U,  sont  moindres  crue  fi  en  valeur  absolue.  Si  le  lien  est 
fermé  et  simple,  à  chaque  nombre  positif  a  correspond  un  nombre 
positif  fi  tel  que,  lorsqu'on  sait  que  la  distance  entre  deux  points 
du  lien  est  moindre  que  fi,  on  peut  affirmer  que  la  différence  entre 
les  valeurs  correspondantes  de  /  est  moindre  que  a.  en  valeur  abso- 
lue, ou  bien  que  les  différences  respectives  entre  l'une  de  ces 
valeurs  et  /0,  entre  l'autre  de  ces  valeurs  et  U  sont  moindres  que  a 
en  valeur  absolue.  Ces  énoncés  peuvent  être  un  peu  simplifiés 
lorsqu'on  regarde,  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  les  fonctions 
<[>(t),  <\>[l)  comme  périodiques. 
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291.  —Soit  (E)  un  ensemble  de  points  et  (F)  sa  frontière;  soient 
A0  et  Ai  deux  points  dont  le  premier  appartient  à  (E),  dont  le 
second  ne  lui  appartient  pas  :  sur  tout  lien  qui  relie  le  point  A0  au 
point  Ax,  il  y  a  un  point  de  la  frontière  (F). 

Supposons  en  effet  que  le  lien  (T),  qui  relie  A0  à  A:  soit  défini 
par  les  formules 

œ  =  «p(0»r  =  '4'(0-       h^t^k 

et  que  A0,  Ai  correspondent  respectivement  aux  valeurs  t0,  tx  de  t. 
Soit  t'  une  valeur  de  /  appartenant  à  l'intervalle  (Z0,  h)  et  plus  grande 
que  /0.  Si  l'on  ne  peut  choisir  t'  de  manière  que  tous  les  points 
de  (T)  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  t  appartenant  à  l'inter- 
valle (£o,  t')  soient  contenus  dans  (E),  c'est  qu'il  y  a  des  points 
de  (T)  aussi  voisins  de  A0  qu'on  veut,  qui  n'appartiennent  pas 
à  (E)  ;  A0,  qui  appartient  à  (E),  est  alors  un  point  frontière. 
Ecartons  ce  cas. 

Si  l'on  peut  choisir  t'  de  manière  que  tous  les  points  de  (T)  qui 
correspondent  à  l'intervalle  Çt0,  t')  appartiennent  à  (E),  soit  Q  la 
borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  t' qui  jouissent  de  cette 
propriété.  Le  nombre  Q  est  au  plus  égal  à  U.  Le  point  P  du  lien, 
dont  les  coordonnées  sont  (p(6),  ty(d),  est  un  point  frontière 
de  (E).  En  effet,  supposons  d'abord  Q  inférieur  à  U.  Si  6'  est  un 
nombre  quelconque  compris  entre  6  et  t\,  il  y  a  dans  l'intervalle 
(6,  &)  quelque  valeur  de  t  à  laquelle  correspond  un  point  du  lien 
qui  n'appartient  pas  à  (E)  ;  autrement  0  ne  serait  pas  la  borne 
supérieure  des  nombres  t' ,  borne  qui  serait  au  moins  égale  à  S' ; 
puisque  ô'  peut  être  pris  aussi  voisin  qu'on  veut  de  Q,  il  y  a  des 
points,  aussi  voisins  de  P  qu'on  veut,  qui  n'appartiennent  pas  à  (E)  ; 
il  y  a  aussi  des  points  de  (E)  qui  sont  aussi  voisins  de  (P)  qu'on 
le  veut,  à  savoir  les  points  du  lien  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  t  plus  petites  que  Q  et  suffisamment  voisines  de  Q.  P  est  donc, 
pour  (E),  un  point  frontière. 

Enfin,  si  Q  est  égal  à  h,  le  point  P  coïncide  avec  A,  qui 
n'appartient  pas  à  (E)  ;  les  points  du  lien  qui  correspondent  à  des 
valeurs  de  /,  plus  petites  que  6  et  aussi  voisines  de  Q  qu'on  le  veut 
appartiennent  à  (E)  ;  P  (ou  Ai),  est  un  point  frontière  de  (E). 

Dans  tous  les  cas,  il  y  a,  sur  le  lien  (T)  un  point  de  la  frontière 
de  (E),  point  qui  peut  d'ailleurs  être  A0  ou  At. 
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292.  —  Considérons  le  lien  (T),  défini  par  les  formules 

x  =  y(t),y  =  ty(t),         to^t^ti. 

Soit  d  une  valeur  du  paramètre  /  appartenant  à  l'intervalle  (t0,  tx) 
et  soient  £,  yj  les  coordonnées  du  point  correspondant  que  je  dési- 
gnerai par  P  ;  je  désignerai  par  M  le  point  variable  dont  les  coor- 
données x,  y  correspondent  à  la  valeur  t  du  paramètre  et  par  A  un 
point  fixe,  de  coordonnées  a,  b,  qui  n'appartienne  point  au  lien  : 
soit  (?  la  distance  du  point  fixe  A  au  lien. 

Là  mesure  de  l'angle  (AP,  AM)  a  été  définie  au  n°  277  ;  c'est  un 
nombre  w  déterminé  à  un  multiple  près  de  2tî  par  les  formules 
concordantes 

l  cos  »  =  (S-<0(*-<0  +  h-t)Cr-'0  =  g(t] 
(,)      (,inM  =  (i-«)(r-*)^;(»-«)h-»)  =  M0 

où  p,  r  désignent  les  distances 

p  =  v/(Ç  —  a)2  -h  (-n  —  b)*  ,  r  =  \J(x  —  a)-h(j  —  b)* 

du  point  A  aux  points  P,  M,  et  où  les  seconds  membres  sont  évi- 
demment des  fonctions  continues  de  /  dans  l'intervalle  (lo,  ty). 

On  va  montrer  que  cet  angle  peut  être  défini  dans  le  même 
intervalle  comme  une  fonction  continue  de  /,  s'annulant  pour 
t  =  9;  ces  conditions,  d'ailleurs,  définissent  entièrement  la  fonc- 
tion. 

Soit  6'  une  valeur  de  t  appartenant  à  l'intervalle  (t0,  ii)  et  assez 
voisine  de  Q  pour  que  la  distance  du  point  M  au  point  P  soit  moin- 
dre que  iï\f~2  lorsque  t  appartient  à  (B,  6');  on  aura,  pour  ces  va- 
leurs de  /, 

{x  —  £)2  -+■  (y  —  r,)2  =  p2  -(-  r2  —  2  p?"  cos  œ  <;  2  ô2  ; 

o  et  r  sont  au  moins  égaux  à  â",  rf  -\-  r2  est  au  moins  égal  à  2$2  ; 
l'inégalité  précédente  entraîne  donc  cos  w  >>  o  ;  il  y  a  donc  un 

angle  w,  compris  entre  —  -  et  -,  a  savoir 

•     /  r,\  i    /(  (') 

m  =  arc  si  a  /(  (0  —  arc  is  -4rf , 


1 7-i  INTRODUCTION    A    LA    THIÎOR1E    DES    FONCTIONS 

qui  vérifie  les  égalités  (  i  ;  il  s'annule  pour  l  =  9  :  cet  angle,  ainsi 
défini  dans  l'intervalle  (6,  9'),  est  la  seule  fonction  continue  de  t  qui 
satifasse  aux  équations  (i)  et  qui  s'annule  pour  t  =  9  ;  car  si  une 
autre  fonction  û  satisfaisait  aux  mêmes  conditions,  la  différence 
Q,  —  w  serait  aussi  une  fonction  continue  de  t  dans  l'intervalle 
{9,  9r)  ;  elle  doit  d'ailleurs  être  un  multiple  de  2  7t;  ce  serait  donc 
une  constante  et  cette  constante  serait  nulle  puisqu'elle  est  nulle 
pour  /  =  o. 

Désignons  par  [9,  i\K  la  fonction  de  /  définie  dans  l'intervalle  (9, 9') 
par  les  conditions  suivantes  :  elle  vérifie  les  équations  (i);  elle  est 
continue  ;  elle  s'annule  pour  /  =  9.  La  fonction  [9,  Z]A  n'est  définie 
que  pour  les  valeurs  de  t  qui  sont  suffisamment  voisines  de  9  ;  afin 
d'atteindre  des  valeurs  qui  s'en  éloignent,  je  supposerai  qu'on 
intercale  dans  l'intervalle  (/0,  ti  une  suite  de  nombres  croissants 
0i,  9-2,...,  9r  assez  rapprochés  pour  que,  si  l'on  considère  l'un  quel- 
conque des  intervalles  partiels  (t0,  di)  (Qi,  9.2),...  (9r,  tt),  l'inter- 
valle (9n,  9n+l  ),  par  exemple,  la  distance  des  points  t  et  9n  du  lien 
soit  sûrement  moindre  que  â  \/z  pourvu  que  la  valeur  de  t  appar- 
tienne à  l'intervalle  [9n,  9n+1]  ;  je  suppose  enfin  que  9  soit  l'un  des 
nombres  de  la  suite  t0,  9t,  9i,...,  U,  le  nombre  9n  par  exemple.  Si  t 
appartient  à  l'intervalle  (9P,  Gp+1),  on  définira  l'angle  w  par  l'une 
ou  l'autre  des  deux  formules 

«  =  [K,  6„+i]A  4-  [8n+1,  6,i+2]A  +  ...  +  [0,,  t]x, 
a)  =  [6B,  0„_iJA  +  [e„_lf  6„_2J.A  +  ...  +  [0^+i,  t]A 

suivant  que  p  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  n. 

La  fonction  de  t  ainsi  définie  satisfait  aux  équations  (i)  ainsi 
qu'il  résulte  du  n°  278  ;  elle  est  continue  pour  chaque  valeur  de  t 
appartenant  à  l'intervalle  (/0,  /i)  et  par  conséquence  dans  tout  cet 
intervalle;  le  même  raisonnement  qu'on  a  utilisé  tout  à  l'heure 
montre  qu'elle  est  la  seule  à  satisfaire  à  ces  conditions,  je  la  dési- 
gnerai en  général  par  la  même  notation  [9,  t]x  qui  a  servi  tout 
d'abord  dans  le  cas  où  l  était  suffisamment  voisin  de  9  :  je  la  dési- 
gnerai encore  comme  étant  l'angle  (AP,  A.M  défini  au  moyen  du 
lien  (T).  La  seule  partie  du  lien  qui  serve  dans  celle  définition  est 
celle  qui  va  du  point  9  au  point  /. 

Si  le  lecteur  veut   se  reporter  à  ce  que  l'on  a  dit  à  la  lin  du 


CHAPITRE    IX.    LANGAGE    GEOMETRIQUE  iy5 

du  n°  278  sur  la  définition  sans  ambiguïté  de  la  mesure  d'un 
angle  ayant  pour  sommet  un  point  A,  au  moyen  d'une  demi- 
droite  (À)  qui  part  de  ce  point  A,  il  reconnaîtra  sans  peine,  en  se 
fondant  toujours  sur  la  continuité,  que  si  l'intervalle  (Q.  t)  est  tel 
qu'on  puisse  mener  par  le  point  A  une  demi-droite  (A)  qui  n'ait 
aucun  point  commun  avec  la  portion  du  lien  qui  correspond  à  cet 
intervalle,  la  valeur  de  [Q,  t\k  n'est  autre  chose  que  l'angle  dont  il 
faut  faire  tourner  une  demi-droite  partant  du  point  A  pour  l'ame- 
ner, sans  rencontrer  (À),  de  la  position  où  elle  passe  par  le  point  P 
(ou  Q)  du  lien,  à  la  position  où  elle  passe  par  le  point  M  (ou  t). 
Cette  propriété  aurait  pu  servir  de  point  de  départ  pour  la  défini- 
tion de  [Q,  t]A. 

Remarquons  encore  que,  si  l'on  considère  une  direction  fixe  AD, 
partant  du  point  A  et  d'ailleurs  quelconque,  les  remarques  précé- 
cédentes  permettent  de  définir  sans  ambiguïté,  l'angle  (AD,  AM) 
comme  une  fonction  continue  de  /.  On  pourra  par  exemple,  choi- 
sir arbitrairement  l'une  des  déterminations  de  l'angle  AD,  AP) 
et  poser  ensuite 

(AD,  AM)  =  (AD,  AP)  +  [0,  t]A. 

Il  est  clair  que  l'angle  [0,  /]  v,  que  l'on  a  regardé  jusqu'ici  sur- 
tout comme  une  fonction  de  t,  est  une  fonction  des  deux  variables 
Q,  t  assujetties  l'une  et  l'autre  à  appartenir  à  l'intervalle  (t0,  t{). 
Cette  fonction  jouit  des  propriétés  qu'expriment  les  égalités 

[o.  *L  =  -  [«.  °L 

['.  n,  +  [<'.  a  +  [?,  a,  =  °. 

qui,  lorsque  les  angles  qui  y  figurent  sont  moindres  que  -  en  va- 
leur absolue,  résultent  de  la  définition  de  l'angle  donnée  au  n°  277. 
Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  il  suffira,  pour  les  établir,  de  frac- 
tionner les  intervalles. 

La  relation  [t,  t']x  =  [0,  t']A  —  [S,  £]A  montre  que  la  fonction 
[t,  t']A  des  deux  variables  t,  t',  définies  dans  l'ensemble  de  ces  va- 
riables qui  satisfont  aux  conditions 
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est,  dans  cet  ensemble,  une  fonction  continue  de  ces  deux  va- 
riables. 

La  fonction  [9,  /]A  dépend  des  coordonnées  a,  b  du  point  A,  que 
l'on  a  jusqu'ici  regardées  comme  fixes,  et  on  peut  la  considérer 
comme  une  fonction  de  ces  coordonnées  ;  mais  il  importe  de  re- 
marquer, à  ce  point  de  vue,  que  cette  fonction  de  a,  b  n'est  définie 
que  si  le  point  A  n'appartient  pas  au  lien,  s'il  n'y  a  pas  de  valeur 
de  t  appartenant  à  l'intervalle  [U,  ti)  pour  laquelle  on  ait  à  la  fois 

a  =  o(0i         b  =  <b(l). 

En  reprenant  les  notations  du  début  on  voit  tout  de  suite  que 
g(t),  h(t)  sont  des  fonctions  continues  de  a,  b  en  un  point  qui 
n'appartient  pas  au  lien  (T),  et  il  est  bien  aisé  d'en  conclure  qu'il 
en  est  de  même  de  l'expression  [9,  t]A  regardée  comme  une  fonc- 
tion de  a,  b  ;  on  observera  encore  que  si  l'un  des  nombres  a,  b 
au  moins  est  suffisamment  grand  en  valeur  absolue,  la  fonction 
[9,  t]  est  certainement  très  petite  en  valeur  absolue;  cela  résulte, 
si  l'on  veut,  de  l'égalité 

^  -  a  (0  cos  [6,  t]A  j  =  (x  -  Ç)»  -h  (y  -  ^ 

où  le  second  membre,  quels  que  soient  les  nombres  9,  t  apparte- 
nant à  l'intervalle  (tQ,  U),  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  fixe, 
tandis  que  p2  est  très  grand  ;  1  égalité  exige  que  le  facteur  qui  mul- 
tiplie o2  soit  très  petit  ;  il  faut  pour  cela  que  -  et  cos  [9,  /]A  soient 
très  voisins  de  i,  et  par  suite  que  [9,  /]v  soit  très  voisin  de  o,  au 
moins  lorsque  t  est  suffisamment  voisin  de  9  pour  qu'on  sacbe  que 

[9,  /]A  est  en  valeur  absolue  moindre  que  -  ;  s'il  en  est  autrement, 
l'intercalation  de  nombres  convenables  entre  9  et  /  permet  d'ache- 
ver la  démonstration. 

293.  —  Lorsque  l'on  a 

?(0  =  *o  +  c''lEr  ('  ~  «■>)•  MO  =  jo  +  ^f0  («  -  Q,    . 

'i         'o  '  i  —  'o 

en  sorte  que  le  lien  (T)  se  réduise  au  vecteur  qui  va  du  point  P0 
ou  (x0,  }'0)  au  point  P,  ou  (a?,,  y,),  l'angle  [/„,  /,]A  défini  plus  liant 
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n'est  autre  chose  que  la  détermination  principale  (n°  278)  de  l'an- 
gle (AP0,  AP,)  sous  lequel  on  voit  le  vecteur  VQVl  du  point  A  ;  il 
est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  A  est  à  gauche  ou  à 
droite  du  vecteur  P0  Pt  ;  il  n'est  pas  défini  quand  le  point  A  appar- 
tient au  vecteur  P0  ?!  ;  il  est  nul  quand  le  point  A  est  sur  la  droite 
indéfinie  qui  passe  par  les  deux  points  P0,  Pt  mais  non  sur  le  vec- 
teur P0Pi-  H  est  très  voisin  de  7i  ou  de  —  7;  lorsque  A  est  très 
voisin  du  vecteur,  mais  non  des  points  P0  et  Pr  Si  l'on  remplace  le 
vecteur  par  une  coupure  (n°  276;  formée  de  deux  vecteurs  con- 
fondus en  réalité,  mais  qu'on  regarde  comme  distincts  et  comme 
constituant  le  bord  gauche  et  le  bord  droit  de  la  coupure,  on  peut 
attribuer  à  l'angle  [£„,  /j]v  ou  AP0,  AP,)  la  valeur  tt  quand  le  point 
A  est  situé  sur  le  bord  gauche  et  la  valeur  —  n  quand  il  est  sur  le 
bord  droit.  L'angle  (AP0,  APi)  est  alors  défini  pour  tous  les  points 
A  du  plan,  sauf  pour  les  points  P0,  Pu  pourvu  que  l'on  dise, 
lorsque  A  est  sur  le  vecteur  P0  P15  entre  P0  et  Px,  s'il  est  situé  sur 
le  bord  gauche  ou  sur  le  bord  droit  de  la  coupure.  C'est  manifes- 
tement une  fonction  continue  du  point  A,  pourvu  que  ce  point  ne 
soit  pas  sur  la  coupure. 


294.  —  Reprenons  les  notations  du  numéro  292  et  les  notations 
[9,  t]^  ,  [9,  /]B  qui  désignent  des  fonctions  parfaitement  déterminées 
des  variables  9,  t  quand  on  se 
donne  le  lien  (T)  et  les  deux  points 
fixes  A,  B  extérieurs  au  lien  (T)  ; 
M  et  P  désigneront  toujours  les 
points  de  (T)  qui  correspondent 
aux  valeurs  t  et  9  du  paramètre. 

Mon  but  est  d'établir,  en  sup- 
posant que  le  lien  (T)  n'ait  aucun 
point  commun  avec  le  vecteur  AB, 
la  relation 


»    [M. -[M, 


=  (MA,  MB)  —  (PA,  PB), 


Fi».  9. 


où  (MA,  MB),  (PA,  PB)  désignent  respectivement  les  valeurs  prin- 
cipales des  angles  dont  les  côtés  sont  MA  et  MB,  PA  et  PB. 


Tannert  II.  —   Inlro  ludion  à  la  Théorie  des  fonctions 
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Il  est  tout  d'abord  aisé  de  reconnaître  que  les  deux  membres  de 
l'égalité  précédente  ne  peuvent  différer  crue  d'un  multiple  de  2  7r  : 
en  effet  les  quantités  [9,  t]a,  [0,  t\x  ne  sont  autres  que  des  détermi- 
nations spéciales  des  angles  BP,  BM)  et  (AP,  AM\  ou  (PB,  MB), 
et  (PA,  MA  .  puisque  l'angle  de  deux  directions  est  égal  à  l'angle 
des  directions  opposées  ;  or  on  a 

(PA,  MB)  =  (PA,  PB)  h-  (PB,  MB) 

=  (PA,  MA)  h-  (MA,  MB)  (mod.  2  -), 

d'où  résulte  immédiatement 

(PB,  MB)  —  (PA,  MA)  =  (MA,  MB)  —  (PA,  PB)  (mod.  2  *). 

Ceci  posé,  regardons  0  comme  fixe  et  /  comme  variable  ;  l'ex- 
pression 

P.  0.  -  [MA  —  (MA,  MB)  +  (PA,  PB), 

où  il  est  entendu  cjue  (MA,  MB  ,  PA,  PB)  sont  les  déterminations 
principales  des  angles  de  même  "nom,  est  une  fonction  continue  de 
/,  puisque  le  lien  (T)  n'a  pas  de  point  commun  avec  le  vecteur 
AB  ;  d'un  autre  côté  cette  expression  doit  être  un  multiple  de  ait, 
c'est  donc  une  constante  ;  elle  est  nulle  quand  t  est  égal  à  0,  et  que, 
par  conséquent,  le  point  M  coïncide  avec  le  point  P  ;  elle  est  donc 
toujours  nulle  ;  c'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

295.  —  Le  cas  où  le  lien    T    est  fermé,  c'est-à-dire  où  l'on  a 

mérite  une  attention  particulière;  la  fonction  [/0,  /,]A,  définie  dans 
le  n°  292,  pour  laquelle  on  suppose  toujours  que  A  est  en  dehors 
de  (T),  est  un  multiple  de  2  7T,  puisque  les  deux  points  du  lien  son 
origine  et  son  extrémité),  qui  correspondent  aux  valeurs  t0,  /j  du 
paramètre,  coïncident.  Ainsi,  le  lien  T  étant  donné,  à  chaque 
point  A  non  situé  sur  ce  lien,  correspond  un  nombre  entier,  po- 
sitif, nul  ou  négatif. 

•2  ~ 
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Je  désignerai  ce  nombre  sous  le  nom  d'ordre  \  du  point  A.  rela- 
tif au  lien    T  . 

Puisque  [£0,  /j]^  est  une  fonction  continue  de  a,  b  aux  environs 
d'un  point  qui  n'appartient  pas  au  lien  T  ,  il  en  est  de  même  de  n 
qui,  aux  environs  de  ce  point,  ne  peut  donc  que  demeurer  cons- 
tant. Quand,  en  particulier,  le  point  a,  6  est  très  éloigné,  le  nom- 
bre n  doit  être  très  voisin  de  o,  comme  on  l'a  vu  à  la  fin  du  n°  292  ; 
il  est  donc  nul.  Au  reste,  celte  dernière  conclusion  résulte  aussi  de 
ce  que,  en  vertu  d'une  remarque  antérieure,  le  nombre  [/0,  fj  est 
nul  toutes  les  fois  qu'on  peut  regarder  le  point  A  comme  l'origine 
d'une  demi-droite  qui  n'a  aucun  point  commun  avec  le  lien  fermé 
(T).  L'ordre  n  du  point  A  restera  évidemment  nul  si  ce  point  se 
déplace  sur  un  lien  qui  n'ait  aucun  point  commun  avec  T  .  On 
prévoit  que  la  considération  de  ce  nombre  entier  permettra  de  dé- 
composer le  plan  en  régions  distinctes,  où  il  restera  le  même  et 
dans  chacune  desquelles  ne  se  trouvera  aucun  point  de  T  :  c'est  ce 
qu'on  élucidera  un  peu  plus  tard  ;  j'aurai  alors  besoin  des  défini- 
tions et  remarques  qui  suivent. 

296.  —  Considérons  un  lien  T  ,  ouvert  ou  fermé,  défini  par  les 
formules 

Je  continuerai  d'appeler  M  le  point  de  ce  lien  dont  les  coordon- 
nées sont  f(t),  'b  (J). 

Je  dirai  que  le  lien  (T)  traverse  une  droite  A  en  un  point  C,  si 
les  deux  conditions  suivantes  sont  vérifiées. 

i°  Pour  une  valeur  a  de  la  variable  t,  intérieure  à  l'intervalle 
(t0,  /j),  le  point  M  est  en  C  'sur  A  . 

2°  Il  existe  deux  nombres  a',  a"  'a!  <<  a  ■<  a  appartenant  à 
l'intervalle  (*0,  tt),  tels  que  M  soit  d'un  côté  de  (A)  pour  «'<  /<a 
et  de  l'autre  côté  pour  a  <  /  <  a". 


(')  Cette  expression  a  été  introduite  par  M.  L.  D.  Ames  dans  sa  thèse  «An 
arithmelic  treatment  of  some  problems  in  Analysis  silus  »  Baltimore,  1905. 
M.  Ames  a  montré  l'importance  de  cette  notion  ;  j'aurai  d'ailleurs  l'occasion 
d'utiliser  un  peu  plus  loin  son  Mémoire,  pour  la  démonstration  d'un  théorème 
fondamental  (n03  3o6,...,  309).  Voir  aussi  Osgood,  Lehrbach  der  Fanktionentheo 
rie,  t.  I,  ch.  v. 
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Dans  ce  qui  suit,  je  supposerai  que  le  lien  (T)  est  fermé  (';. 

Je  désigne  par  (T0)  la  partie  du  lien  (T)  qui  correspond  aux  va- 
leurs de  t  appartenant  à  l'intervalle  (a1,  a"),  par  (T,)  la  partie  res- 
tante, qui  correspond  aux  valeurs  de  /  appartenant  aux  intervalles 
(t0,  ex!)  et  (ex" ,  /,).  D'après  les  suppositions  précédentes  le  lien  par- 
tiel (T0)  n'a  pas  d'autre  point  commun  avec  (A)  que  le  point  C. 


Fis.  10. 


Je  suppose  en  outre  que  le  lien  partiel  (T,)  ne  passe  pas  par  le 
point  C,  en  d'autres  termes  ce  point  n'est  pas  un  point  double  du 
lien  (T)  ;  on  sera  sûrement  dans  ce  cas  si  le  lien  est  simple.  La  dis- 
tance du  point  G  au  lien  partiel  (T,  ne  sera  pas  nulle;  on  pourra 
donc  prendre  deux  points  A,  B  sur  la  droite  (A)  situés,  de  part  et 
d'autre  de  G,  à  une  distance  de  G  moindre  que  la  distance  de  C  à 
(T,)  et  l'on  sera  dès  lors  certain  que  le  lien  (Tj)  n'a  aucun  point 
sur  le  vecteur  AB.  Je  vais  montrer  que,  s'il  en  est  ainsi,  on  a 

[V.  *;].  — Po»<iL  =  ±a*. 

en  prenant  le  signe  -+-  lorsque  le  lien  traverse  le  vecteur  A.B  de  gau- 
che à  droite,  c'est-à-dire  lorsque  les  points  de  ce  lien  qui  corres- 


(')  La  défînilion  précédente  semble  exclure  le  cas,  que  je  ne  considérerai  pas 
ici,  où  le  lien  fermé  traverserait  la  droite  (\)  au  point  qui  est  à  la  fois  l'origine 
et  l'extrémité  du  lien.  Le  lecteur  apercevra  sans  peine  les  modifications  qu'il 
conviendrait  d'apporter  au  langage  pour  ne  pas  exclure  ce  cas,  que  l'on  peut 
d'ailleurs  ramener  au  cas  considéré  par  un  changement  de  la  variable.  —  On 
peut  aussi  regarder  les  fonctions  ç(f),  di  (l)  comme  périodiques.  Il  me  paraît 
inutile  d'insister  sur  ces  détails. 
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pondent  aux  valeurs  de  /  comprises  entre  a.'  et  a  sont  à  gauche  du 
vecteur  et  que  les  points  du  lien  qui  correspondent  aux  valeurs  de  t 
comprises  entre  a  et  a"  sont  à  droite  ;  on  prendra  au  contraire  le 
signe  —  lorsque  le  lien  traverse  le  vecteur  de  droite  à  gauche. 

Soit  P  la  position  du  point  M  qui  correspond  aux  valeurs  /„,  l, 
du  paramètre  ;  soient  M',  M"  les  points  du  lien  qui  correspondent 
à  des  valeurs  /',  t"  telles  que  l'on  ait 

a!  <  t'  <  a,     a  <  t"  <  a"  ; 

on  aura,  en  employant  les  mêmes  notations  qu'au  n°  292 

['o.  M.  — L'o.  'i]4=[V  '].— ['o.  1 

+  [t,  a  -  [f ,  a 
-+-  if,  ',].  -  [«",  yA- 

Le  premier  membre  est  un  multiple  de  2 71  ;  dans  le  second 
membre,  les  termes  qui  figurent  sur  la  seconde  ligne  sont  aussi 
petits  qu'on  veut  pourvu  que  t'  et  /"  soient  suffisamment  voisins  de 
a  ;  on  a  d'ailleurs,  puisqu'il  n'y  a  pas  sur  le  vecteur  AB  de  points 
du  lien  pour  les  valeurs  de  t  qui  appartiennent  aux  intervalles 
(*..  *')'  (f,  *■), 

[«0.  '],  -  [*..  n.  =  (M'A,  M'B)  -  (PA,  PB), 
[*,  '•].  -  [<".  Ma  =  (pA,  PB)  -(M'A.  M'B)  ; 

la  somme  des  seconds  membres  est  la  différence 

[M'A,  M'B)  —  (M"A,  M"B) 

des  angles  compris  entre  — n  et  -+-  %  sous  lesquels  on  voit  le  vecteur 
AB  des  points  M',  M";  or  le  premier  de  ces  angles,  dans  l'hypo- 
thèse où  l'on  s'est  placé  est  très  voisin  de  ~,  le  second  est  très  voi- 
sin de  —  tt  ;  on  a  donc  dans  tous  les  cas, 

[<•»  'il.  —  [«Q.JlL  =  =*=■«. 

le  signe  -+-  correspondant  au  cas  où  le  point  M'  est  à  gauche,  le 
point  M"  à  droite  du  vecteur  AB  ;  le  signe  —  correspond  à  l'autre 
cas. 
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Il  suit  de  là  que  si  par  un  point  C  d'un  lien  fermé  (T),  point 
dont  on  suppose  qu'il  n'est  obtenu  que  pour  une  seule  valeur  du 
paramètre,  on  peut  mener  une  droite  que  le  lien  traverse,  on  peut 
trouver  sur  cette  droite,  aussi  près  qu'on  veut  du  point  C,  des 
points  non  situés  sur  le  lien  et  dont  les  ordres  diffèrent  d'une  unité  : 
il  est  par  conséquent  impossible  de  relier  ces  points,  par  un  lien 
qui  n'ait  aucun  point  commun  avec  (T).  Dans  le  cas  où  le  lien 
fermé  (T)  est  simple  et  où  l'on  peut  mener  par  chacun  de  ses 
points,  sauf  peut-être  pour  un  nombre  fini  de  points,  des  droites 
qu'il  traverse,  on  voit  qu'aux  environs  de  chacun  des  points  du 
lien  se  trouvent  des  points,  non  situés  sur  lui,  dont  les  ordres  rela- 
tifs au  lien  diffèrent  d'une  unité. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  lien  fermé  simple  (T),  l'ordre  d'un  point 
non  situé  sur  le  lien  (T)  par  rapport  à  ce  lien  ne  dépend  pas  de 
l'origine  'confondue  avec  l'extrémité)  du  lien,  mais  seulement  du 
sens  de  parcours.  Si  l'on  définit  ce  sens  de  parcours,  comme  on 
l'a  expliqué  au  n°  290,  en  choisissant  sur  (T)  deux  points  distincts 
A,  B  et  l'un  des  liens  partiels  AB  ainsi  déterminés,  lien  partiel  qui 
devra  être  parcouru  de  A  vers  B,  tandis  que  l'autre  BA  est  par- 
couru de  B  vers  A,  on  reconnaît  tout  de  suite,  en  supposant  par 
exemple  que  le  sens  de  parcours  ainsi  choisi  corresponde  aux  va- 
leurs croissantes  du  paramètre,  que  l'ordre,  multiplié  par  271:,  d'un 
point  M  non  situé  sur  (T)  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles 
(MA,  MB),  (MB,  MA)  définis,  le  premier  par  le  lien  partiel  AB, 
le  second  par  l'autre  lien  partiel  BA.  Il  est  clair,  par  là  même,  que 
le  nombre  trouvé  ne  dépend  pas  des  deux  points  A,  B,  pourvu  que 
le  sens  de  parcours  reste  le  même,  et  que  ce  nombre  change  de 
signe,  sans  changer  de  valeur  absolue,  si  l'on  change  le  sens  du 
parcours. 

297.  —  Considérons  deux  points  distincts  A,  B  et  trois  liens 
simples  (P),  (Q),  R,  dont  chacun  relie  le  point  A  au  point  B  et 
tels  que  deux  d'entre  eux  n'aient  pas  de  point  commun,  en 
dehors  des  points  A  et  B;  deux  de  ces  liens  constituent  un  lien 
fermé  simple  ;  on  forme  ainsi  trois  liens  fermés  simples,  que  je 
désignerai  respectivement  par    Q,  R  ',    R,  P  ,    P,  Q  . 

Soit  I  un  point  quelconque,  n'appartenant  à  aucun  des  liens 
(P),    Q  ,  (R).  Si  l'on  choisit  sur  les  liens  fermés   Q,  R  ,    1\,  P), 
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(P,  Q)  un  sens  de  parcours  convenable,  les  ordres  respectifs  du 
point  I  par  rapport  à  ces  liens  fermés,  seront,  au  facteur  27c  près, 
les  sommes  (IA,  IB)Q  H-  (IB,  IA  R,  (IA,  IB>  +  IB,  IA)P, 
(IA,  IB)P  H-  (IB,  IA)Q,  où  (IA,  IB)Q,  par  exemple,  désigne  l'angle 
(IA,  IB  défini  au  moyen  du  lien  (Q)  (n°292).  La  somme  des 
trois  ordres  est  manifestement  nulle,  puisque  l'on  a 

(IA,  IB)P  -+-  (IB,  IA)p  =  o. 


Il  est  clair  qu'en  changeant  les  sens  de  parcours,  on  aurait  pu 
s'arranger  pour  que  l'un  des  ordres  fût  égal  à  la  somme  des  deux 
autres. 


III.  —  CONTIMJUMS.  PROPOSITIONS  D'ANALYSIS  SITUS 

298.  —  Il  importe  d'avoir  pour  les  systèmes  de  deux  variables 
x,  y  une  notion  qui  tienne  le  même  rôle  que  la  notion  d'intervalle 
pour  une  seule  variable. 

Une  telle  notion,  trop  particulière  à  la  vérité,  mais  dont  on  a 
déjà  vu  l'utilité  est  celle  de  l'ensemble  parfait  formé  par  les  points 
qui  appartiennent  à  un  rectangle  ;  R)  ;  les  propositions  du  n°  284 
s'appliquent  immédiatement  et  l'on  conçoit  ce  qu'est  une  fonc- 
tion déterminée  dans  ce  rectangle  en  tous  les  points  qui  appar- 
tiennent à  ce  rectangle),  une  fonction  continue  dans  ce  rectangle, 
comment  une  telle  fonction  atteint  sa  borne  supérieure  et  sa  borne 
inférieure  pour  des  points  appartenant  à  ce  rectangle  ^situés  à 
l'intérieur  ou  sur  le  contour),  comment  on  peut  subdiviser  ce  rec- 
tangle (R)  en  rectangles  partiels  assez  petits  pour  que,  dans  chacun 
d'eux,  l'écart  de  la  fonction  soit  moindre  que  tel  nombre  qu'on 
voudra,  etc..  Au  lieu  d'un  rectangle  on  peut  considérer  un  cercle 
ou  plutôt  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent  à  un  cercle  : 
c'est  encore  un  ensemble  parfait.  Au  lieu  du  cercle  on  pourra 
prendre  une  ellipse,  ou  plus  généralement,  une  de  ces  courbes 
que  l'on  sait  définir  analytiquement,  ainsi  que  leur  intérieur  et 
leur  extérieur. 

En  opposition  avec  ces  notions  particulières,  il  convient  de  si- 
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gnaler  une  notion  très  générale,  qui  est  due  à  Weierstrass,  celle  de 
continuum. 

Un  continuum  est  un  ensemble  (C)  de  points  qui  satisfait  aux 
conditions  suivantes  : 

i°  A  chaque  point  A  de  l'ensemble  (C)  correspond  un  nombre 
positif  a  tel  que  tous  les  points  de  (C)  qui  sont  à  une  distance  de 
A  égale  ou  inférieure  à  a  appartiennent  à  (G;.  En  d'autres  termes 
chaque  point  de  (G)  est  le  centre  d'un  cercle  (ou  d'un  carré),  tel 
que  tous  les  points  qui  appartiennent  au  cercle  (ou  au  carré) 
appartiennent  à  (C).  Aucun  point  de  l'ensemble  (C)  n'est  isolé. 

2°  Deux  points  quelconques  A  et  B  de  l'ensemble  peuvent  être 
reliés  par  un  lien  (T)  donc  tous  les  points  appartiennent  à  l'en- 
semble. On  dit  d'un  tel  lien  qu'il  est  intérieur  à  (G). 

Si  l'ensemble  (G)  satisfait  à  ces  deux  conditions  (s'il  est  un  con- 
tinuum), on  verra  plus  tard  que  le  lien  (T)  peut  toujours  être  cons- 
titué par  une  ligne  brisée. 

A  cause  de  la  condition  i°,  un  point  frontière  du  continuum 
(G)  ne  peut  appartenir  à  ce  continuum  :  un  continuum  n'est  pas 
un  ensemble  clos.  Un  continuum  ne  contenant  pas  de  point  isolé, 
sa  frontière  est  formée  de  points  d'accumulation  du  continuum, 
qui  n'appartiennent  pas  à  ce  continuum.  Un  point  P  est  un  point 
frontière  de  (C)  lorsque  tout  cercle  décrit  de  P  comme  centre  con- 
tient des  points  de  (G)  et  des  points  qui  n'appartiennent  pas  à  (G), 
ne  fut-ce  que  le  seul  point  P  ou  d'autres  points  frontières.  Si  la 
frontière  est  bornée,  si  en  particulier  le  continuum  est  borné,  cette 
frontière  est  un  ensemble  clos  (n°  287),  ou  fini. 

Voici  quelques  exemples  de  continuums. 

Le  plan  est  un  continuum  sans  frontière.  On  verra  tout  à  l'heure 
que  c'est  le  seul  continuum  sans  frontière. 

Le  plan,  à  l'exclusion  de  certains  points  A,  B,  C,  ...  en  nombre 
fini,  est  un  continuum  dont  la  frontière  est  formée  par  ces  points. 
Le  plan,  à  l'exclusion  des  points  d'un  segment  AB,  est  un  conti- 
nuum dont  AB  constitue  la  frontière. 

L'ensemble  de  points  intérieurs  à  un  rectangle,  ou  à  un  triangle, 
ou  à  un  trapèze,  ou  à  un  cercle,  constitue  un  continuum  dont  la 
frontière  est  formée  par  le  contour  du  rectangle,  ou  du  triangle,  ou 
du  trapèze,  ou  par  la  circonférence  du  cercle.  L'ensemble  clos  des 
points  qui  appartiennent  à  un  rectangle  ou  à  un  cercle  n'est  pas 
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un  continuum.  L'ensemble  des  points  extérieurs  à  un  cercle  est  un 
continua  m. 

Si  le  cercle  (A)  est  intérieur  au  cercle  (B),  l'ensemble  des  points 
extérieurs  au  cercle  (A)  et  intérieurs  au  cercle  B,  est  un  conti- 
nuum (C),  dont  la  frontière  est  formée  par  les  circonférences  des 
cercles  A)  et  (B).  L'ensemble  des  points  qui  n'appartiennent  ni 
à  (G)  ni  à  sa  frontière  n'est  pas  un  continuum;  il  se  compose  de 
deux  conlinuums,  dont  l'un  est  l'ensemble  des  points  extérieurs  à 
(A),  dont  l'autre  est  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  (B). 

299.  — ■  Revenons  au  cas  général.  Soit  (C;  un  continuum  et 
soient  A0,  A,  l'origine  et  l'extrémité  du  lien  T  défini  par  les  for- 
mules 

Supposons  que  A0  appartienne  au  continuum  (G)  et  que  At  ne 
lui  appartienne  pas.  Il  suffit  de  se  reporter  au  n°  291  pour  voir 
qu'il  y  a  un  nombre  Q  plus  grand  que  l0  et  au  plus  égal  à  tlt  tel 
que  les  points  de  (T)  qui  correspondent  aux  valeurs  de  /  apparte- 
nant à  l'intervalle  (Z0,  0)  soient  tous  des  points  du  continuum  (G),. 
à  l'exception  du  point  qui  correspond  à  la  valeur  6,  lequel  est  un 
point  frontière  et,  ainsi,  n'appartient  pas  au  continuum. 

En  particulier,  tout  vecteur  A0  A,  partant  d'un  point  A0  du  con- 
tinuum et  aboutissant  à  un  point  A,  qui  n'appartient  pas  à  ce  con- 
tinuum contient  un  point  de  la  frontière,  nécessairement  situé 
entre  A0  et  A1}  sauf  dans  le  cas  où  A,  est  un  point  frontière. 

Les  points  qui  appartiennent  à  un  continuum  (C)  sont  dits 
intérieurs  à  ce  continuum  ;  un  point  est  extérieur  à  ;  C)  s'il  n'ap- 
partient ni  à  (C)  ni  à  sa  frontière.  Un  lien  (T)  est  intérieur  (ou 
extérieur)  au  continuum  (G),  si  tous  ses  points  sont  intérieurs  (ou 
extérieurs)  à  ce  continuum. 

L'ensemble  des  points  extérieurs  à  un  continuum  (C),  en  suppo- 
sant qu'il  y  ait  de  tels  points,  satisfait  à  la  condition  i°. 

Soit  en  effet  A  un  point  extérieur  au  continuum  ;  la  distance  du 
point  A  à  la  frontière  (F)  de  (G)  est  un  nombre  positif  c?;  le  cercle 
décrit  du  point  A  comme  centre  avec  un  rayon  r  •<  â  ne  contient 
aucun  point  de  la  frontière  ni  à  son  intérieur  ni  sur  sa  circon- 
férence ;  il  ne  contient  non  plus  aucun  point  B  du  continuum,  car 
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alors  le  vecteur  AB  contiendrait  un  point  frontière.  Mais,  pour 
que  l'ensemble  des  points  extérieurs  à  un  continuum  soit  lui-même 
un  continuum,  il  faut  que  la  condition  2°  soit  vérifiée. 

Soit  (C)  un  continuum  et  (F)  sa  frontière  ;  soit  (C)  l'ensemble 
des  points  extérieurs  à  (G)  et  (F')  la  frontière  de  cet  ensemble. 
L'ensemble  (F)  contient  l'ensemble  (F')  ;  en  effet  un  point  de  (F') 
ne  peut  appartenir  à  [Gj,  puisque  les  points  suffisamment  voisins 
d'un  point  de  (G')  appartienneni  tous  à  (C)  ;  un  point  de  (F')  ne 
peut  non  plus  appartenir  à  ;C  ;  il  appartient  donc  à  (F).  Mais  tout 
point  de  (F)  n'appartient  pas  nécessairement  à  (F')  ;  un  point  P 
de  (F)  n'appartient  pas  à  ;F)  lorsqu'un  cercle  de  centre  P  et  de 
rayon  suffisamment  petit  ne  contient  aucun  point  extérieur  à  C)  ; 
un  tel  cercle  ne  peut  alors  contenir  que  des  points  appartenant  à 
(G)  ou  à  (F). 

Lorsqu'il  existe  de  tels  points  P,  on  peut  dire  qu'ils  appar- 
tiennent à  l'ensemble  F)  —  (F')  ;  en  les  adjoignant  au  continuum 
(C),  on  forme  un  ensemble  (Cj)  qui  est  encore  un  continuum  ;  en 
effet,  on  voit  d'abord  qu'il  satisfait  à  la  condition  i°  tant  pour  les 
points  de  C  que  pour  les  points  P  de  l'ensemble  (F)  —  (F'), 
puisque  tous  les  points  appartenant  à  un  cercle  de  centre  P  et  de 
rayon  suffisamment  petit  sont  des  points  de  (Cj.  D'ailleurs  un 
•tel  cercle,  puisque  P  est  un  point  frontière  de  (C),  contient  néces- 
sairement un  point  de  (  G  ,  auquel  P  peut  être  relié  par  un  vecteur 
dont  tous  les  points  appartiennent  à  (C,)  ;  enfin  deux  points  de  (G) 
peuvent  être  reliés  par  un  lien  intérieur  à  (G)  et,  par  conséquent,  à 
(Ci)  :  la  condition  2°  est  aussi  vérifiée.  Les  points  extérieurs  à  (CJ 
sont  les  mêmes  que  les  points  extérieurs  à  (C)  ;  le  continuum  (CJ 
et  l'ensemble  (C)  admettent   F')  comme  frontière  commune. 


300.  —  On  a  signalé  plus  liaut  des  exemples  de  continuums  très 
simples  ;  je  vais  montrer  comment  on  peut  constituer  d'autres 
continuums  en  partant  de  conlinuums  donnés. 

Soient  C  et  C'  deux  continuums,  (F)  et  (F'  leurs  frontières 
respectives.  Si  les  deux  conlinuums  ont  un  point  commun  A,  il 
est  clair  que  tous  les  points  qui  appartiennent  à  un  cercle  décrit  de 
A  comme  centre  avec  un  rayon  moindre  que  les  distances  de  A  à 
(F)  et  à    F     sont  aussi  communs  aux  deux  continuums    G  ,    G'    > 
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l'ensemble  des  points  communs  aux  deux  continuums  qui  peuvent 
être  reliés  à  A  par  un  lien  intérieur  à  la  fois  à  C  et  à  C)  forme 
un  continuum  ;  soit  (G)  ce  continuum.  Il  peut  d'ailleurs  arriver 
que  l'ensemble  des  points  communs  à  C  et  à  (C'}  forme  plusieurs 
continuums  séparés. 

Supposons  qu'un  point  B  de  (C)  n'appartienne  pas  à  (G);  ce 
point,  puisqu'il  appartient  à  (C)  comme  A,  peut  être  relié  à  A  par 
un  lien  intérieur  à  (C);  ce  lien  ne  peut  être  aussi  intérieur  à  (C 
puisque  B  n'appartient  pas  à  (G)  :  il  contient  des  points  qui  n'ap- 
partiennent pas  à  (C)  et  le  point  A  qui  appartient  à  (C);  il  con- 
tient donc  un  point  de  (F')  ;  il  y  a  au  moins  un  point  de  (F')  qui 
appartient  à  (C). 

Si  donc  le  continuum  (C)  ne  contient  aucun  point  de  la  fron- 
tière du  continuum  (C),  il  est  contenu  tout  entier  dans  ce  conti- 
nuum (C)  ou  lui  est  tout  entier  extérieur.  On  sera  sûrement  dans 
le  premier  cas,  si  les  deux  continuums  ont  un  point  commun. 

Remarquons  en  passant  que  si  les  continuums  (G),  (C)  sont 
tels  que  chacun  d'eux  ne  contienne  aucun  point  de  la  frontière  de 
l'autre,  ils  sont  certainement  extérieurs  l'un  à  l'autre,  à  moins 
qu'ils  ne  soient  confondus. 

En  supposant  toujours  que  le  point  A  appartienne  à  la  fois  aux 
deux  continuums  (C),  (C),  considérons  maintenant  l'ensemble  (C) 
des  points  qui  appartiennent  soit  à  (C),  soit  à  (C)  ;  cet  ensemble 
(G")  constitue  un  continuum;  en  effet,  la  condition  i°  est  évi- 
demment vérifiée  pour  tous  les  points  de  (C")  ;  il  en  est  de  même 
de  la  condition  2°,  puisque  deux  points  de  (C")  peuvent  être  reliés 
à  A  par  des  liens  intérieurs  soit  à  (C),  soit  à  (C);  ces  deux  points 
peuvent  donc  être  reliés  entre  eux  par  un  lien  dont  tous  les  points 
appartiennent  à    G"). 

301.  —  Si  les  deux  continuums  (G),  KG)  n'ont  pas  de  point 
commun,  mais  s'ils  ont  une  partie  de  frontière  commune,  on 
peut  encore,  sous  certaines  conditions,  en  déduire  un  continuum 
formé  de  tous  les  points  appartenant  soit  à  (C),  soit  à  (C),  soit  à 
la  frontière  commune,  à  l'exception  de  deux  de  ces  derniers  points. 

Les  conditions  que  je  supposerai  vérifiées  par  la  partie  commune 
de  la  frontière,  sont  les  suivantes  : 
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i°  Cette  partie  commune  peut  être  regardée  comme  un  lien  (T) 
défini  par  les  formules 

X  =  ce  (/),  y  =  (!»(*),  a  <  /  <  (3. 

Je  désignerai  par  (T')  l'ensemble  des  points  du  lien  (T)  autres  que 
son  origine  A  et  son  extrémité  B,  lesquelles  correspondent  aux 
valeurs  a,  fi  de  t. 

2°  Chaque  point  P  de  (T')  peut  être  regardé  comme  centre  d'un 
cercle  (P)  tel  que  tous  les  points  qui  lui  appartiennent  appar- 
tiennent soit  à  (C),  soit  à  (C),  soit  à  (T').  Puisque  P  est  à  la  fois 
sur  la  frontière  de  (C)  et  de  (C),  tout  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  P  contient  des  points  de  (C),  des  points  de  C),  des  points 
de  (T')  ;  l'hypothèse  est  qu'il  n'en  contient  pas  d'autres  à  son  in- 
térieur, ou  sur  sa  circonférence,  pourvu  que  son  rayon  soit  suffi 
samment  petit;  en  particulier  il  ne  doit  pas,  en  dehors  des  points 
de  l'ensemble  (T'),  contenir  de  points  frontières  de  (C),  ou  de  (C), 
pas  même  les  points  A,  B  qui,  par  suite,  ne  doivent  correspondre 
à  aucune  valeur  de  /,  intérieure  à  l'intervalle  (a,  |3). 

D'ailleurs,  en  dehors  de  (T),  les  frontières  de  (C)  et  de  (C'y 
peuvent  avoir  des  points  communs,  ou  des  parties  communes, 
dont  je  ne  m'occupe  point. 

Je  vais  montrer  que,  dans  ces  conditions,  l'ensemble  (E)  des 
points  qui  appartiennent  soit  à  (C),  soit  à  (C),  soit  à  (T7)  constitue 
un  continuum  ;  je  dirai  que  ce  continuum  est  obtenu  on  suppri- 
mant la  frontière  commune. 

Tous  les  points  qui  appartiennent  au  cercle  (P)  appartiennent  à 
l'ensemble  (E)  qu'on  vient  de  définir.  Que  tous  les  points  de  l'en- 
semble (E,  vérifient  la  condition  i°  du  n°  298,  c'est  ce  qui  est 
évident.  D'un  autre  côté,  le  cercle  P,  contient  des  points  de  (C) 
et  de  (C),  qui  peuvent  être  reliés  l'un  à  n'importe  quel  point 
de  (C),  l'autre  à  n'importe  quel  point  de  (C)  par  des  liens  inté- 
rieurs à  (C)  ou  à  (C),  qui,  enfin,  peuvent  être  reliés  à  P  par  des 
vecteurs  intérieurs  à  (P)  ;  deux  points  de  (C)  ou  de  (C),  un  de  ces 
points  et  un  point  de  (T'  -  peuvent  donc  être  reliés  par  un  lien  dont 
tous  les  points  appartiennent  à  (E)  :  (E)  est  un  continuum. 

Un  point  K  de  la  frontière  de  (G),  ou  de  (C),  qui  n'appartient 
pas  à  (T7)  est  un  point  frontière  de    E  ;  car  tout  cercle  décrit  de  K 
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comme  centre  contient  le  point  K,  qui  n'appartient  pas  à  (E),  et 
contient  clés  points  de  (E).  Un  point  quelconque  de  (T')  appar- 
tient à  (E)  ;  un  point  extérieur  à  (G)  et  à  (C)  est  le  centre  d'un 
cercle  tel  qu'aucun  des  points  qui  lui  appartienne  n'appartienne 
ni  à  (G),  ni  à  (G');  il  ne  peut  appartenir  à  la  frontière  de  (E  qui, 
ainsi,  est  formée  de  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent  à  la 
frontière  de  (C),  ou  à  la  frontière  de  C'),  sans  appartenir  à  T'). 
Les  points  A  et  B  appartiennent  à  cette  frontière  de    E  . 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où  les  deux  continuums 
(G)  et  (G')  satisfaisant  toujours  aux  conditions  qui  précèdent,  sont 
bornés,  et  où  leurs  frontières  F),  (F')  sont  constituées  chacune 
par  un  lien  fermé  :  ces  liens  seront  définis  par  des  formules  telles 
que 

</(«o)  =/(«,)'    s'K)  =  9f(«i); 

Je  suppose  enfin  que  le  lien  (T)  qui.  par  hypothèse,  fait  partie 
de  (F)  et  de  (F')  ne  contienne  pas  les  points  dont  les  coordonnées 
s'obtiennent  en  remplaçant  u  par  u0  ou  par  a{  dans /(m)  et  dans 
g(u)  et  t  par  t0  ou  par  t{  dans  <p(/)  et  ^(t).  C'est  là  d'ailleurs  une 
supposition  qui  n'a  rien  d'essentiel  et  qu'on  peut  toujours  réaliser 
par  un  changement  de  variable.  Ce  lien  pourra  alors  être  défini 
par  des  formules  telles  que 

x  =  ?(*),  y  =  'KO,        a  ^  <  ^  P.        (>o  <  a  <  p  <  g, 
ou 

35  =/(")>  y  —  S'  (»)i       t^"^°,      («0<ï  <s  <  Bi)> 

en  supposant  que  chacun  de  ces  systèmes  de  formules  fournisse  le 
même  ensemble  de  points,  et  que  l'on  ait,  en  particulier 

?(a)=^/(ï)>  <Ka)=0(Y). 

<?(P)=/(8)>         *(P)  =  SF(«). 

D'après  ce  que  l'on  a  dit  plus  haut,  la  frontière  de  l'ensemble 
(E),  obtenu  par  la  suppression  du  lien  (T),  est  le  lien  fermé 
constitué  par  les  parties  de  (F')  qui  correspondent  aux  valeurs  de  t 


I9O  INTRODUCTION    A     LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

qui  appartiennent  aux  intervalles  (t0,  0.},  (jS,  /,  )  et  les  portions 
de  (F)  qui  correspondent  aux  valeurs  de  u  qui  appartiennent  aux 
intervalles  (u0,  y),  fâ,ut).  En  vertu  des  formules  précédentes,  ces 
quatre  liens  partiels  se  raccordent  pour  former  un  lien  fermé, 
lequel  sera  évidemment  simple  si  les  frontières  (F  ),  (F')  sont  elles- 
mêmes  des  liens  simples  et  si  elles  n'ont  pas  de  points  communs 
en  dehors  de  l'ensemble  (T). 

Les  propositions  qu'on  vient  d'établir  permettent  de  constituer 
des  continuums  assez  compliqués  en  juxtaposant  des  continuums 
simples,  des  triangles,  des  rectangles,  des  trapèzes...  ;  la  frontière 
d'un  continuum  ainsi  formé,  peut  d'ailleurs  se  composer  de 
plusieurs  liens  séparés.  Le  cas  particulier  qu'on  vient  d'examiner 
montre  comment,  en  procédant  ainsi,  on  peut  s'arranger  pour 
que  les  continuums  successifs  que  l'on  forme  aient  toujours  pour 
frontière  un  lien  fermé,  et  même  un  lien  fermé  simple.  Les  conti- 
nuums de  cette  nature  ont  un  rôle  important  dans  la  théorie  de 
certaines  fonctions. 

302.  —  Soit  (C)  un  continuum  et  (F  sa  frontière;  on  peut 
concevoir  qu'une  fonction  ©  soit  déterminée  ou  définie  pour  chaque 
point  appartenant  à  ce  continuum;  on  peut  dire  alors  que  la 
fonction  est  déterminée  ou  définie  dans  le  continuum.  Une  fonction 
définie  dans  le  continuum  (G)  est  définie  aux  environs  de  chaque 
point  de  ce  continuum,  c'est-à-dire  dans  un  cercle  de  rayon  suffi- 
samment petit  décrit  autour  de  ce  point  comme  centre  :  il  est  donc 
permis  de  parler  d'une  fonction  définie  et  continue  en  chaque 
point  d'un  continuum  (C)  ;  on  dira,  si  l'on  veut,  qu'elle  est  définie 
et  continue  clans  le  continuum  (C);  mais  on  ne  peut  affirmer  d'une 
telle  fonction  qu'elle  est  uniformément  continue  dans  le  continuum, 
parce  que  ce  continuum  n'est  pas  un  ensemble  clos.  Il  est  d'ailleurs 
bien  aisé  de  voir  que  la  différence  entre  deux  valeurs  d'une  fonction 
continue  pour  deux  points  d'un  continuum  peut  rester  supérieure, 
en  valeur  absolue,  à  un  nombre  fixe,  lors  même  que  les  deux 
points  auxquels  correspondent  ces  deux  valeurs  sont  très  voisins, 
si  ces  deux  points  sont  très  voisins  de  la  frontière.  Voici  un  exemple 
simple. 

Considérons,  comme  à  la  fin  du  n°  278,  un  point  fixe  0  el  une 
demi-droite  fixe  (A)  partant  de  ce  point;  soit  (C1  le  continuum 
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obtenu  en  supprimant  du  plan  les  points  qui  appartiennent  à  la 
demi-droite  A  ,  laquelle  est  évidemment  la  frontière  de  (G).  Soit 
maintenant  (D)  une  autre  demi-droite  fixe  partant  encore  du 
point  0,  mais  distincte  de  (A  ;  soit  enfin  a  le  plus  petit  angle  po- 
sitif dont  il  faut  faire  tourner  une  demi-droite  autour  du  point  0 
(dans  le  sens  direct    pour  l'amener  de  (D)  sur  (A). 

Si  l'on  considère  un  point  quelconque  M  du  continuurn,  on  a 
défini  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  une  demi-droite,  autour 
de  0,  pour  l'amener  de  (D)  sur  OM,  sans  passer  par  A  ;  cet  angle 
est  compris  entre  a  et  —  2it  +  œ;  on  voit  tout  de  suite  que  c'est 
une  fonction  continue  de  M.  en  chaque  point  du  continuum.  Si 
Ml5  M2,  sont  deux  points  situés  très  près  de  A),  l'un  à  droite, 
l'autre  à  gauche,  l'angle  considéré,  en  M,,  sera  très  voisin  de  a:  il 
sera  très  voisin  de  —  2  7î  H-  a  en  M2  ;  la  différence  entre  les  deux 
angles  est  très  voisine  de  2  7t.  Si,  au  contraire,  les  deux  points 
Mn  M.2  étaient  très  voisins  de  (A),  mais  du  même  côté  de  (A),  les 
deux  angles  seraient  très  voisins  l'un  de  l'autre. 

On  retrouve  ici  la  notion  de  coupure,  introduite  au  n°  276: 
considérons  la  demi-droite  A  comme  double  ;  l'une  des  deux  demi- 
droites,  dont  je  dirai  qu'elle  est  à  gauche,  étant  regardée  comme 
voisine  des  points  situés  à  gauche  de  (A)  et  à  une  petite  distance, 
l'autre  dont  je  dirai  qu'elle  à  droite,  étant  regardée  comme  voisine 
des  points  situés  à  droite  de  (A)  et  à  une  petite  distance.  Dans 
cet  ordre  d'idée,  deux  points  situés  près  de  A  ne  doivent  être 
regardés  comme  voisins  que  s'ils  sont  d'un  même  côté  de  (A). 

Avec  cette  convention,  la  fonction  du  point  M  dont  il  a  été 
question  plus  haut,  l'angle  de  (D)  et  de  OM,  peut  être  défini  dans 
tout  le  plan,  sauf  au  point  0  ;  mais,  si  le  point  M  est  sur  (A)  on 
devra  dire  s'il  se  trouve  sur  le  bord  gauche  ou  sur  le  bord  droit  de 
la  frontière  :  en  deux  points,  confondus  en  réalité,  mais  qu'on  re- 
garde comme  étant  l'un  sur  le  bord  gauche,  l'autre  sur  le  bord 
droit,  les  valeurs  de  la  fonction  diffèrent  de  i~. 

Une  fonction  d'un  point  variable  (ou  de  ses  coordonnées)  con- 
tinue pour  tous  les  points  d'un  continuum,  est  uniformément 
continue  dans  tout  ensemble  clos  contenu  dans  ce  continuum 
(n°  284\ 

Soit  (G)  un  continuum  borné  et  (F)  sa  frontière.  L'ensemble 
(C)  -h  (F)  des  points  qui  appartiennent  soit  au  continuum,  soit  à 
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sa  frontière  est  un  ensemble  parfait.  Une  fonction  continue  pour 
tous  les  points  de  cet  ensemble  sera  uniformément  continue  dans 
cet  ensemble. 

Reprenons  les  notations  employées  clans  le  numéro  précédent 
pour  deux  continuums  bornés  (C),  (C)  qui  n'ont  pas  de  point 
commun,  dont  les  frontières  respectives  (F),  (F')  sont  des  liens 
fermés  et  admettent  une  partie  commune,  constituée  par  un 
lien  (T)  dont  l'origine  et  l'extrémité  sont  les  points  A  et  B,  et  qui 
satisfait  aux  conditions  que  l'on  a  précisées.  (T')  désigne  toujours 
l'ensemble  des  points  de  (T)  autres  que  A,  B;  (E)  est  le  continuum 
qui  résulte  de  la  juxtaposition  des  deux  continuums  (C),  (C)  et  de 
la  suppression  de  la  frontière  commune  (T').  Désignons  enfin 
par  (F,)  la  frontière  de  (E),  frontière  qui  se  compose  des  points 
de  (F)  et  de  (F')  qui  n'appartiennent  pas  à  (T'),  et  par  (Ej  l'en- 
semble parfait  (E)  -+-  (Fj). 

Soient  ©,  ©'  des  fonctions  continues,  l'une  dans  l'ensemble 
(C)  +  (F),  l'autre  dans  l'ensemble  (C)  -h  (F'),  et  supposons  que 
l'on  ait  ©  =  ©'  pour  n'importe  quel  point  de  (T).  Il  est  clair  que 
la  fonction  d/  définie  comme  étant  égale  à  ©  dans  (C),  à  ©'  dans  (C), 
à  ©  ou  à  ©'  pour  les  différents  points  de  (T')  sera  continue  en  tout 
point  de  (E). 

Si  les  frontières  (F),  (F')  n'ont  pas  de  points  communs  en  dehors 
de  (T),  il  est  clair  que  le  même  procédé  permet  de  construire  une 
fonction  continue  dans  (E,),  égale  à  ©  pour  tous  les  points  de 
(C)  -t-  (F),  à  ©'  pour  tous  les  poin+s  de  (C)  -+-  (F')  ;  mais  il  n'en 
sera  plus  de  même  si  les  frontières  (F),  (F')  ont  des  points  communs 
en  dehors  de  (T),  car  on  n'a  pas  supposé  qu'en  un  tel  point  les 
deux  fonctions  ©  et  ©'  fussent  égales. 

On  est  alors  amené  à  dédoubler  en  quelque  sorte  des  points 
de  (F,)  qui  proviendraient  d'un  point  commun  à  (F)  et  à  (F')  et 
n'appartenant  pas  à  (T)  ;  on  convient  de  garder  le  souvenir  de  la 
provenance  de  pareils  points,  que  l'on  regarde  comme  séparés  si 
l'un  provenait  de  (F),  et  l'autre  de  (F').  La  frontière  (F,)  de  (E) 
est  ainsi  remplacée  par  un  autre  ensemble  (F2)  dans  lequel  un 
même  point,  un  même  lien  partiel,  peuvent  figurer  deux  fois; 
je  le  répète,  ce  point,  ce  lien  partiel  ne  sont  pas  regardés  comme 
les  mêmes  suivant  qu'ils  proviennent  de  (F)  ou  de  (Fi).  Dans 
le  cas  où  (F)  et  (F  )  sont  des  liens  fermés  simples,  on  peut,  en 
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vertu  de  la  même  fiction,  regarder  encore  (F2)  comme  un  lien 
fermé  simple,  dans  lequel  des  valeurs  différentes  du  paramètre 
fournissent  des  points  qui,  à  la  vérité  coïncident,  mais  qui  sont 
essentiellement  distincts,  d'après  leur  provenance.  Si  P  et  P'  sont 
ainsi  deux  points  coïncidants  provenant  l'un  de  (F),  l'autre  de  (F'), 
le  premier  est  regardé  comme  voisin  des  points  de  (C)  qui  sont  à 
une  petite  distance  de  lui,  mais  non  des  points  de  (C)  que  l'on  ne 
pourrait  atteindre,  sans  s'éloigner  de  P,  en  suivant  un  lien  continu 
intérieur  à  (E).  De  même,  P'  est  regardé  comme  voisin  des  points 
de  (C)  qui  sont  à  une  petite  distance  de  lui,  mais  non  des  points 
de  (G).  De  même  qu'on  a  remplacé  la  frontière  (F,)  par  la  fron- 
tière (F2),  on  remplace  l'ensemble  (EJ  =  (E)  -f-  (Fj),  par  l'en- 
semble (E2)  =  (E)  -b  (F2),  lequel  contient  alors  sur  sa  frontière 
des  points  qui  coïncident  et  que  l'on  regarde  comme  distincts,  qui 
ne  sont  spécifiés  que,  lorsque,  après  avoir  donné  leurs  coordonnées, 
on  dit  s'ils  proviennent  de  (F)  ou  de  (F'). 

Sans  que  j'insiste  davantage,  le  lecteur  voit  s'étendre  la  notion 
de  coupure  et  se  rend  compte  du  sens  dans  lequel  il  est  permis  de 
dire  qu'une  fonction  est  uniformément  continue  dans  (E2).  Les 
parties  communes  à  (F)  et  à  (F'),  en  dehors  de  (T),  constituent  des 
coupures,  dont  un  bord  provient  de  (F),  un  autre  bord  de  (F'); 
près  d'une  coupure,  les  points  voisins  d'un  même  bord  pro- 
viennent, soit  du  continuum  (G),  soit  du  continuum  (C)  et  ce  n'est 
que  pour  les  points  voisins  d'un  même  bord  que  les  valeurs  de  la 
fonction  diffèrent  très  peu. 

Prenons  encore  pour  exemple  l'angle  qu'une  demi-droite  fixe(D), 
partant  d'un  point  fixe  0,  fait  avec  la  demi-droite  qui  va  de  ce 
point  0  à  un  point  variable  M.  Je  suppose  essentiellement  que  le 
point  O  est  extérieur  aux  continuums  (C)  et  (C). 

Supposons  qu'on  puisse  mener,  à  partir  de  0,  une  demi-droite 
(A)  extérieure  au  continuum  (G)  et  distincte  de  (D 1  ;  on  peut  alors 
définir,  pour  tout  point  M  appartenant  à  l'ensemble  (G)  H-  (F), 
l'angle  de  (D)  et  de  OM,  par  le  procédé  qu'on  a  expliqué  à  lafm  du 
n°  278;  cet  angle  est  une  fonction  continue  du  point  M  dans  l'en- 
semble parfait  (C  -t-  (F)  ;  il  en  sera  de  même  si  on  lui  ajoute  un 
multiple  quelconque  de  2  7t;  si  donc  M0  est  un  point  fixe  quel- 
conque de  (G)  H-  (F)  et  si  l'on  choisit  arbitrairement  l'une  des 
valeurs  <p0   de  l'angle  dont  les  deux   côtés  sont  (0)  et  OM0,   on 
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pourra  définir  une  fonction  y  de  M,  continue  dans  l'ensemble 
parfait  (C)  -h  (F),  qui  prendra  la  valeur  ©0  quand  M  sera  en  M0, 
et  qui  sera  toujours  égale  à  la  mesure  de  l'un  des  angles  dont  les 
côtés  sont  (D)  et  OM.  Il  n'y  a  d'ailleurs  qu'une  fonction  qui  jouisse 
de  cette  propriété. 

Supposons  maintenant  qu'on  puisse  mener  une  demi-droite  (à'\ 
distincte  de  (D)  et  extérieure  à  (C)  ;  on  pourra  encore  définir, 
pour  tout  point  M  de  (C)  H-  (F'j,  l'angle  de  (D)  et  de  OM,  comme 
une  fonction  continue  de  M.  Lorsque  M  appartient  à  (T),  les  deux 
angles  définis,  l'un  dans  (G)  H-  (F),  l'autre  dans  (C)  -h  (F'j  ne 
peuvent  différer  que  d'un  multiple  de  -m,  lequel,  à  cause  de  la 
continuité,  reste  évidemment  le  même  tout  le  long-  de  (T)  ;  en  mo- 
difiant le  second  angle  de  ce  multiple  de  211,  les  deux  angles  seront 
égaux  tout  le  long-  de  (T),  en  sorte  que  l'angle  de  (D)  et  de  OM 
pourra  être  défini  comme  une  fonction  continue  de  M  dans  tout 
l'ensemble  (E2)  —  (E)  -+-  (F2),  à  la  condition  de  regarder  au  besoin 
la  frontière  F>)  comme  comportant  des  bords  séparés.  Cette  fonction 
est  définie  sans  ambiguïté  par  la  condition  qu'on  lui  a  imposée, 
d'être  égale  à  ©0  quand  le  point  M  coïncide  avec  M0.  Il  est  clair  qu'on 
pourrait  continuer  ainsi  en  considérant  un  troisième  continuum 
(C")  qui  aurait  une  partie  de  frontière  commune  avec  (E,),  etc.. 

On  peut  former  ainsi,  par  adjonctions  successives,  un  conti- 
nuum très  compliqué,  auquel  le  point  0  doit  toujours  être  exté- 
rieur, ayant  toujours  pour  frontière  un  lien  fermé  simple,  ou  même 
un  de  ces  liens  fermés  à  bords  distincts  que  l'on  ne  peut  qualifier 
de  simples  que  par  fiction.  L'angle  de  (D)  et  de  OM  se  définira 
comme  une  fonction  continue  clans  l'ensemble  parfait  obtenu  en 
adjoignant  la  frontière  au  continuum,  fonction  qui,  en  un  point  M0, 
se  réduira  à  l'une  des  valeurs  arbitrairement  choisie  de  l'angle 
dont  les  côtés  sont  (D)  et  OMn.  En  particulier,  si  l'on  fait  coïncider 
(D)  et  OM„,  ,  on  pourra  définir  l'angle  (M0,  M)  de  OM0  et  de  OM 
comme  une  fonction  continue  de  M  dans  l'ensemble  parfait, 
fonction  qui  s'annule  quand  M  coïncide  avec  M0. 

On  verra,  à  la  fin  du  présent  chapitre  qu'une  telle  définition  est 
toujours  applicable  à  l'ensemble  parfait  (C ;  -h (F)  pourvu  que  le 
point  0  n'appartienne  pas  à  cet  ensemble,  que  le  continuum  (G) 
soit  borné  et  que  sa  frontière  (F)  soit  un  lien  fermé  simple, 
soumis  à  certaines  conditions. 
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Si  l'on  suppose  les  deux  points  M0,  M  reliés  par  un  lien  dont 
tous  les  points  soient  intérieurs  au  continuum,  sauf  peut-être  les 
extrémités  M0,  M  qui  peuvent  appartenir  à  la  frontière,  l'angle 
(M0,  M  tel  qu'on  vient  de  le  définir,  n'est  autre  chose  que  l'angle 
de  OMy  et  de  OM  défini  au  moyen  du  lien  (n°  292)  :  cet  angle  ne 
dépend  pas  du  lien,  tant  que  ce  lien  reste  assujetti  aux  conditions 
qu'on  vient  de  préciser.  L'ordre  du  point  0  par  rapport  à  un  lien 
fermé  quelconque  intérieur  au  continuum  est  nul.  Si  M0,  Ml5  M2 
sont  trois  points  appartenant  au  continuum,  on  aura 

(M0,  M2)  =  (M0,  MJ  +  (M15  M2). 

En  effet  les  deux  membres  qui  sont,  dans  tout  le  continuum,  des 
fonctions  continues  des  points  Mo,  Mx,  M2,  ne  peuvent  différer  que 
d'un  multiple  de  i~,  qui  est  nul  quand  M2  coïncide  avec  Mx. 

303.  —  Soit  T  un  lien  et  soit  à  un  nombre  positif;  je  dési- 
gnerai sous  le  nom  de  voisinage  V($  du  lien  (T  l'ensemble  des 
points  tels  que  chacun  soit  intérieur  à  quelque  cercle  de  rayon  & 
dont  le  centre  est  un  point  de  T. 

Cet  ensemble  est  un  continuum.  Considérons,  en  effet,  un 
point  A  satisfaisant  à  la  condition  précédente,  c'est-à-dire  intérieur 
à  un  cercle  (a)  de  rayon  r)  et  dont  le  centre  a  est  situé  sur  (T)  :  Tout 
point  appartenant  à  un  cercle  de  centre  A  et  intérieur  au  cercle  (a) 
est  intérieur  à  ce  dernier  cercle  ;  la  condition  i°  du  n°  298  est  vé- 
rifiée. Remarquons,  en  passant,  que  le  point  A  est  à  une  distance 
de  (T)  inférieure  à  o\  Soit  maintenant  B  un  autre  point  de  \  â  , 
et  soit  b  le  centre,  situé  sur  (T),  du  cercle  de  rayon  r)  auquel  B 
est  intérieur;  on  peut  aller  de  A  à  B,  par  le  lien  formé  en  allant 
de  A  à  a  en  ligne  droite,  de  a  à  b  sur  T  ,  de  b  à  B  en  ligne  droite; 
tous  les  points  du  lien  ainsi  formé  appartiennent  à  Y  '/} )•;  la  con- 
dition 2°  est  vérifiée. 

Soit  P  un  point  quelconque,  ov  sa  distance  à  (T)  el  p  un  point 
de  (T)  qui  soit  à  une  distance  de  P  égale  à  â'.  Si  P  est  intérieur 
àV(cT),  on  a,  d'après  une  observation  antérieure,  &'  <Cot.  Réci- 
proquement si  l'on  a  â1  <C  o\  le  point  P  est  intérieur  à  Y  Qv  puis- 
qu'il est  intérieur  à  un  cercle  décrit  de  p  comme  centre  avec  un 
rayon  compris  entre  ov  et  r}.  Si  donc  P  n'appartient  pas  à  ^  (iï)9 
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onad*'^(^  :  si  l'on  a  &'  =  d\  tout  point,  autre  que  PJ9  du  vecteur 
qui  va  de  P  à  p  appartient  à  Y(â)  ;  il  y  a  des  points  de  V(ov)  aussi 
voisins  que  l'on  veut  du  point  P,  lequel  n'appartient  pas  à  V(c?)  :  P 
est  alors  un  point  frontière  de  "V  (&);  si  l'on  a  â'  >  <^,  il  ne  peut  y 
avoir,  dans  un  cercle  décrit  de  P  comme  centre  et  de  rayon 
moindre  que  â'  —  â,  de  point  dont  la  distance  à  (T)  soit  inférieure 
à  â  :  P  est  extérieur  à  V  [&). 

Suivant  que  â'  est  inférieur,  égal,  ou  supérieur  à  cMe  point  P 
est  intérieur  à  V(e?),  sur  la  frontière  de  V(^),  extérieur  à  V(e^). 

Il  est  clair  que  si  l'on  a  &'  >>  à,  l'ensemble  V(<^')  contient  l'en- 
semble V(^)  et  sa  frontière.  Les  frontières  des  continuums 
Y(^),  V(^')  n'ont  aucun  point  commun. 

Il  est  à  peine  inutile  de  dire  qu'on  aurait  pu  définir  un  conti- 
nuum  jouissant  de  propriétés  analogues  à  celle  du  voisinage  V(dv) 
en  considérant  des  distances  réduites  au  lieu  des  distances  vraies. 

304.  —  Considérons  un  continuum  (C;  et  sa  frontière  (F).  Soit 
M  ou  (x,  y)  un  point  qui  ne  soit  pas  situé  sur  la  frontière;  si  on 
décrit  du  point  M  comme  centre  un  cercle  dont  le  rayon  soit  égal 
à  la  distance  du  point  M  à  la  frontière,  ce  cercle  ne  convient  à  son 
intérieur  que  des  points  intérieurs,  ou  des  points  extérieurs,  au 
continuum,  suivant  que  M  est  intérieur,  ou  extérieur,  au  conti- 
nuum; sa  circonférence  contient  au  moins  un  point  de  la  frontière;  . 
ces  propriétés  caractérisent  évidemment  les  cercles  dont  le  rayon 
est  égal  à  la  distance  du  centre  à  la  frontière  du  continuum. 

Soient  M0  et  M,,  ou  (x0,  Jo)  et  >x{,  y,  ,  deux  points  intérieurs  au 
continuum  :  supposons -les  reliés  par  un  lien  (T),  intérieur  à  (G), 
défini  par  les  formules 

*  =  ?&).  y  =  W)>     t0^t^t; 

*o  =  <p(i0).  7o  =  M'o).   *,  =  ?('i).  Ji  =  MO  ; 

soit  r}  un  nombre  positif  plus  petit  que  la  distance  du  lien  (T)  à  la 
frontière  (F)  du  continuum;  considérons  le  voisinage  V (â)  du 
lien    T;,  il  est  clair  que  ce  continuum  sera  contenu  clans    C  . 

On  peut  relier  le  point  M0  au  point  Mj  par  une  ligne  brisée, 
donc  tous  les  points  appartiennent  à  Y  ^  et,  par  conséquent 
à   (C).   Il    suffit    d'intercaler   entre    /0,   /,   des  nombres  croissants 
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t',  t",  t'",  ...  tels  que  les  distances  de  deux  points  consécutifs  du 
lien  (T)  qui  correspondent  aux  nombres  t0,  t' ,  l",  ...,  /,  soient 
moindres  que  â.  Si  l'on  décrit  de  ces  points  comme  centres  des 
cercles  de  rayon  â,  chacun  de  ces  cercles  contiendra  le  centre  du 
cercle  suivant;  tous  les  poiuts  qui  appartiennent  à  Ja  ligne  brisée 
dont  les  éléments  joignent  les  centres  consécutifs  appartiennent 
évidemment  à  V  (â) . 

On  peut,  d'ailleurs,  s'arranger  pour  que  la  ligne  brisée  qui  va 
du  point  (cc0,  y0)  au  point  xlt  jj  ne  se  croise  pas  elle-même  :  en 
effet,  supposons  d'abord  que  la  ligne  brisée  soit  construite  comme 
on  l'a  expliqué  et  que  l'on  donne  les  numéros  i,  2,  ...,p,  ...,  q,  ...,  r 
aux  vecteurs  successifs  qui  la  composent  :  soit  p  le  numéro  du 
premier  vecteur  qui  croise  un  vecteur  ultérieur,  le  cfèmô  par  exemple 
[q  >/j+  1)  :  on  limitera  le  pièmG  vecteur  au  point  de  croisement, 
et  l'on  continuera  par  un  vecteur  situé  sur  le  qlème,  en  prenant  le 
point  de  croisement  pour  origine  :  on  aura  supprimé,  de  la  ligne 
brisée,  la  portion  fermée  qui  ramenait  au  point  de  croisement.  En 
continuant  de  la  même  façon,  on  parviendra  évidemment,  au  bout 
d'un  nombre  fini  de  suppressions,  à  une  ligne  brisée  joignant  les 
deux  points  (x0,  y0)  et  (xit  y/)  qui  ne  se  croise  pas  elle-même. 

305.  —  Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  comment  est  constitué  le 
voisinage  d'un  segment  de  droite,  d'un  cercle,  d'un  arc  de  cercle, 
et  quelle  en  est  la  frontière.  Je  me  bornerai  à  quelques  indica- 
tions qu'il  complétera  aisément  sur  le  voisinage  Y  (â)  d'une  ligne 
brisée  simple,  ouverte  ou  fermée,  que  je  désignerai  par  [L),  en 
supposant  que  2a  soit  moindre  que  la  distance  de  deux  côtés  non 
consécutifs  de  (L).  Je  supposerai  la  ligne  L)  parcourue  dans  un 
sens  déterminé,  de  façon  a  pouvoir  parler  de  la  droite  et  de  la 
gauche  des  vecteurs  qui  la  composent  et  même  de  ses  angles 
(n°  277),  le  premier  côté  de  chaque  angle  étant  décrit  en  se  rappro- 
chant du  sommet,  le  second  en  s'en  éloignant. 

La  frontière  de  Y  (â)  est  composée  de  vecteurs  parallèles  aux 
côtés  correspondants  de  (L)  et  d'arcs  de  cercles  ayant  pour  centres 
respectifs  les  sommets  de  (L.)  ;  elle  constitue  un  ou  deux  liens 
simples  et  fermés,  suivant  que  la  ligne  (L)  est  ouverte  ou  fermée. 

Dans  le  premier  cas,  si  on  supprime  de  la  frontière  les  deux 
demi-cercles  qui  correspondent  à  l'origine  et  à  l'extrémité  de  (L), 
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il  reste  deux  liens  simples  ouverts  dont  on  peut  dire  que  l'un  est  à 
droite  et  l'autre  à  gauche  de  L  ,  parce  que  les  éléments  qui  cons- 
tituent le  premier  lien,  par  exemple,  sont  à  droite  des  angles 
correspondants  de  (L). 

Dans  le  second  cas,  on  peut  dire  aussi,  avec  la  même  significa- 
tion, que  les  deux  liens  fermés  qui  composent  la  frontière  de  ¥($) 
sont  l'un  à  droite,  l'autre  à  gauche  de  la  ligne  polygonale  (L)  :  je 
les  désignerai  comme  étant  la  frontière  de  droite  et  la  frontière  de 
gauche.  La  ligne  (L),  qui  fait  partie  deV(cT),  décompose  ce  con- 
tinuum  en  deux  continuums,  dont  le  premier,  qui  peut  être 
qualifié  de  voisinage  de  droite,  a  pour  frontière  la  frontière  de 
droite  et  (L),  dont  le  second,  qui  peut  être  qualifié  de  voisinage  de 
gauche  a  pour  frontière  la  frontière  de  gauche  et  (L).  Chacun 
d'eux  est  constitué,  conformément  aux  explications  données  au 
n°  301  en  juxtaposant  une  suite  de  trapèzes  et  de  secteurs  circu- 
laires dont  on  supprime  les  côtés  communs.  Chaque  trapèze  a 
pour  côtés  parallèles  un  côté  de  (L)  et  le  côté  correspondant  de  la 
frontière  de  droite  ou  de  gauche.  Les  secteurs  circulaires  corres- 
pondent aux  arcs  de  cercle  des  frontières.  Deux  de  ces  éléments, 
trapèzes  ou  secteurs,  n'empiètent  jamais  l'un  sur  l'autre. 

On  reconnaît  sans  peine  que,  d'un  point  quelconque  non  situé 
sur  (L),  on  peut  mener  un  vecteur  qui  n'ait  aucun  point  commun 
avec  (L)  et  qui  aboutisse  a  un  point  de  la  frontière  de  V(t?). 

La  ligne  (L),  suivant  qu'elle  est  ouverte  ou  fermée,  se  comporte 
d'une  façon  très  différente  par  rapport  à  l'ensemble  des  points  du 
plan. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  relier  deux  points  quelconques  du 
plan,  non  situés  sur  (L),  par  un  lien  qui  ne  contienne  aucun  point 
de  (L)  :  il  suffira  en  effet  d'aller  de  chacun  de  ces  points  à  la  fron- 
tière cle  Y(c?)  sans  toucher  L  ;  la  frontière  elle-même  relie  les  deux 
points  auxquels  on  aboutit  sur  elle. 

En  d'autres  termes,  l'ensemble  des  points  du  plan  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  une  ligne  brisée  simple  et  ouverte  constitue  un  con- 
tinuum  dont  cette  ligne  brisée  est  la  frontière. 

Dans  le  second  cas,  où  la  ligne  brisée  (L)  est  fermée,  un  point 
quelconque  non  situé  sur  L)  peut  être  relié  par  un  vecteur  qui  ne 
contient  aucun  point  de  (L),  soit  à  la  frontière  de  droite  Y  [d  . 
soit  à  la  frontière  de  gauche.  Il  est  clair  que  tous  les  points  qui 
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peuvent  être  reliés  ainsi  à  une  même  frontière  constituent  dans 
leur  ensemble  un  continuum.  Les  points  du  plan  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  (L)  constituent  donc  au  plus  deux  continuums  ; 
qu'il  y  en  ait  deux  dislincts,  c'est  ce  qui  résulte  clairement  du 
n°  295.  L'un  de  ces  continuums  contient  les  points  du  plan  situés 
à  une  distance  très  grande  de  la  ligne  fermée  :  il  lui  est  extérieur. 
En  traversant  la  ligne  brisée  on  entre  dans  le  continuum  intérieur. 
Quand  on  se  place  au  point  de  vue  géométrique,  on  est  tenté  de 
regarder  comme  intuitives  les  deux  propositions  dont  on  vient 
d'esquisser  une  démonstration,  qu'il  serait  très  aisé  de  présenter 
en  employant  un  langage  purement  numérique.  La  facilité  de  cette 
démonstration  tient  à  la  facilité  avec  laquelle  on  reconnaît  la  nature 
du  voisinage  V(t^)  d'une  ligne  brisée  simple,  et  de  sa  frontière, 
pour  &  suffisamment  petit.  Le  lecteur  ne  peut  manquer  d'aperce- 
voir l'extension  des  propriétés  précédentes  à  des  liens  formés  d'arcs 
de  courbe  suffisamment  simples. 

306.  —  M.  Jordan  a  démontré,  d'nn  façon  générale,  que  tout 
lien  fermé  simple  (T),  partageait  de  même  le  plan  en  deux  conti- 
nuums distincts,  l'un  extérieur  à  (T),  l'autre  intérieur.  Je  me 
contenterai  de  montrer,  en  adoptant  la  voie  suivie  par  M.  Ames  '), 
que  cette  proposition  est  vraie  quand  le  lien  fermé  simple  peut 
être  décomposé  en  un  nombre  fini  de  liens  partiels  dont  chacun  est 
défini  par  des  formules  telles  que 

y=f(x),  Xo^x^gXi 

OU 

x  =  y(y),  Jo^J^Ji' 

f(x)  et  <p(y)  désignant  des  fonctions  continues  dans  les  intervalles 
considérés. 

Considérons  un  point  M  appartenant  à  l'un  des  liens  partiels 
et  qui  n'en  soit  ni  l'origine  ni  l'extrémité  ;  on  pourra  mener  par  ce 
point  un  vecteur  (parallèle  à  l'un  ou  l'autre  des  axes;  qui  traverse 
ce  lien  partiel;  il  n'aura  pas,  avec  celui-ci,  d'autre  point  commun 
que  le  point  M;  s'il  est  assez  petite  plus  petit  par  exemple  que  la 

(')  Voir  la  note  du  n°  295. 
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distance  du  point  M  aux  autres  liens  partiels,  il  n'aura  aucun  point 
commun  avec  ces  liens  partiels  ;  il  n'aura  pas  d'autre  point 
commun  avec  le  lien  fermé  (T)  que  le  point  M.  Ce  lien  (T)  jouit 
donc  (n°  2S6)  de  la  propriété  suivante  :  aux  environs  de  chaque 
point  du  lien  fermé,  il  y  a  des  points  dont  les  ordres,  relatifs  à  ce 
lien,  diffèrent  d'une  unité.  Comme  tous  les  points  qu'on  peut 
relier  à  un  point  fixe  sans  rencontrer  le  lien  fermé  constituent  un 
continuum,  on  voit  que  ce  lien  sépare  le  plan  en  deux  continuums, 
au  moins. 

Soit  (C)  un  continuum.  Considérons  le  lien  (X),  défini  parles 
formules 

y=f(x),         x0<^x<^xy; 

je  désignerai  par  K0  et  Ki  l'origine  et  l'extrémité  de  ce  lien;  les 
abscisses  des  points  K0  et  Kt  sont  respectivement  x0  et  Xi.  Je 
suppose  que  ce  lien  appartienne  tout  entier  au  continuum  (C), 
sauf  peut-être  les  points  Ko,  Ki  qui  peuvent  appartenir  à  la  fron- 
tière de  (G).  On  va  montrer  que  l'ensemble  (C)  des  points  qui 
appartiennent  à  (C)  sans  appartenir  à  (X)  constitue  au  plus  deux 
continuums  et  que  (C)  constitue  un  seul  continuum  lorsque  Ko  et 
Kx  ne  sont  pas  tous  les  deux  sur  la  frontière  de  (C). 

L'ensemble  (C'y  satisfait  évidemment  à  la  première  des  condi- 
tions du  n°  298,  imposées  à  tout  continuum  : 

Je  dirai  d'un  point  A  de  (C)  qu'il  est  au-dessus  ou  au-dessous 
de  (X)  s'il  satisfait  aux  d?ux  conditions  suivantes  : 

i°  Son  abscisse  a  appartient  à  l'intervalle  (xq,  £Ci)  ;  elle  est  toute- 
fois différente  de  x0  si  K0  appartient  à  la  frontière  de  C,  de  x,  si  Kj 
appartient  à  cette  frontière. 

2°  Tous  les  points  du  vecteur  dont  l'origine  est  le  point  [a,f  a  ] 
et  dont  l'extrémité  est  A  appartiennent  à  (C). 

Dans  ces  conditions,  A  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  (X)  sui- 
vant que  son  ordonnée  est  plus  grande  ou  plus  petite  que /(a). 

Lorsque  tous  les  points  de  (X)  appartiennent  à  (C),  il  y  a  des 
points  au-dessus  et  au-dessous  de  (X),  dont  l'abscisse  est  n'importe 
quel  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (xo,  %i). 

Deux  points  A,  A'  de  (C)  situés  tous  deux  au-dessus  de  (X),  ou 
tous  deux  au-dessous,  peuvent  être  reliés  par  un  lien  intérieur  à  (C) 
et  ne  rencontrant  pas    \  . 
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Soient  en  effet  a  et  a'  [a!  >  a)  les  abscisses  des  points  A,  A'  que 
je  supposerai  au-dessus  de  (X).  Soient  À,,  AJ  les  points  de  (X) 
dont  les  abscisses  sont  a  et  a'.  Choissons  le  nombre  positif  a  plus 
petit  que  la  distance  à  la  frontière  de  (C)  du  lien  défini  par  les 
formules 

y=ftx),         a  <  x  <  a', 

lien  qui,  par  hypothèse,  appartient  tout  entier  à  (C),  et  dont  l'ori- 
gine et  l'extrémité  sont  les  points  At,  A[.  On  est  certain  qu'au- 
cun point  du  lien  (L)  défini  par  les  formules 

j  =f(x)  -h  a,  a-^x-^a! 

n'appartient  à  la  frontière  de  (G)  ;  d'ailleurs  le  lien  (L)  n'a  évi- 
demment aucun  point  commun  avec  X  ;  soient  A2  et  A'2  son 
origine  et  son  extrémité.  D'après 
la  façon  dont  on  a  choisi  a,  il  ne 
peut  y  avoir  aucun  point  de  la 
frontière  sur  le  vecteur  AtA2,  non 
plus  que  sur  le  vecteur  AjA2';  ces 
vecteurs  sont  intérieurs  à  (C)  ;  il  en 
est  de  même  par  hypothèse,  des 
vecteurs  AtA,  A(A'  et,  par  consé- 
quent, des  vecteurs  A2A,  A2'A'  :  on 
peut  aller,  sans  atteindre  la  fron- 
tière, de  A  à  A2  par  le  vecteur  AA2, 
de  A2  à  A2  par  le  lien  (L),  de  Ai  à 
A'  par  le  vecteur  A2'  A'  ;  on  est  parti 

d'un  point  de  (C),  on  est  resté  dans  (G  .  D'ailleurs  le  chemin 
décrit  n'a  manifestement  aucun  point  commun  à  (X). 

Examinons  le  cas  où  l'extrémité  Kt  de  (X)  n'est  pas  sur  la  fron- 
tière de  (C).  Si  de  ce  point  Kx  comme  centre,  avec  un  rayon  infé- 
rieur à  la  distance  de  Ki  à  cette  frontière,  on  décrit  un  cercle, 
tous  les  points  qui  appartiennent  à  ce  cercle  appartiendront  évi- 
demment à  (G)  ;  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  son  centre 
partage  le  cercle  en  deux  demi-cercles  et  le  rencontre  en  deux 
points  Kj,  K"  situés,  l'un  au-dessous  de  (X),  l'autre  au-dessus; 
le  premier  K,'  peut  être  relié,  par  un  lien  intérieur  à  (C)  et  n'attei- 
gnant pas  (X),  à   n'importe  quel  point  de  (C)  situé  au-dessous 
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de  (X  ;  de  même  Kj'.  à  tout  point  situé  au-dessus.  Le  demi- 
cercle  situé  à  droite  du  diamètre  K^  K'"  relie  d'ailleurs  K,'  à  K['. 
Donc,  dans  ce  cas,  deux  points  de  (G),  situés  l'un  au-dessus  de  (X), 
l'autre  au-dessous,  peuvent  être  reliés  par  un  lien  intérieur  à  (Ci) 
et  n'atteignant  pas  (X).  Il  est  clair  aussi  que  tout  point  (autre 
que  Ki)  situé  à  l'intérieur  du  demi-cercle  de  droite,  sur  ce  demi- 
cercle,  ou  son  diamètre,  peut  être  relié  de  même  aux  points  de  (G) 
situés  au-dessus  ou  au-dessous  de  (X  .  Des  conclusions  toutes 
pareilles  concerneraient  le  cas  où  K0  n'appartiendrait  pas  à  la  fron- 
tière de  (C). 

Reprenons  le  cas  général.  (X)  est  intérieur  à  (C),  sauf  peut-être 
les  points  extrêmes  K0,  Kj  qui  peuvent  être  sur  la  frontière. 

Soient  A,  B  deux  points  fixes,  arbitrairement  choisis  dans  (C), 
l'un  au-dessus  de  (X),  l'autre  au-dessous.  Soit  P  un  point  quel- 
conque de  (C),  non  situé  sur  (X)  ;  je  dis  qu'il  peut  être  relié  à  l'un 
des  points  A,  B  par  un  lien  intérieur  à  (G),  qui  n'atteigne 
pas  (X), 

Puisque  P  et  A  appartiennent  au  contînuum  (C),  il  y  a  un 
lien  (T),  intérieur  à  (C),  défini  par  des  formules  telles  que 

a  =  ?(*)»  7  =*<*).         U^*<k, 

qui  relie  P  à  A;  je  suppose  que  le  point  P  est  l'origine  du  lien  et 
correspond  ainsi  à  la  valeur  /0  du  paramètre. 

Si  (T)  n'a  pas  de  point  commun  avec  (X),  la  proposition  est 
vérifiée.  Supposons  que  (T)  atteigne  (X)  ;  il  peut  l'atteindre  une 
infinité  de  fois,  mais  un  raisonnement  qui  a  été  souvent  employé, 
prouve  l'existence  d'un  nombre  m  appartenant  à  l'intervalle  (70,  /,  I, 
qui  est  la  plus  petite  valeur  de  t  pour  laquelle  on  obtienne  un 
point  M  de  (T)  qui  soit  sur  X1.  Le  lien  partiel  (T')  défini  par  les 
formules 

x  =  o(t),y  =  ù(f),  l0<t<m 

est  intérieur  à  C  et  n'a  pas  d'autre  point  sur  (X  que  son  extré- 
mité M.  L'abscisse  p.  de  If  appartient  à  l'intervalle  '.Co,  .<-,  : 
d'ailleurs,  puisque  M  appartient  à  C  ,  y.  ne  peut  être  égal  à  x0  que 
si  Ki,  n'est  pas  sur  la  frontière  de  C\  fi  ne  peut  être  égal  à  Xi  que 
si  Kt  n'est  pas  sur  la  même  frontière. 
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Supposons  d'abord  x0  <  p.  <  xi .  Décrivons  un  cercle  du  point  M 
comme  centre,  avec  un  rayon  inférieur  à  xv  —  [X,  à  u.  —  Xo  et  à  la 
distance  de  M  à  la  frontière  de  C)  ;  tous  les  points  intérieurs  à  es 
cercle  et  non  situés  sur  (X)  sont  au-dessus,  ou  au-dessous,  de  (X)  ; 
il  en  est  ainsi  pour  n'importe  quel  point  M'  de  (T),  autre  que  M, 
et  situé  à  l'intérieur  du  cercle  ;  on  peut  aller  de  P  à  M'  puis  de  M'  à 
A  ou  à  B,  suivant  que  M'  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  X),  par 
un  lien  intérieur  à  (C)  et  n'atteignant  pas  (X). 


Fig. 


Fis.  i3. 


Supposons  que  l'on  ait  [x  =  x±  ;  le  raisonnement  serait  le  même 
si  l'on  avait  ul  =x0.  Le  point  M  coïncide  avec  Ki  ;  je  rappelle  qu'il 
n'est  pas  sur  la  frontière  ;  on  prendra  alors  le  point  M'  du  lien  (T') 
arbitrairement  dans  le  cercle  décrit  de  Ri  comme  centre  avec  un 
rayon  moindre  que  X\  —  x0  et  que  la  distance  de  Kj  à  la  frontière 
de  (C)  ;  ce  cercle  est  divisé  en  deux  par  la  droite  x  =  Xy.  Si  M'  est 
dans  le  demi-cercle  de  gauche,  il  sera  forcément  au-dessus  de  (X) 
ou  au-dessous  et  le  raisonnement  précédent  s'appliquera.  Si  M'  est 
sur  le  demi-cercle  de  droite  ou  sur  le  diamètre  x  =  Xi,  on  pourra 
le  rejoindre  tant  au  point  A  qu'au  point  B,  sans  sortir  de  (C)  et 
sans  rencontrer  (Xi. 

En  résumé,  l'ensemble  des  points  P  intérieurs  à  (C)  et  non  situés 
sur  (X)  constitue  au  plus  deux  continuums  dont  l'un  est  l'ensemble 
du  point  A  et  de  tous  les  points  de  (C)  qui  peuvent  être  reliés  à  A 
sans  sortir  de  (C)  et  sans  atteindre  (X),  dont  l'autre  est  l'ensemble 
du  point  B  et  de  tous  les  points  de  (C)  qui  peuvent  être  reliés  à  B 
sans  sortir  de  (C)  et  sans  atteindre  (X).  Ces  deux  ensembles  peu- 
vent ne  pas  être  distincts  et  ne  former  qu'un  continuum  ;  il  en  sera 
ainsi  quand  l'un  des  points  K0,  Ki  n'est  pas  sur  la  frontière  de  (G). 
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Il  en  est  encore  ainsi  loutes  les  fois  que  les  deux  ensembles  ont  un 
point  commun.  Lorsqu'on  dira  qu'en  supprimant  de  (G)  les  points 
de  (X)  qui  appartiennent  à  (G)  il  reste  deux  continuums,  il  faudra 
entendre  que  ces  deux  continuums  sont  distincts,  qu'ils  n'ont  pas 
de  point  commun;  en  d'aulres  termes  qu'ils  sont  extérieurs  l'un  à 
l'autre. 

La  frontière  du  continuum  (C),  ou  les  frontières  des  deux  con- 
tinuums dans  lesquels  se  décompose  (C),  sont  évidemment  for- 
mées par  les  points  de  (X)  et  les  points  de  la  frontière  de  (C).  Dans 
le  second  cas,  (X)  est  une  frontière  commune,  puisque  les  points 
situés  au-dessus  de  (X)  appartiennent  à  l'un  des  continuums  et  que 
les  points  situés  au-dessous  appartiennent  à  l'autre. 

Il  est  manifeste  que  les  conclusions  seraient  les  mêmes  si  le 
lien  (X),  au  lieu  d'être  défini  par  les  formules 

y  =f(x)>      ^o  ^  x  <  xy 

était  défini  par  des  formules  telles  que 

œ=/(j)>         Jo^J^Ji- 

J'aurai  souvent  à  parler  de  liens  définis  par  des  formules  telles  que 
les  précédentes,  d'une  sorte  ou  de  l'autre;  je  les  désignerai  sous 
le  nom  de  liens  élémentaires  du  type  Jh  et  je  désignerai  sous  le  nom 
de  lien  du  type  Jb  un  lien  simple,  ouvert  ou  fermé,  qui  puisse  se 
décomposer  en  une  suite  limitée  de  liens  élémentaires  du  type  Jb. 
L'extrémité  de  chacun  de  ces  liens  élémentaires  coïncide  avec  l'ori- 
gine du  lien  élémentaire  suivant;  si  le  lien  est  fermé,  l'extrémité 
du  dernier  lien  élémentaire  coïncide  avec  l'origine  du  premier  lien 
élémentaire  ;  deux  des  liens  élémentaires  n'ont  pas  de  points  com- 
muns, en  dehors  de  ceux  qu'on  vient  de  spécifier  ;  cela  résulte 
de  ce  que,  par  hypothèse,  le  lien  total,  ouvert  ou  fermé,  est 
simple. 

Un  point  ordinaire  d'un  lien  du  type  Jb  est  un  point  qui  n'est  ni 
l'origine  ni  l'extrémité  d'un  des  liens  élémentaires  qui  le  compo- 
sent, en  sorte  qu'on  puisse  sûrement  mener  par  ce  point  un  vecteur, 
parallèle  à  l'un  des  axes,  que  le  lien  traverse  <n°  296\  Pour  qu'un 
lien  défini  par  les  formules 

x  =  g{t),y  =  h(l),         a^<p, 
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soit  composé  d'un  nombre  fini  de  liens  élémentaires  du  type  Jb,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'intervalle  (a,  |3)  puisse  être  décomposé  en  un 
nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que  dans  chacun  l'une  au 
moins  des  fonctions  g(t),  h{()  soit  ou  croissante  ou  décroissante. 

La  condition  est  suffisante;  si,  en  effet,  dans  l'intervalle  (oc',  |3') 
la  fonction  g(t),  par  exemple,  est  croissante,  l'équation  x  =  g  (t) 
définira  t  comme  une  fonction  continue  et  croissante  de  x  dans 
l'intervalle  [g  (a'),  g  (|3')]  et  la  formule  y  =  h  (i)  achèvera  de  définir 
y  comme  une  fonction  continue  de  x  dans  le  même  intervalle. 

En  se  reportant  aux  nos  168  et  169  le  lecteur  reconnaîtra  sans 
peine  que  la  condition  est  nécessaire. 

307.  —  Considérons  un  lien  du  type  Jb  et  soient  (Xj),  (2X),..., 
(X„)  la  suite  des  liens  élémentaires  du  type  A  qui  le  composent.  Je 
supposerai  d'abord  que  le  lien  soit  ouvert. 

Le  plan  constitue  un  continuum  sans  frontière.  Quand  on  en 
supprime  les  points  de  (Xi),  il  reste  un  continuum  (Ci),  dont  la 
frontière  est  (Xi).  Si,  de  ce  nouveau  continuum,  on  supprime  les 
points  de  (X2)  dont  l'origine,  mais  non  l'extrémité,  appartient  à  la 
frontière  de  (Ci),  on  aura  un  nouveau  continuum  (C->),  dont  la 
frontière  sera  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent  à  (Xi)  et  à 
(Xo)  ;  en  supprimant  ensuite,  successivement,  les  points  de  (X3),..., 
de  (X„),  on  parviendra  à  un  continuum  (G»),  dont  la  frontière  sera 
le  lien  considéré.  Tout  point  du  plan  qui  n'est  pas  sur  ce  lien 
appartient  au  continuum. 

Supposons  maintenant  que  le  lien  soit  fermé  :  c'est  alors,  puis- 
qu'il est  simple,  que  l'extrémité  de  (Xra)  coïncide  avec  l'origine 
de  X(.  En  supprimant  du  continuum  C„_,,  dont  la  frontière  est 
formée  des  points  de  (Xj),  (X2),...  (Xn_t),  les  points  de  (X„),  dont 
l'origine  et  l'extrémité  appartiennent  à  la  frontière  de  (C^i),  on 
peut  former  au  plus  deux  continuums.  On  en  forme  effectivement 
deux  :  considérons  en  effet  un  vecteur  AB  qui  soit  traversé  par  le 
lien  en  un  point  M  et  qui  soit  assez  petit  pour  n'avoir  aucun  autre 
point  commun  avec  le  lien  fermé  que  le  point  M  ;  supposons  que 
ce  lien  soit  parcouru  dans  un  certain  sens;  les  points  A  et  B, 
dont  les  ordres  par  rapport  au  lien  fermé  diffèrent  d'une  unité,  ne 
peuvent  appartenir  au  même  continuum.  L'un  des  continuums 
s'étend  à  l'infini;  l'ordre  des  points  à  l'infini  étant  nul,  il  en  est  de 
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même  de  l'ordre  d'un  point  quelconque  du  continuum  ;  ce  conti- 
nuum  est  dit  extérieur  au  lien  fermé;  l'autre  continuum  sera  dit 
intérieur. 

En  disant  d'un  point,  d'un  ensemble  de  points,  qu'ils  sont  inté- 
rieurs au  lien  fermé,  on  entend  que  ce  point,  que  tous  les  points 
de  cet  ensemble,  appartiennent  au  continuum  intérieur  au  lien;  de 
même,  si  tous  les  points  d'un  ensemble  appartiennent  au  conti- 
nuum extérieur  au  lien,  on  dira  que  cet  ensemble  est  extérieur  au 
lien. 

Supposons  que  le  point  A  soit  intérieur  et  que  le  point  B  soit 
extérieur  au  lien  :  l'ordre  du  point  B  sera  nul  ;  l'ordre  de  A  est 
H-  i  ou  —  i  suivant  que  le  vecteur  AB  est  traversé  de  droite  à 
gauebe  ou  de  gauche  à  droite.  Tous  les  points  intérieurs  ont  le 
même  ordre;  par  conséquent,  tous  les  vecteurs  analogues  à  AB, 
qui  vont  d'un  point  intérieur  à  un  point  extérieur  et  qui  sont  tra- 
versés par  le  lien  sans  avoir  plus  d'un  point  commun  avec  lui  sont 
traversés  de  la  même  façon,  de  droite  à  gauche,  par  exemple,  si 
l'ordre  des  points  intérieurs  est  +  i  ;  on  dit  dans  ce  cas  que  le 
lien  est  parcouru  clans  le  sens  direct;  il  serait  parcouru  dans  le 
sens  indirect  si  l'ordre  des  points  intérieurs  était  — -  i,  si  tous  les 
vecteurs  analogues  à  AB  étaient  traversés  de  gauche  à  droite. 

Rappelons  enfin  qu'on  ne  peut  passer  par  un  lien  continu  d'un 
point  du  continuum  intérieur  à  un  point  du  continuum  extérieur 
sans  rencontrer  leur  frontière  commune  [n°  291). 

308.  —  Reprenons  la  démonstration  du  théorème  fondamental 
on  partant,  non  plus  du  plan,  mais  d'un  continuum  (G),  dont  je 
désignerai  la  frontière  par  (F). 

Dans  le  présent  numéro  (F')  désignera  un  lien  simple,  ouvert 
ou  fermé,  du  type  Jlo,  dont  aucun  point  ne  sera  extérieur  à  (G), 
qui  pourra  être  tout  entier  intérieur  à  (C),  qui  pourra  avoir  un 
point  et  un  seul  situé  sur  (F),  ou  même  comprendre  un  lien  par- 
tiel dont  tous  les  points  appartiennent  à  (F),  tous  les  autres  points 
étant  intérieurs  à  (C).  On  exclut  la  supposition  où  (F')  aurait  deux 
points  distincts  A,  B  situés  sur  (F)  et  tels  qu'on  ne  puisse  pas 
aller  de  l'un  à  l'autre  par  un  lien  qui  fasse  partie  à  la  fois  de  (F') 
et  de  (F).  On  exclut  aussi  la  supposition  où  tous  les  points  de  I 
appartiendraient  à    F    :  ainsi,  il  doit  y  avoir  quelque  lien  élémen- 
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taire  clu  type  Jb  qui  l'ait  partie  de  (F')  et  qui  est  intérieur  à  C  : 
on  peut  donc  mener  un  petit  vecteur  intérieur  à  (C)  qui  soit  tra- 
versé par  (F'). 

Ceci  posé,  la  même  démonstration  que  dans  le  cas  du  plan 
montre  que  l'ensemble  des  points  de  C  qui  restent  après  la  sup- 
pression des  points  de  F'j  qui  appartiennent  à  C)  (et  non  à  sa 
frontière)  constitue  un  ou  deux  continuums. 

Quand  le  lien  (F')  est  ouvert,  il  reste  un  seul  continuum  dont 
la  frontière  se  compose  évidemment  des  points  de  (F  et  de  (F'). 
Si,  par  exemple  (G,  est  le  voisinage  Y(oV  du  lien  ouvert  F'  ,  il  ne 
reste  qu'un  continuum  quand  on  supprime  de  V(dV)  les  points  de 
(F')  :  on  peut  donc  relier  par  une  ligne  brisée  qui  n'atteint  pas 
(F')  et  dont  tous  les  points  sont  à  une  distance  de  F'  moindre 
que  r)  deux  points  quelconques  non  situés  sur  vF'y  et  à  une  dis- 
tance de  (F')  moindre  que  è. 

Supposons  maintenant,  en  revenant  au  cas  d'un  continuum 
quelconque  (CL),,  que  (If)  soit  fermé.  Il  suilit  de  considérer  un  pe- 
tit vecteur  AB,  intérieur  à  (C),  traversé  en  M  par  F'  et  n'ayant 
pas  d'autre  point  commun  avec  (F')  que  M.  pour  reconnaître  que 
les  deux  points  A,  B  dont  le  premier  est  extérieur  et  le  second  in- 
térieur à  F'  ,  ne  peuvent  appartenir  à  un  même  continuum,  quand 
on  a  supprimé  de  (C)  les  points  de  (F'  qui  appartiennent  a  G  . 
Après  cette  supression,  il  reste  deux  continuums  dont  l'un  .Cl 
est  l'ensemble  des  points  [tous  extérieurs  à  F' .]  que  l'on  peut  re- 
lier à  A  par  un  lien  intérieur  à  (C)  qui  n'atteint  pas  (F')r  dont 
l'autre  (G,)  est  l'ensemble  des  points  [tous  intérieurs  à  (F')]  que 
l'on  peut  reliera  B  de  la  même  façon.  C,  est  l'ensemble  des 
points  de  (C)  qui  sont  extérieurs  à  F'  ,  (C,'  est  l'ensemble  des 
points  de  (C)  qui  sont  intérieurs  à  F'  .  Tout  point  de  F')  inté- 
rieur à  G)  est  un  point  de  la  frontière  de  ([C,)  et  de  la  frontière  de 
(G,)  ;  cela  est  clair  s'il  s'agit  d'un  point  ordinaire  de  (F')  et,  puis- 
qu'une frontière  est  un  ensemble  clos,  cela  reste  vrai  pour  les 
points,  en  nombre  fini,  où  se  raccordent  deux  liens  élémentaires, 
puisque  ces  points  peuvent  être  regardés  comme  des  points  d'ac- 
cumulation de  l'ensemble  des  points  ordinaires.  Les  points  de  (F 
sont  des  points  frontières,  soit  pour  (G/',  soit  pour  (GQ.  Inverse- 
ment, tout  point  frontière  de  (G,),  ou  de  C^,  appartient  soit  à 
(F),  soit  à  (F'). 
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Si,  par  exemple,  (G)  est  le  voisinage  V  (iï)  du  lien  fermé  (F'), 
et  si  l'on  supprime  de  ce  voisinage  les  points  de  (F'),  il  restera 
deux  continuums,  dont  l'un  sera  intérieur  à  (F')  et  l'autre  exté- 
rieur. 

Revenons  au  cas  général.  Le  lien  fermé  (F'),  qui  sépare  (C)  en 
deux  continuums  (G,)  et  (Ci),  sépare  aussi  le  plan  en  deux  conti- 
nuums dont  l'un  (C)  est  l'ensemble  des  points  du  plan  qui  sont 
intérieurs  à  (F')  ;  le  continuum  (C)  contient  donc  (C[)  ;  pour  qu'il 
lui  soit  identique,  il  faut  et  il  suffit  qu'aucun  point  de  (F)  ne  soit 
intérieur  à  (F')  ;  cette  condition,  évidemment  nécessaire,  est  suffi- 
sante. Si,  en  effet,  on  la  suppose  vérifiée,  (C)  est  contenu  dans 
(C)  ou  est  extérieur  à  (C)  (n°  300)  ;  or  la  seconde  supposition  est 
inadmissible  puisqu'il  y  a  des  points  de  (C)  intérieurs  à  (C)  ;  un 
point  de  (C)  appartenant  à  (C)  et  étant  intérieur  à  (F')  appartient 
nécessairement  à  (C,)  :  les  deux  continuums  (G\)  et  (C)  sont  iden- 
tiques. Dans  ce  cas,  la  frontière  de  (C|)  est  évidemment  (F'),  la 
frontière  de  (C,)  se  compose  de  (F)  et  de  (F'),  lorsque  (F)  et  (F') 
n'ont  pas  de  point  commun  ou  ont  un  point  commun  et  un  seul. 

Au  lieu  du  lien  (F')  assujetti  aux  conditions  énumérées  plus 
haut,  considérons  un  lien  fermé  (0),  du  type  Jb,  dont  un  point 
soit  intérieur  à  (C)  et  qui  ne  contienne  à  son  intérieur  aucun 
point  de  (F).  On  reconnaîtra  sans  peine,  comme  tout  à  l'heure, 
que  l'ensemble  des  points  de  (G)  qui  sont  intérieurs  à  (<t>)  est 
identique  au  continuum  intérieur  à  ($),  c'est  à-dire  à  l'ensemble 
des  points  du  plan  qui  sont  intérieurs  à  ($).  Les  points  de  (<I>)  sont 
ou  des  points  de  (C),  ou  des  points  de  (F). 

Reprenons  le  continuum  (G)  :  considérons  maintenant  n  liens 
fermés  (F'),  (F").  ...,  [F(,,)],  du  type  Jb,  tous  intérieurs  à  (C)  et, 
par  conséquent,  sans  point  commun  à  la  frontière  (F)  de  (G)  ; 
supposons  en  outre  que  les  n  liens  (F7),  (F"),  ...,  [F('()]  soient  ex- 
térieurs deux  à  deux  les  uns  aux  autres.  Dans  ces  conditions,  l'en- 
semble des  points  intérieurs  à  (C)  et  extérieurs  à  (F'),  (F"),  ..., 
[F(ra)]  constitue  un  continuum  (G„),  comme  on  le  voit  en  procé- 
dant de  proche  en  proche  :  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  (G) 
et  extérieurs  à  (F')  constitue  un  continuum  (C,)  :  l'ensemble  des 
points  intérieurs  à  (G^  et  extérieurs  à  (F")  constitue  un  continuum 
(C2)  que  l'on  peut  tout  aussi  bien  définir  comme  l'ensemble  des 
points  intérieurs  à  (C)  et  extérieurs  à  la  lois  à  (F')  et  à  (F")  ;  etc.. . 
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Si  aucun  point  de  (F)  n'est  intérieur  à  F  .  F'  ,  . ..,  [F(,!)], 
on  peut  dire  que  ces  n  derniers  liens  décomposent  (G)  en  n  -+-  i 
continuums  :  à  savoir,  les  n  continuums  (C  ,  'G"),  ...,  [C('!)]  res- 
pectivement intérieurs  à  (F'),  (F"),  ...,  [F('!)]  et  le  continuum  (Gn)  ; 
la  frontière  de  ce  dernier  continuum  se  compose  de  la  frontière 
(F)  de  (C)  et  des  liens  (F7),  (F"),  ...,  [F<">].  Tout  point  de  (G)  qui 
n'appartient  à  aucun  des  liens  (F'),  (F"),  ...,  [F(n)]  appartient  à 
l'un  des  n  -h  i  continuums  et  à  un  seul.  Deux  points  de  (C„) 
peuvent  être  reliés  par  un  lien  (une  ligne  brisée,  si  l'on  veut)  qui 
soit  tout  entier  intérieur  à  (C„)  ;  cela  revient  à  dire  que  deux 
points  quelconques  du  continuum  (C),  extérieurs  aux  liens  fermés 
(F'),  (F"),  ...,  [F(n)]  peuvent  être  reliés  par  un  lien  intérieur  à  (C) 
et  n'ayant  aucun  point  commun  avec  les  liens  (F'),  (F").  ...,  [¥{n)\. 
Il  nous  sera  commode,  un  peu  plus  tard,  d'avoir  fait  cette  remar- 
que évidente. 

309.  —  Soient  (F)  et  (F')  deux  liens  fermés  du  type  Jb  qui 
n'ont  aucun  point  commun,  ou  qui  n'ont  qu'un  point  commun, 
ou  encore  qui  ont  un  lien  partiel  commun,  mais  sans  aucun  point 
commun  en  dehors  de  ce  lien  partiel  ;  soient  C  et  :T)  les  conti- 
nuums intérieur  et  extérieur  à  (F)  ;  soient  C'  et  T')  les  conti- 
nuums intérieur  et  extérieur  à  (F'). 

Remarquons  d'abord  que,  en  vertu  des  suppositions,  chacun 
des  liens  (F),  (F'),  en  faisant  abstraction  des  points  communs,  s'il 
y  en  a,  est  tout  entier  dans  le  continuum  intérieur  ou  tout  entier 
dans  le  continuum  extérieur  à  l'autre.  Plaçons-nous,  en  effet, 
dans  le  cas  où  (F),  (F')  ont  un  lien  partiel  commun.  La  partie  du 
lien  (F'),  par  exemple,  autre  que  ce  lien  partiel  commun,  ne  peut 
pas  contenir  à  la  fois  un  point  intérieur  à  F  et  un  point  extérieur 
à  (F)  sans  contenir  un  point  de  (F),  contrairement  à  l'hypothèse. 

Les  points  de  (F'),  non  situés  sur  (F),  sont  donc  tous  intérieurs 
à  (F),  ou  tous  extérieurs  à  (F)  (J).  Dès  lors,  les  propositions  éta- 
blies au  n°  308  s'appliquent  immédiatement. 

I.  Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  les  points  de  (F')  non 
situés  sur  (F)  sont  tous  intérieurs  à  (F).  Il  est  aisé  de  voir  que  les 


(')    Si  tous  les  points   de  (F')    appartenaient   à    (F),  les  deux  liens  (F),  (F 
coïncideraient,  ainsi  que  les  continuums  (C)  et  (C),  (T)  et  (F'). 
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continuums  (F)  et  (C7)  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre  et  sont  respec- 
tivement intérieurs  à  (F')  et  à   C). 

En  effet,  puisque  (F)  ne  contient  aucun  point  de  (F'),  frontière 
de  (C)  comme  de  (F),  (F)  est  extérieur  à  (C)  ou  contenu  dans 
(C)  ;  il  est  extérieur  à  (F')  ou  contenu  dans  (F7).  Or,  (T)  ne  peut 
être  contenu  dans  (C)  dont  tous  les  points  sont  à  distance  finie; 
il  ne  peut  être  extérieur  à  (F'),  puisque  (F)  et  (F')  ont  des  points 
communs,  à  savoir  les  points  très  éloignés  :  (F)  est  donc  extérieur 
à  (C)  et  intérieur  à  (1 ')  ;  au  surplus,  ces  deux  affirmations  sont 
équivalentes.  (C)  étant  extérieur  à  (F)  est  forcément  contenu 
dans  (C;. 

Par  des  considérations  analogues,  et  sans  aucune  peine,  le  lec- 
teur établira  les  conclusions  relatives  au  second  cas,  que  je  me 
contente  d'énoncer. 

II.  Lorsque  les  points  de  (F')  non  situés  sur  (F)  sont  tous  ex- 
térieurs à  (F),  deux  sous-cas  sont  possibles. 

i°  (F7)  et  (C)  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre  et  sont  respective- 
ment intérieurs  à  (r)  et  à  (C).  Ce  cas  n'est  pas  réellement  distinct 
du  cas  I  ;  seulement  le  rôle  des  lettres  accentuées  et  des  lettres 
non  accentuées  est  interverti. 

2°  (r)  contient  (G7;,  (F'7)  contient  (G)  ;  (C)  et  (C7)  sont  exté- 
rieurs l'un  à  l'autre. 

Que  les  deux  cas  puissent  se  présenter  effectivement,  il  suffit 
pour  s'en  assurer  de  penser  au  cas  où  (F)  et  (F7)  sont  deux  cercles. 

Remarquons  encore  que  si  l'on  supprime  du  plan  les  points  de 
!  F;  et  de  (F'),  il  reste  trois  continuums. 

Dans  le  cas  I,  ces  trois  continuums  sont  :  le  continuum  (C),  de 
frontière  (F')  ;  le  continuum  (F),  de  frontière  (F)  ;  un  continuum 
intérieur  à  (C;  est  extérieur  à  G'),  qui  n'est  autre  que  le  conti- 
nuum (Ci)  ensemble  des  points  de  (C)  qui  sont  extérieurs  à  (F')  ; 
sa  frontière,  lorsque  (F7)  est  tout  entier  intérieur  à  (C)  se  compose 
des  liens  (F),  (F7).  Les  circonstances  sont  analogues  quand  on  se 
place  dans  le  sous-cas  i°  du  cas  IL  Enfin  dans  le  sous-cas  2"  du 
même  cas  II,  les  trois  continuums  sont  le  continuum  C\  le  conti- 
nuum (C)  et  le  continuum  ensemble  des  points  extérieurs  à  la  fois 
à    F    el  à    F    ,  dont  ces  deux  liens  constituent  la  frontière. 
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310.  —  Je  vais  maintenant  étudier  la  figure  formée  par  le  lien 
fermé  (F),  du  type  A,  et  par  un  lien  simple  (T)  du  type  Jfo,  qui 
jointf1)  deux  points  K0,  Ki  de  (F)  et  n'a  aucun  point  commun 
avec  (F)  en  dehors  des  points  K0  et  Ki.  Je  désignerai  par  (T'j  l'en- 
semble des  points  du  lien  (T)  autres  que  K0  et  Ki  ;  (T'j  est  tout 
entier  intérieur  soit  au  continuum  (C)  intérieur  à  (F),  soit  au 
continuum  (T)  extérieur  à  (F). 

Les  deux  points  K0,  Kt  partagent  (F)  en  deux  liens  partiels  que 
je  désignerai  par  ($')  et  ($").  (<£>')  et  (T)  d'une  part,  ($")  et  T 
d'autre  part,  forment  des  liens  fermés  du  type  Jf>  que  je  désignerai 
par  (F')  et  (F").  Soient  enfin  (C)  et  (C")  les  continuums  intérieurs 
à  ces  liens,  (Y1)  et  T";  les  continuums  extérieurs.  Plaçons-nous 
d'abord  dans  le  cas  où  T')  est  tout  entier  intérieur  à  (C).  D'après  ce 
que  l'on  a  dit  au  n°  309,  les  continuums  (C)  et  (G")  sont  intérieurs 
à  (F)  ;  aucun  de  ces  continuums 
ne  contient  de  point  appartenant 
à  la  frontière  de  l'autre  ;  il  faut 
donc  qu'ils  soient  extérieurs  l'un  à 
l'autre  ou  qu'ils  soient  identiques 
(n°  300)  :  cette  dernière  alterna- 
tive doit  être  rejetée  puisque  les 
deux  continuums  n'ont  pas  la 
même  frontière.  D'autre  part,  quand  on  supprime  de  (G)  les 
points  de  (F')  qui  appartiennent  à  (G),  c'est-à-dire  les  points  de 
(T'),  il  reste  deux  continuums  dont  l'un  est  (G')  ;  en  regar- 
dant (T)  comme  appartenant  à  (F'),  on  voit  qu'en  supprimant  (T') 


(')  Si  l'on  considère  un  point  K  de  la  frontière  d'un  continuum,  il  n'est 
pas  évident  qu'on  puisse  le  relier  à  un  point  quelconque  du  continuum  par  un 
lien  intérieur  au  continuum,  sauf  son  origine  K  :  cela,  toutefois,  résulte 
immédiatement  de  la  définition  d'un  continuum,  si  le  point  K  peut  être 
regardé  comme  l'origine  d'un  petit  vecteur  appartenant  au  continuum,  sauf  le 
point  K  lui-même.  Si,  en  particulier,  la  frontière  comporte  un  lien  élémen- 
taire du  type  Jfo,  tel  que  les  vecteurs  suffisamment  petits  et  parallèles  à  l'axe 
des  y,  par  exemple,  qui  sont  traversés  par  ce  lien  sont  ainsi  divisés  en  deux 
parties  dont  l'une  est  intérieure  au  continuum,  tous  les  points  du  lien  élémen- 
taire, sauf  peut-être  son  origine  et  son  extrémité  jouiront  de  la  propriété  consi- 
dérée. Tout  les  points  ordinaires  d'un  lien  fermé  (F)  du  type  Jh  jouissent  de 
cette  propriété.  Deux  de  ces  points  peuvent  être  reliés  par  une  ligne  brisée  qui 
soit,  sauf  son  origine  et  son  extrémité,  tout  entière  intérieure  à  (F)  ou  tout 
entière  extérieure. 
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de  (C),  il  doit  rester  deux  continuums  dont  l'un  est  (G")  :  Puisque 
les  deux  continuums  (C)  et  (G")  sont  distincts,  il  faut  bien  que  les 
deux  continuums  qui  subsistent  lorsqu'on  supprime  (T')  du  conti- 
nuum  (C)  soient  précisément  (G')  et  (C'y. 

Un  point  du  plan  qui  n'appartient  ni  à  (F)  ni  à  (T)  peut  n'appar- 
tenir à  aucun  des  trois  continuums  (G),  (C),  (C")  ;  il  appartient 
alors  au  continuum  (T)  extérieur  à  (F)  ;  s'il  appartient  à  l'un  des 
trois  continuums,  il  appartient  à  deux  et  à  deux  seulement. 

En  pensant  à  un  petit  vecteur  traversé  soit  par  (<£'),  soit  par  (0"), 
soit  par  (T'},  on  reconnaît  immédiatement  la  vérité  de  la  proposi- 
sition  suivante  : 

Un  mobile  qui  décrit  successivement  les  liens  fermés  (F'),  (F") 
dans  le  sens  direct,  se  trouve  avoir  décrit  le  lien  (F)  dans  le  sens 
direct  et,  en  plus,  le  lien  ouvert  (T)  deux  fois,  une  fois  dans  un 
sens,  une  fois  dans  le  sens  opposé. 


Fia-.    i5. 


Fis.   16. 


Supposons  maintenant  que  (T')  soit  extérieur  à  (C)  :  puisque 
(G)  ne  contient  aucun  point  de  (F'),  (C)  est  intérieur  à  (C)  ou 
extérieur  à  (C).  Les  deux  cas  peuvent  d'ailleurs  se  présenter. 

Les  frontières  des  deux  continuums  (C)  et  (C)  ont  en  commun 
le  lien  (<[>')  :  si  le  premier  continuum  est  intérieur  au  second,  le 
reste  ($")  de  sa  frontière  est  aussi  intérieur  à  (C),  sauf  les  points 
K0  et  Ki,  en  sorte  qu'on  est  ramené  au  cas  que  l'on  vient  cV exami- 
ner, si  ce  n'est  que  (F')  remplace  (F)  et  que  (<!>")  remplace  (T)  : 
le  lien  (<£")  partage  (C)  en  deux  continuums  (C)  et  (C"). 

Si  (C)  est  extérieur  à  (C),  on  est  dans  le  cas,  examiné  au 
n°  301.  de  deux  continuums,  extérieurs  l'un  à  l'autre,  qui  ont  une 
portion  de  frontière  commune  et  dont  la  réunion  (par  la  suppression 
de  la  frontière  commune),  constitue  le  continuum  (C ")  ;  sauf  la 
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différence  des  notations,  c'est  encore  la  figure  examinée  en  premier 
lieu. 

Au  surplus,  ces  divers  résultats  se  tirent  sans  peine  de  la  propo- 
sition du  n°  297  :  les  trois  liens  fermés  (F),  (F'),  (F")  sont  consti- 
tués en  prenant  deux  des  liens  ($'),  ($"),  (T)  qui  joignent  K0  et 
Ki  :  on  peut  toujours  s'arranger,  en  choisissant  convenablement 
les  sens  de  parcours,  pour  que  la  somme  des  ordres  d'un  point 
quelconque  par  rapport  à  (F),  (F'),  (F")  soit  nulle  :  on  en  conclut 
qu'un  point  doit  être  extérieur  aux  trois  liens  ou  à  un  seul  de  ces 
trois  liens,  etc. 

311.  —  On  a  souvent  à  considérer  des  liens  composés  de  liens 
élémentaires  du  type  A>  et  formés  d'un  lien  simple  ouvert  AB  et 
d'un  lien  fermé  simple  passant  par  le  point  B  et  auquel  le  lien  AB 
est  extérieur,  sauf  le  point  B.  Je  désignerai  un  tel  lien  sous  le  nom 
de  lacet,  le  lien  simple  AB  étant  la  lige  et  la  courbe  fermée  la 
boucle  du  lacet.  Sauf  dans  le  cas  où  la 

tige  n'existe  pas,  parce  que  les  points  A f        \ 

et  B  sont  confondus,  un  lacet  n'est  pas      a  V  J 

un  lien  du  type  A  puisque  ce  n'est  pas 
un  lien  simple.  Décrire  le  lacet,  c'est 

décrire  d'abord  la  tige  AB,  en  allant  de  l'origine  A  vers  l'extré- 
mité B,  puis  la  boucle,  puis  la  tige  de  B  vers  A.  Suivant  qu'on  a 
décrit  la  boucle  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  indirect,  on 
dira  qu'on  a  décrit  le  lacet  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens 
indirect. 

Un  point  qui  n'appartient  pas  au  lacet  lui  est  intérieur  ou  exté- 
rieur suivant  qu'il  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  boucle. 

Si  on  considère  un  continuum  (G)  et  un  lacet  dont  tous  les 
points  appartiennent  au  continuum,  sauf  peut-être  l'origine  qui 
peut  appartenir  à  la  frontière,  et  qu'on  supprime  de  (G)  tous  les 
points  du  lacet  (sauf  l'origine  lorsqu'elle  appartient  à  la  frontière), 
il  restera  deux  continuums.  En  effet,  quand  on  supprime  la  tige 
(sauf  peut-être  l'origine),  il  reste  un  continuum  (G');  on  est  alors 
ramené  au  cas  où  l'on  supprime  d'un  continuum  les  points  d'un 
lien  fermé  simple  (la  boucle)  qui  a  un  point  commun  (l'extrémité 
de  la  tige)  avec  la  frontière.  L'un  des  deux  continuums  est  intérieur 
à  la  boucle,  et  l'autre  extérieur.  Le  premier  se  confond  avec  l'en- 
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semble  des  points  du  plan   intérieurs  à  la  boucle  si  celle-ci  ne 
contient  à  son  intérieur  aucun  point  de  la  frontière  de  (C). 

312.  —  Considérons  un  lien  fermé  (F),  du  type  Jb,  le  conti- 
nuum  (C)  intérieur  à  ce  lien  fermé  et,  comme  à  la  fin  du  n°  308, 
n  liens  fermés  (F'),  (F"),...,  [F(n)],  du  type  Jb,  tous  intérieurs  à  (F) 
et  dont  chacun  est  extérieur  aux  autres;  Le  continnum  (G»),  en- 
semble des  points  de  (C)  qui  sont  extérieurs  à  (F'),  (¥"),...  [F(n)],  a 
pour  frontière  les  liens  (F),  (F'),  (F"),...,  [F(,i)]  ;  pour  abréger,  je 
désignerai  cette  frontière  par  (H).  Un  mobile  qui  parcourt  (F) 
dans  le  sens  direct  et  (F'),  (F"),...,  [F(n)],  dans  le  sens  indirect 
traverse  de  droite  à  gauche  les  vecteurs  qui  vont  de  l'intérieur 
de  (Cn)  à  l'extérieur  et  cela  sur  quelque  partie  de  la  frontière  que 
se  trouve  le  mobile;  pour  cette  raison,  il  convient  de  dire  que  le 
mobile  considéré  parcourt  la  frontière  (H)  dans  le  sens  direct. 

Je  désignerai  sous  le  nom  d'ordre  d'un  point  non  situé  sur  (H), 
par  rapport  à  (H),  la  somme  des  ordres  de  ce  point  par  rapport 
aux  liens  (F),  (F'),...  [F(n)]  parcourus  dans  le  sens  qu'on  vient  de 
dire.  Il  est  clair  que  l'ordre,  par  rapport  à  (H),  d'un  point  exté- 
rieur à  (G)  et,  par  conséquent  aux  n  -+-  i  liens  (F),  (F'),...,  [F(n)] 
est  nul,  puisque  l'ordre  de  ce  point  par  rapport  à  chacun  de  ces 
liens  est  nul  ;  l'ordre  par  rapport  à  (H)  d'un  point  intérieur  à  (F') 
est  encore  nul,  car  il  est  la  somme  de  l'ordre  par  rapport  à  (F) 
qui  est  égal  à  +  i ,  de  l'ordre  par  rapport  à  (F')  qui  est  égal  à  —  i , 
des  ordres  par  rapport  à  (F"),  (F'"),...,  [F('l)]  qui  sont  tous  nuls; 
on  voit  de  même  que  l'ordre  par  rapport  à  (H)  d'un  point  inté- 
rieur à  (G„)  est  égal  à  i.  On  voit  donc  qu'en  prenant  les  ordres 
par  rapport  à  (H),  les  choses  se  passent  comme  pour  un  lien 
fermé  du  type  Jb  :  les  points  extérieurs  à  (Gn)  ont  un  ordre  nul, 
qu'ils  soient  d'ailleurs  extérieurs  à  (F)  ou  intérieurs  à  l'un  des 
liens  (F'),  (F"),...,  [F(n)]  ;  les  points  intérieurs  à  (C„)  ont  un  ordre 
égal  à  i . 

Je  veux  maintenant  montrer  qu'on  peut  décomposer  le  conti- 
nuum  (C,i)  en  deux  continuums,  dont  chacun  est  le  continuum 
intérieur  à  un  lien  fermé  du  type  Jb,  et  cela  au  moyen  de  n  -H  i 
liens  du  type  Jb,  dont  chacun,  isolé  des  autres,  est  tout  entier 
intérieur  à  (G»),  sauf  son  origine  et  son  extrémité  (*),  le  premier 

(')  La  figure  est  faite  en  supposant  n  =  a. 
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ou/1  ira  d'un  point  a  de  (F)  à  un  point  al  de  (F'),  le  second  /S'a" 
d'un  point  jS'  de  (F')  à  un  point  al1  de  (F"),...,  le  dernier  /3(iï)/3  d'un 
point  1S(,,)  de  F(n)  à  un  point  p  de  (F).  Les  points  a,  a',  |3',,..,  jS 
peuvent  être  pris  arbitrairement  sur  les  liens  auxquels  ils  doivent 
appartenir,  pourvu  que  ce  soient  des  points  ordinaires  et  que  les 
deux  points  qui  appartiennent  à  un  même  lien  soient  distincts. 

Chacun  des  liens  fermés  (F),  (F'),  (F"),...  est  ainsi  décomposé 
en  deux  liens  partiels  par  le  couple  de  points  situés  sur  lui.  Afin 
de  distinguer  ces  deux  liens  partiels,  imaginons  que  chaque  lien 
fermé  soit  parcouru  comme  on  Ta  expliqué  plus  haut,  en  sorte 
que  (H)  soit  parcouru  dans  le  sens  direct;  soient  (<ï>)  et  (4\)  les 
deux  parties  de  (F)  que  le  mobile  parcourt  la  première  de  a  à  ]3, 
la  seconde  de  |3  à  a  ;  soient  de  même  (<£')  et  (${)  les  deux  parties 


de  i  F')  que  le  mobile  parcourt,  la  première  de  al  à  |3',  la  seconde 
de  j3'  à  al  ;  etc. 

J'arrive  à  la  démonstration  qui  montrera  comment  on  satisfait 
aux  diverses  conditions  imposées,  une  fois  qu'on  a  choisi  les 
points  a,  al,...,  |3  comme  on  l'a  expliqué. 

Partons  du  continuum  (G).  Il  résulte  d'abord  des  conditions 
imposées  aux  points  a,  al,  [il ,  ...,  fi  et  de  la  remarque  faite  à  la 
fin  du  n°  309  que  l'on  peut  mener  un  lien  de  a.  à  al  qui  soit  tout 
entier,  sauf  son  origine  cl,  intérieur  à  (G),  qui  n'ait  pas  de  point 
commun  avec  (F'),  sauf  a',  qui,  enfin,  n'ait  aucun  point  commun 
avec  (F"),  (F'"),  ...,  [F(,!)]  ;  le  lien  a.al  peut  être  regardé  comme  la 
tige  d'un  lacet  (If)  dont  la  boucle  serait  (F')  ;  l'ensemble  des 
points  de  (G)  qui  sont  extérieurs  à  (L/)  constitue  un  continuum 
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(G')  dont  la  frontière  est  formée  de  (F)  et  de  (L/)  :  les  liens  (F"), 
(Fw),  ...,  [F(n)]  sont  intérieurs  à  (G')  ;  on  peut  mener  un  lien  de 
6'  à  a"  qui  soit  tout  entier,  sauf  son  origine  fj  ,  intérieur  à  (G'), 
qui  n'ait  pas  de  point  commun  avec  (F")  sauf  a",  qui,  enfin,  n'ait 
aucun  point  commun  avec  (F'"),  ...,  [F(n)].  Le  lien  |3'a"  peut  être 
regardé  comme  la  tige  d'un  lacet  (L")  dont  la  boucle  serait  le  lien 
(F")  ;  l'ensemble  des  points  de  (G')  qui  sont  extérieurs  à  (F")  con- 
stitue un  continuurn  (G")  dont  la  frontière  est  formée  de  (F)  et 
des  lacets  (L'),  (L").  On  peut  continuer  ainsi;  on  parvient  à  un 
continuurn  (Gn),  dont  la  frontière  est  formée  de  (F)  et  des  lacets 
(L'),  (L"),  . ..,  [L(?l)]  ;  c'est  l'ensemble  des  points  de  (C)  qui  sont 
extérieurs  à  (F'),  (F"),  ...,  [F(n)]  et  qui  ne  sont  pas  sur  les  liens 
ad,  jS'a",  j3V,  ...,  j3(n_1)  a(n)  ;  ou,  si  l'on  préfère,  l'ensemble  des 
points  de  (Gn)  qui  ne  sont  pas  sur  ces  derniers  liens. 

Jusqu'à  présent,  tout  en  modifiant  à  chaque  fois  la  frontière  du 
continuurn,  on  n'obtenait  jamais  qu'un  continuurn  ;  seulement, 
à  chaque  fois,  on  diminuait  le  nombre  de  morceaux  dont  se  com- 
posait la  frontière,  en  sorte  que  maintenant  cette  frontière  est, 
comme  on  dit,  d'un  seul  tenant  ;  pour  la  décrire,  on  peut,  en  par- 
tant par  exemple  du  point  a,  décrire  successivement  (<E>)  (0,), 
aux.',  ($'),  |S'a",  ...,  [$<»>],  [$<*>],  a<»>]3<,,-1>,  ...,  (OJ),  a'a  ;  le  lien 
formé  ainsi  n'est  pas  simple  :  chacun  des  liens  partiels  asjl ',  jS'a", ... 
que  l'on  a  introduits  est  décrit  deux  fois,  une  fois  dans  un  sens, 
une  fois  dans  l'autre;  le  reste  se  compose  de  la  frontière  (H)  du 
continuurn  (C),  décrite  dans  le  sens  direct.  Si,  maintenant,  on 
mène  un  lien  intérieur  à  (G„),  sauf  son  origine  et  son  extrémité, 
qui  joigne  j3„  à  jS,  on  a  achevé  la  décomposition  :  on  va  voir  en 
effet  que  les  points  de  (G„)  qui  n'appartiennent  pas  au  lien  |3,j3, 
forment  deux  continuums  (G'n),  (G«)  :  le  premier  est  le  continuurn 
intérieur  au  lien  fermé  du  type  Jb,  dont  la  frontière  (H')  se  com- 
pose des  liens  partiels 


(*),  pp(»)>  [*(")],  a(»)p(«-D(  ...  (#{ 


in 


le  second  est  le  continuurn  intérieur  au  lien  fermé  du  type  Jb,  dont 
la  frontière  (H")  se  compose  des  liens  partiels 

aa',  (*'),  p'a",  ....  [*(»)],  p(»)p,  (*t). 

On  voit  d'abord,  comme  au  n°  310,  que  ces  deux  continuums 
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(G'„),  (G"n)  sont  tous  deux  intérieurs  à  (Gra)  et  extérieurs  l'un  à 
l'autre.  Il  reste  à  montrer  que  tout  point  de  (Gn)  qui  n'appartient 
pas  au  lien  fi^fi  ou,  ce  qui  revient  au  même,  tout  point  de  (Cn) 
qui  n'appartient  à  aucun  des  liens  acd ,  /S'a",  ...,  /3(ra)|3  appartient 
soit  à  (G^,)  soit  à  (GQ.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  l'or- 
dre d'un  point  quelconque  par  rapport  à  (H)  est  la  somme  des 
ordres  du  même  point  par  rapport  aux  liens  fermés  (H'),  (H"),  le 
mouvement  sur  ces  liens  fermés  correspondant  à  la  succession  des 
liens  partiels  qui  les  composent,  tels  qu'ils  sont  énumérés  plus 
haut  :  dans  cette  dernière  somme,  en  effet,  se  retrouvent  toutes 
les  parties  qui  constituent  l'ordre  par  rapport  à  (H),  et  en  outre 
des  parties  relatives  aux  liens  partiels  qui  se  détruisent  manifeste- 
ment. Ceci  posé,  si  l'on  considère  un  point  de  (G»),  la  somme  de 
ces  ordres  par  rapport  à  (H'),  (H")  doit  être  égale  à  i  ;  ce  qui  sup- 
pose que  l'un  des  deux  ordres  est  i  et  l'autre  o,  c'est-à-dire  que 
le  point  considéré  est  intérieur  à  l'un  des  liens,  et  extérieur  à 
l'autre. 

313.  —  On  a  vu  au  n°  310  comment,  en  partant  du  continuum 
(C)  intérieur  a  un  lien  fermé  (F)  du  type  Jfo,  on  pouvait,  au  moyen 
d'un  lien  intérieur  à  ce  continuum  et  joignant  deux  points  de  sa 
frontière,  le  décomposer  en  deux  continuums  intérieurs  eux- 
mêmes  à  deux  liens  fermés  du  type  Jh  :  comment,  en  décrivant  ces 
deux  derniers  liens  dans  le  sens  direct,  on  se  trouvait  avoir  décrit 
la  frontière  du  premier  continuum  dans  le  sens  direct  et  le  lien 
intérieur  deux  fois,  dans  des  sens  opposés.  On  peut  décomposer 
de  la  même  façon  l'un  ou  l'autre  des  deux  continuums  partiels,  ou 
tous  les  deux,  et  continuer  de  la  même  façon.  En  procédant  ainsi, 
par  dichotomie,  on  subdivisera  (C)  en  m  continuums  partiels 
(cs),  (c2),  ...,  (Cm  ayant  respectivement  pour  frontières  des  liens 
fermés  (/,),  (/2),  ...,  (fm)  du  type  (Jb).  Les  continuums  (c,),  (c2), 
...,  (c,n),  tous  intérieurs  à  (C),  sont  extérieurs  les  uns  aux  autres. 
Tout  point  de  (C)  appartient  soit  à  l'un  des  continuums  (cj),  (c2), 
...,  (cm),  soit  à  la  frontière  d'un  de  ces  continuums.  Les  liens 
fermés  simples  (//),  (/2),  ...,  (Jm)  ont  des  parties  intérieures  à  (C) 
qui  appartiennent  à  la  fois  à  deux  frontières  ;  quelques-uns  au 
moins  ont  des  parties  sur  (F). 

Tout  point  de  (F)  appartient  d'ailleurs  à  l'un  des  liens  (/,),  (/2), 
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...,  (fm),  en  sorte  que  si,  au  lieu,  des  continuums  (C),  (cd).,  (c2), 
...,  cm),  on  considère  les  continuums  complétés  par  leur  frontière 
(C)  +  (F),  (C])  +  (/,),  (c2)  +  (J,),  ...,  (cm)  +  (fn),  on  peut  dire 
gué  tout  point  appartenant  au  premier  appartient  à  l'un  au  moins 
des  m  suivants,  et  que  tout  point  qui  appartient  à  l'un  de  ces  m 
derniers  appartient  à  (G).  Si  l'on  parcourt  chacun  des  liens 
(fi),  (/2),  . ..,  (fm)  dans  le  sens  direct,  on  se  trouve  avoir  finale- 
ment parcouru  (F)  une  fois  dans  le  sens  direct  et  chacune  des  par- 
ties de  (f^,  (/3),  ...,  (fm)  qui  appartiennent  à  (C)  deux  fois  dans 
des  sens  opposés,  en  sorte  que,  si  l'on  considère  un  point  qui  n'ap- 
partienne à  aucun  des  liens  (fi),  (/2),  ...,  fm),  et  si  l'on  regarde 
tous  ces  liens  et  le  lien  (F  )  comme  étant  parcourus  dans  le  sens 
direct,  on  peut  affirmer  que  l'ordre  de  ce  point  par  rapport  à  (F) 
est  la  somme  des  ordres  de  ce  point  par  rapport  à  (fi),  (f2),  ...,  (fm)- 

Tout  cela  apparaît  clairement  en  procédant  de  proche  en  pro- 
che. On  ne  fait  jamais  qu'appliquer  les  propositions  du  n°  310. 

J'ai  supposé  qu'on  partait  d'un  continuum  (C)  intérieur  à  un 
lien  fermé  du  type  Jb  ;  on  aurait  pu  aussi  bien  partir  d'un  conti- 
nuum tel  que  le  continuum  (Cn)  du  numéro  précédent  et  de  sa 
frontière  (H),  composée  de  n  +  i  liens  fermés  du  type  Jb.  On 
commencerait  par  décomposer  ce  continuum,  au  moyen  de  n  H-  i 
liens  du  type  Jb,  comme  on  l'a  expliqué  dans  le  numéro  précé- 
dent; le  reste  est  évident. 

Peut-on  toujours,  en  poussant  la  décomposition  assez  loin, 
s'arranger  pour  que  l'écart  de  chaque  continuum  (c,),  (c2),  ...,  (cm) 
soit  moindre  qu'un  nombre  positif  arbitrairement  donné  à  l'avance? 
Que  la  réponse  doive  être  affirmative,  c'est  ce  qui  ne  paraît  guère 
douteux.  La  proposition  n'est  pas  sans  importance,  à  cause  des 
conséquences  qu'on  en  tire.  On  peut  évidemment  se  borner  au  cas 
où  il  s'agit  du  continuum  intérieur  à  un  lien  fermé  du  type  Jb. 
Pour  rendre  la  démonstration  aisée,  je  me  bornerai  à  un  cas  un 
peu  plus  particulier. 

314.  —  Je  désignerai  sous  le  nom  de  liens  du  type  Jb'  des  liens 
simples  ouverts  ou  fermés,  composés  d'un  nombre  fini  de  liens 
élémentaires,  qui  peuvent  d'ailleurs  appartenir  à  deux  espèces  dif- 
férentes : 

Les  liens  élémentaires  de  la  première  espèce,  que  j'appellerai 
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côlés  (Y)  sont  simplement  des  segments  de  droite  parallèles  à  l'axe 
des  y.  Les  liens  élémentaires  de  la  seconde  espèce,  que  j'appellerai 
côtés  (X)  doivent  pouvoir  être  définis  par  des  formules  telles  que 

Y=f(x),  «<X<P 

où  f(x)  est  une  fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  (a,  |3), 

Soit  (F)  un  lien  fermé  du  type  J>'  et  (G)  le  continuum  intérieur 
à  ce  lien. 

Quand  on  parlera  des  côtés  d'un  tel  lien,  on  devra  toujours 
entendre  que  ces  côtés  sont  aussi  étendus  que  possible  :  chaque 
côté  (Y)  devra  être  borné  au  point  le  plus  bas  et  au  point  le  plus 
haut  possible  ;  en  d'autres  termes,  aucun  côté  (Y)  ne  peut  être 
contigu  à  un  autre  côté  (Y)  ;  de  même  deux  liens  partiels  définis 
respectivement  par  les  formules 

y  =  f(x),        «<x^p 

y=g(x),         P^a^T,        /(?)•=  y  (P). 

doivent  être  regardés  comme  appartenant  à  un  même  côté  (X).  Un 
sommet  de  (F)  est  un  point  où  se  réunissent  un  côté  (Y)  et  un  côté 
(X),  ou  deux  côtés  (X).  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  y  menée  par  un  sommet  où  se  réunissent  deux  côtés 
(X)  laisse  ces  deux  côtés  soit  à  sa  droite,  soit  à  sa  gauche.  Un  côté 
est  borné  par  deux  sommets. 

Les  liens  fermés  simples  ainsi  constitués  peuvent  ne  contenir 
aucun  côté  (Y),  mais  il  est  clair  qu'ils  contiennent  au  moins  un 
côté  (X)  ;  on  prévoit  qu'ils  en  contiennent  au  moins  deux  ;  c'est 
d'ailleurs  ce  qui  va  être  éclairci. 

Un  côté  (X)  traverse  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  ses 
points  ordinaires  ;  on  convient  de  regarder  la  direction  de  ces  pa- 
rallèles comme  étant  la  direction  positive  de  l'axe  des  y.  Soient  M 
le  point  où  une  telle  parallèle  est  traversée,  P  et  Q  deux  points  de 
la  parallèle  situés  de  part  et  d'autre  de  M,  assez  près  pour  qu'il  n'y 
ait,  en  dehors  de  M,  aucun  point  de  (F)  sur  le  segment  PQ  ;  les 
ordres  des  points  P,  Q  par  rapport  au  lien  (F),  parcouru  dans  le 
sens  direct,  diffèrent  d'une  unité  ;  l'un  de  ces  points,  P  par  exem- 
ple, appartiendra  au  continuum  (G),  l'autre  lui  sera  extérieur  : 
tous  les  points  du  segment  MP,  autres  que  M,  appartiendront  alors 
à  (G),  et  même  tous  les  points  de  ce  segment,  prolongé  au-delà  de 
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P,  tant  qu'on  n'aura  pas  atteint  (F).  Comme  les  points  à  l'infini 
sur  le  prolongement  de  ce  segment  sont  extérieurs  à  (C),  il  faut 
que  ce  prolongement  rencontre  (F)  en  un  second  point.  Ainsi  toute 
parallèle  à  l'axe  des  y  qui  rencontre  un  côté  (X)  rencontre  néces- 
sairement un  second  côté  (X).  Le  lien  (F)  contient  au  moins  deux 
côtés  (X). 

S'il  n'en  contient  que  deux,  toute  parallèle  à  l'axe  des  y  qui  ren- 
contre l'un  de  ces  côtés  rencontre  forcément  l'autre.  Le  lien  (F) 
ne  peut  alors  se  composer  que  des  deux  côtés  !  X)  définis  respecti- 
vement par  des  formules  telles  que 

{J  =  f(x),  «^*<p. 

et  des  deux  côtés  (\)  qui  joignent  les  points  [a, /(a)],  [a,  g  (a)] 
d'une  part,  les  points  [|3,/(/3)],  [jS,  </(/5)]  d'autre  part;  le  premier 
de  ces  côtés  (Y)  disparaît  d'ailleurs  si  l'on  a /(a)  =  </'(a),  et  le 
second,  si  l'on  a/(|3)  =  #(/3).  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  la 
différence  f{x)  —  g  (x)  ne  peut,  puisque  le  lien  est  simple,  s'an- 
nuler dans  l'intervalle  (a,  S)  pour  aucune  valeur  de  x  autre  que 
a  ou  jS.  En  abusant  un  peu  du  mot,  je  désignerai,  dans  le  présent 
numéro,  sous  le  nom  de  trapèze,  l'ensemble  des  points  appartenant 
soit  au  lien  fermé  simple  du  type  considéré  et  n'ayant  que  deux 
côtés  (X),  soit  au  continuum  intérieur  à  ce  lien  fermé  simple.  Si 
les  deux  côtés  sont  définis  par  les  formules  (i ,  et  si  l'on  suppose 
f{x)  <C  g(x)  pour  a  <<  x  <C  |3,  ce  continuum  intérieur  sera  l'en- 
semble des  points  (x,  y")  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  condi- 
tions 

a<rc<p,  /(x)  <Y  <g{x). 

La  dénomination  de  trapèze  continuera  d'être  employée,  lors  même 
qu'il  n'y  aurait  point  de  côté  (Y). 

Il  est  clair  qu'une  parallèle  à  l'axe  des  y  dont  l'équation  est 
x  =  a  (a  <  a  <C  Si)  décompose  le  précédent  trapèze  en  deux  tra- 
pèzes, et  que,  par  suite,  un  trapèze  peut  être  subdivisé,  au  sens  du 
précédent  numéro,  en  trapèzes  tels  que  la  distance  entre  les  deux 
côtés  (Y)  qui  limitent  chacun  d'eux  soit  aussi  petite  qu'on  le  vou- 
dra ;  il  est  clair  aussi  que  ces  nouveaux  trapèzes  peuvent  être  sub- 
divisés par  des  parallèles  à  l'axe  des  x  en  rectangles  et  en  trapèzes; 
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que,  enfin,  le  trapèze  primitif  peut  être  subdivisé,  par  dichotomie, 
en  rectangles  et  en  trapèzes  tels  que  l'écart  de  chacun  d'eux  soit 
aussi  petit  qu'on  le  voudra. 

Donc,  pour  démontrer  que  la  figure  formée  par  un  lien  fermé 
(F  du  type  considéré  et  par  le  continuum  (C)  intérieur  à  (F)  peut 
être  subdivisée  en  conlinuums  complétés  par  leurs  frontières  dont 
les  écarts  soient  aussi  petits  qu'on  le  veut,  il  suffit  de  prouver  que 
cette  figure  peut  être  subdivisée  en  trapèzes.  On  y  parviendra  sans 
peine,  par  induction,  en  montrant  qu'une  figure  de  l'espèce  con- 
sidérée, qui  n'est  pas  un  trapèze,  peut  être  décomposée  en  deux 
autres  de  la  même  espèce,  dont  chacune  a  moins  de  côtés  (X)  que 
la  proposée.  C'est  cette  démonstration  qui  va  maintenant  nous 
occuper  ;  on  raisonnera  sur  le  lien  (F)  et  le  continuum  intérieur  (G). 

Considérons  un  segment  de  droite  AA'  parallèle  à  l'axe  des  y, 
joignant  deux  points  A,  A'  situés  sur  (F)  et  dont  tous  les  points, 
autres  que  A  et  A',  soient  intérieurs  à  (C).  Les  points  A,  A'  dé- 
composent (F)  en  deux  parties  et  le  segment  AA'  décompose  (C) 
en  deux  continuums  partiels  dont  les  frontières  respectives  sont 
formées  de  l'une  des  parties  de  (F)  et  du  segment  AA',  commun 
aux  deux  frontières.  En  d'autres  termes,  la  frontière  de  chaque 
continuum  partiel  se  déduit  de  (F)  en  conservant  l'une  des  parties 
de  (F)  et  en  remplaçant  l'autre  par  le  segment  AA' ;  si  donc  la 
partie  de  (F)  que  l'on  a  supprimée  contient  un  côté  (X)  de  (F)  tout 
entier,  la  partie  conservée  contiendra  sûrement  un  côté  (X)  de 
moins  que  (F)  et  il  en  est  de  même  de  la  frontière  obtenue  en  lui 
adjoignant  le  côté  A  A',  qui  est  du  type  (Y).  Donc,  toutes  les  fois 
qu'on  pourra  mener  un  segment  AA'  parallèle  à  l'axe  des  y,  dont 
les  extrémités  A  et  A'  sont  sur  (F),  dont  tous  les  points,  autres  que 
ces  extrémités,  appartiennent  à  (C),  tel  enfin  que  les  deux  parties 
de  (F)  que  déterminent  les  points  A,  A'  contiennent  chacune  un  côté 
entier  de  (F)  du  type  (X),  la  réduction  annoncée  sera  effectuée. 

Si  les  autres  conditions  imposées  au  segment  AA'  sont  vérifiées, 
la  dernière  l'est  aussi  lorsque  l'un  des  points  A,  A',  le  point  A  par 
exemple,  se  trouve  être  un  sommet.  Ce  sommet,  en  effet,  peut  être 
commun  soit  à  deux  côtés  (X),  soit  à  un  côté  (X)  et  à  un  côté  (Y). 
Dans  le  premier  cas,  les  deux  côtés  (X)  qui  se  réunissent  en  A, 
n'ont  pas  d'autre  point  commun  avec  AA'  que  le  point  A  :  ils  ap- 
partiennent donc  tout  entiers,  le  premier  à  l'une  des  parties  de  (F), 
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le  second  à  l'autre  partie.  Dans  le  second  cas,  soit  P  le  sommet  du 
côté  (Y),  autre  que  A.  Le  segment  AA'  dont  les  points,  sauf  A  et 
A',  sont  intérieurs  à  (G)  ne  peut  être  que  sur  le  prolongement,  au- 
delà  de  A,  du  côté  AP  ;  il  ne  peut  avoir  d'autre  point  que  le  point 
A  commun  avec  le  côté  (X)  qui  passe  par  A,  il  n'a  aucun  point 
commun  avec  le  côté  (X)  qui  passe  par  le  point  P  ;  le  premier  de 
ces  côtés  (X)  appartient  tout  entier  à  l'une  des  parties  de  (F)  ;  le 
second  côté  (X),  ainsi  que  le  côté  AP,  appartient  tout  entier  à 
l'autre  partie.  Dans  les  deux  cas,  le  segment  AA'  permet  d'effec- 
tuer la  décomposition  annoncée. 

Considérons  un  côté  (X)  de  (F),  défini  par  les  formules 

y  —fi00)'      a  =  x  =  P ; 

je  désignerai  par  A  et  B  les  deux  sommets,  d'abscisses  respectives 
a  et  p,  que  joint  ce  côté;  pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  que, 
sur  ce  côté,  l'abscisse  d'un  mobile  qui  décrit  (F)  dans  le  sens  di- 
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rect  va  en  croissant  ;  alors  ce  côté  traverse  les  parallèles  à  l'axe  des 
y  de  gauche  à  droite  ;  les  points  voisins  appartiennent  à  (C)  ou 
non,  suivant  qu'ils  sont  au-dessus  ou  au-dessous  de  ce  côté. 

Considérons  maintenant  le  second  côté  BC  qui  part  du  point  B 
et  supposons  d'abord  que  ce  soit  un  côté  X  ;  la  parallèle  à  l'axe 
des  y  menée  par  le  point  B  laisse  alors  à  sa  gauche  les  deux  côtés 
BA,  BC  ;  les  points  voisins  de  BC  sont  intérieurs  ou  extérieurs  au 
continuum  (C)  suivant  qu'ils  sont  au-dessous  ou  au-dessus  de  BC. 
Deux  cas  sont  d'ailleurs  possibles,  suivant  que  le  côté  BC  est,  dans 
le  voisinage  du  point  B,  au-dessous  ou  au-dessus  du  côté  BA. 
Dans  le  premier  cas,  c'est,  au  voisinage  de  B,  les  points  silués 
au-dessus  de  BA,  au-dessous  de  BC,  sur  la  parallèle  à  l'a\e  des  y 
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menée  par  le  point  B  ou  à  droite  de  cette  parallèle  qui  appar- 
tiennent au  continuum  (G)  et  non  les  points  situés  entre  les  deux 
côtés  BÀ  et  BC  ;  c'est  l'inverse  clans  le  second  cas. 

Soit,  dans  le  premier  cas,  B'  le  premier  point  où  la  parallèle  à 
l'axe  des  y  menée  par  le  point  B  et  prolongée,  soit  vers  le  haut,  soit 
vers  le  bas,  rencontre  (F);  le  segment  de  droite  BB'  qui  appartient 
tout  entier  au  continuum  sauf  les  points  B  et  B'  permet  évidem- 
ment d'effectuer  la  décomposition  demandée. 

Supposons  maintenant  que  le  côté  BC  soit  un  côté  (Y),  il  peut 
descendre  ou  monter  à  partir  du  point  B  ;  le  lecteur  reconnaîtra 
sans  aucune  peine  la  façon  dont  sont  placés  les  points  voisins  des 
côtés  AB,  BC  qui  appartiennent  au  continuum  (C)  et  s'assurera 
que  dans  le  premier  cas,  le  prolongement  du  côté  CB  vers  le  haut, 
au-delà  du  point  B,  pénètre  dans  le  continuum  et  que  si  on  dé- 
signe par  B'  le  premier  point  où  ce  prolongement  rencontre  (F), 


c 
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le  segment  de  droite  BB'  permet  encore  d'effectuer  la  décomposi- 
tion cherchée.  Si  le  côté  BC  monte  à  partir  du  point  B,  le  côté 
suivant,  qui  part  de  C,  peut  être  à  droite  ou  à  gauche  de  BC  ;  s'il 
est  à  droite,  on  reconnaît  encore  que  le  prolongement  de  BC  vers 
le  haut,  au-delà  du  point  C  pénètre  dans  le  continuum  (C),  en 
sorte  que  si  l'on  désigne  par  C  le  premier  point  où  le  prolonge- 
ment rencontre  (F),  le  segment  CC  répond  encore  à  la  question. 

Des  observations  toutes  pareilles  se  rapporteraient  au  sommet  A 
et  aux  côtés  voisins.  En  réunissant  toutes"  ces  observations  on  re- 
connaît que  les  seuls  cas  qui  échappent  à  la  démonstration  sont 
les  suivants  : 

i°  Les  côtés  AQ,  BC,  autres  que  AB,  qui  passent  par  les  points 
A,  B  sont  des  côtés  (Y)  qui,  à  partir  des  points  A,  B  montent  vers 
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le  haut  ;  le  côté  QP,  autre  que  AQ  qui  passe  par  le  point  Q  est  un 
côté  (X)  situé  à  droite  de  AQ  ;  le  côté  CD,  autre  que  BG,  qui 
passe  par  le  point  G  est  un  côté  (X)  situé  à  gauche  de  BC. 

2°  Les  autres  cas  rentrent  dans  celui-là,   en  supposant  que  le 
point  Q  se  confonde  avec  le  point  A,  ou  que  le  point  C  se  confonde 

avec  le  point  B  ;  les  droites  AQ  et  BC 
doivent  alors  être  remplacées  par  les 
parallèles  à  l'axe  des  y,  menées  par  les 
points  A  ou  B.  Si,  par  exemple,  C  est 
confondu  avec  B,  il  faut  entendre  que 
le  côté,  autre  que  AB,  qui  part  de  B 
est  un  côté  (X)  situé  à  gauche  de  la 
parallèle  à  Taxe  des  y  menée  par  B. 
Ig"     '  Je  ne  m'occuperai  que  du  cas  i°. 

Définissons,  dans  l'intervalle  (a,  j3)  la  fonction  h(x)  par  les 
conditions  suivantes  :  pour  x  =  a  et  pour  x  =  ]3,  ses  valeurs  res- 
pectives sont  les  valeurs  des  ordonnées  des  points  Q,  C  ;  pour  x 
compris  entre  a  et  S,  sa  valeur  est  celle  de  l'ordonnée  du  premier 
point  de  (F)  que  l'on  rencontre  en  s'élevant  sur  la  parallèle  à  l'axe 
des  y  à  partir  du  point  [x,  /(x)],  en  sorte  que  tous  les  points  du 
segment  qui  va  du  point  [x,  f(x)]  au  point  [x,  h  (ce)]  sont,  sauf  ces 
deux  points,  intérieurs  à  (C).  On  reconnaît  très  aisément  que  la 
fonction  h.(x),  définie  sans  ambiguïté  dans  tout  l'intervalle  (a,  p) 
est  continue  (à  droite)  pour  x  =  a  et  (à  gauche)  pour  x  =  |3, 
qu'elle  est  continue  pour  toute  valeur  x0  comprise  entre  a  et  |5 
telle  que  le  point  [x0,  h(x0)]  ne  soit  pas  un  sommet,  parce  que, 
alors,  quand  se  est  suffisamment  voisin  de  x0,  le  point  [x,  h(x)] 
reste  sur  le  côté  qui  contient  le  point  [x0,  h(x0)].  Lorsque  ce  der- 
nier point  est  un  sommet,  ce  sommet  peut  être  le  sommet  qui  li- 
mite un  côté  (X)  à  droite  ou  à  gauche  ;  la  fonction  h(x)  est  alors 
continue,  pour  x  =  x0,  à  gauche  ou  à  droite.  Comme  cas  particu- 
lier x0  peut  être  l'abscisse  commune  à  tous  les  points  d'un  côté 
(Y)  qui  joint  le  sommet  de  droite  d'un  côté  (X)  au  sommet  de 
gauche  d'un  autre  côté  (X).  Dans  tous  les  cas,  si  x0  est  un  nombre 
intérieur  à  l'intervalle  (a,  |S)  pour  lequel  la  fonction  h[x)  est  dis- 
continue, le  segment  qui  va  du  point  [x0,  /(#„)]  au  point 
[x0,  h(œ0)],  qui  est  un  sommet,  permet  d'obtenir  la  décomposition 
demandée  du  continuum  (C). 
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Le  seul  cas  qui  échapperait  maintenant  à  la  démonstration  serait 
celui  où  la  fonction  h[x)  serait  continue  dans  tout  l'intervalle 
(a,  jS)  ;  mais  alors  le  lien  constitué  par  les  deux  côtés  AQ,  BC,  du 
type  (Y)  et  les  deux  côtés  (X)  que  définissent  les  formules 

y=f(x),  *<*^P, 

y  =  h  (x) ,  a  <  X  <  (3, 

serait  fermé  ;  (F)  se  réduirait  à  ce  lien,  on  aurait  affaire  à  un  tra- 
pèze. 

La  démonstration  est  terminée. 

On  vient  d'établir  que  l'ensemble  parfait  (C)  -+-  (F)  formé  des 
points  qui  appartiennent  soit  au  lien  fermé  simple  (F),  du  type  Jt/, 
soit  au  continuum  (C)  intérieur  à  ce  lien,  pouvait  être  décomposé 
en  deux  ensembles  parfaits  (C)  -t-  (F'),  (G")  H-  (F"),  constitués 
comme  l'ensemble  proposé,  mais  avec  des  frontières  (F'),  (F")  qui 
ont  chacune  un  ou  plusieurs  côtés  (X)  de  moins  que  (F)  :  ces 
frontières  ont  une  partie  commune,  à  savoir  le  segment  de  droite, 
parallèle  à  l'axe  des  y,  qui  a  servi  à  effectuer  la  décomposition  ;  en 
dehors  de  ce  segment  de  droite,  elles  n'ont  pas  de  point  commun  ; 
les  deux  conlinuums  (G),  (G")  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre;  en 
supprimant  la  frontière  commune,  ils  se  réunissent,  ainsi  qu'on 
l'a  expliqué  au  n°  301,  pour  reproduire  le  continuum  (C). 

Ceci  rappelé,  considérons,  comme  à  la  fin  du  n°  302,  un 
point  fixe  0  extérieur  à  l'ensemble  (C)  -+-  (F),  une  direction 
fixe  (D)  parlant  de  ce  point  0  et  un  point  variable  M  ;  si  l'angle 
dont  les  côtés  sont  (D)  et  OM  peut  être  défini  comme  une  fonction 
continue  du  point  M  dans  chacun  des  ensembles  parfaits 
(C)  -+-  (F'),  (C")  -h  (F"),  il  pourra  être  défini  comme  une  fonction 
continue  dans  l'ensemble  (C)  -+-  (F),  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  au 
n°  302.  Dès  lors  il  suffit  de  remarquer  que  l'angle  considéré  peut 
être  défini  comme  une  fonction  continue  de  M  dans  un  trapèze  et 
d'appliquer  le  procédé  d'induction,  comme  on  l'a  fait  dans  le  pré- 
sent numéro,  pour  démontrer  que  cet  angle  peut  être  défini  comme 
une  fonction  continue  du  point  M  dans  l'ensemble  (C)  -h  (F)  ; 
c'est  ce  qui  avait  été  annoncé  au  n°  302. 

315.  —  Reprenons  les  notations  du  n°  313  relatives  à  un  lien 
fermé  (F),  du  type  Jb,  frontière  du  continuum  intérieur  (G)  et  à  la 
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décomposition  dichotomique  de  l'ensemble  (G)  -+-  (F)  en  ensembles 
(c,)  H-  (/,),  (c2)  -+-  (f2),  ...,  (cm)  +  (fm)  dont  les  frontières 
(/,),  (/2),  ...,  (fn)  sont  aussi  des  liens  fermés  du  type  Jb.  A  la 
fin  du  présent  numéro,  nous  aurons  besoin  de  supposer  que  les 
écarts  des  ensembles  (c,)  H-  (/i),  (c2)  4-  (/2),  ...,  (cm)  H-  (/,„)  sont 
plus  petits  que  tel  nombre  positif  que  l'on  veut.  A  partir  de  ce  mo- 
ment, on  supposera  que  (F)  appartient  au  type  «A/  ;  on  pourra 
alors  supposer  que  les  décompositions  qui  aboutissent  aux  ensem- 
bles (&)  H-  (fi)  ont  été  effectuées  comme  on  l'a  expliqué  dans  le 
précédent  numéro,  de  manière  à  obtenir  d'abord  des  trapèzes, 
puis  d'autres  trapèzes,  qui  peuvent  être  aussi  petits  qu'on  veut, 
en  poussant  les  décompositions  assez  loin. 

Ceci  posé,  soient  g(x,  y),  h(x,  y)  deux  fonctions  continues  du 
point  (x,  y)  dans  l'ensemble  parfait  (C)  H-  (F).  Je  désignerai  le 
point  dont  les  coordonnées  sont 

S  =  gF(ac,  y),       n  =  h(x,y) 

comme  l'image  du  point  x,  y.  Il  est  clair  que,  si  un  mobile  décrit 
un  lien  fermé  dont  tous  les  points  appartiennent  à  l'ensemble 
(C)  -+-  (F),  son  image  décrira  aussi  un  lien  fermé.  En  particulier, 
si  le  mobile  décrit  les  liens  fermés  (F),  (f),  (f2),  ...,  (fn)  dans  le 
sens  direct,  son  image  décrira  dans  un  sens  correspondant  les  liens 
fermés  ($),  (©,),  (<p2),  ...,  (<pm)  images  des  précédents.  Un  mobile 
qui  parcourt  les  liens  fermés  (/,),  (/,),  ...,  (fm)  dans  le  sens  direct 
se  trouve  avoir  parcouru  le  lien  fermé  (F)  dans  le  sens  direct  et, 
en  outre,  deux  fois,  dans  des  sens  opposés,  les  parties  de  (f), 
(f2),  ...,  (fn)  qui  n'appartiennent  pas  à  (F)  ;  l'image  de  ce  mobile 
aura  donc  parcouru  (<E>)  dans  le  sens  qui  correspond  au  sens  direct 
sur  (F)  et,  en  outre,  deux  fois  dans  des  sens  opposés,  les  images 
des  parties  de  (/,),  (f),  ...,  (/,„)  qui  n'apparliennent  pas  à  (F). 
Si  donc  on  considère  un  point  I  qui  ne  soit  situé  sur  aucun  des 
liens  fermés  (œj,  (cp2),  ...,  (<p„,)>  on  peut  affirmer  que  la  somme 
des  ordres  de  ce  point  par  rapport  à  ces  divers  liens  sera  égale  à 
son  ordre  par  rapport  au  lien  (0),  chacun  des  liens  (4>),  (cpt),  ..., 
((Dm)  étant  parcouru  clans  le  sens  qui  correspond  au  sens  direct  sur 
les  liens  (F),  (/,),  (/,),  ...,  (/»). 

Mon  objet  est  maintenant  de  démontrer  la  proposition  suivante  : 
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I.  Si  les  équations 

(1)  g(x,y)  =  a-,       h(x,y)  =  $ 

n'ont  pas  de  solution  dans  l'ensemble  (C)  -+-  (F),  l'ordre  du  point 
(a,  |3)  par  rapport  à  $  est  nul. 
Par  conséquent  : 

II.  Si  cet  ordre  n'est  pas  nul,  les  équations  (i)  admettent  une 
solution  dans  l'ensemble  (C)  -+-  (F). 

Du  moment  que  l'on  parle  de  l'ordre  du  point  (a,  jS)  on  suppose 
implicitement  que  cet  ordre  existe,  c'est-à-dire  que  le  point  (a,  jS) 
n'appartient  pas  à  (0),  ou  encore  que  les  deux  équations  (i) 
n'admettent  pas  de  solution  x0,  y0  teille  que  le  point  (x0,  j0)  appar- 
tienne à  (F). 

Pour  établir  la  proposition  énoncée,  je  vais  supposer  que  les 
équations  (1)  n'aient  pas  de  solution,  dans  l'ensemble  (G)  -+-  (F) 
et  je  démontrerai  que  dans  ces  conditions,  l'ordre  du  point  (a,  8) 
par  rapport  à  (<D)  est  nul. 

La  distance 


v4*-s(*,j)]2-H?-M*,y)]2 

du  point  (a,  |3)  au  point  (5,  jg)  est  une  fonction  continue  de  x,y  dans 
l'ensemble  parfait  (C)  -+-  (F)  ;  elle  atteint  donc  sa  borne  inférieure 
•et  cette  dislance  n'est  pas  nulle,  puisque,  par  hypothèse,  les  équa- 
tions (i)  n'ont  pas  de  solution  dans  l'ensemble  (C)  -+-  (F)  ;  il  y  a 
donc  un  nombre  positif  p  tel  que  les  images  de  tous  les  points  de 
l'ensemble  (G)  -+-  (F)  soient  extérieures  au  cercle  de  centre  (a,  jS) 
et  de  rayon  p. 

Ceci  posé,  soit  s  un  nombre  positif  tel  que  la  distance  des 
images  de  deux  points  de  (C)  -+-  (F)  soit  sûrement  moindre  que 
p  lorsque  la  distance  de  ces  points  est  moindre  que  s.  Supposons 
maintenant  que  la  décomposition  de  l'ensemble  (G)  H-  (F)  en 
•ensembles  (c,)  +  (/,),  (et)  -h  (/,;,  ...,  (cm)  -+-  (fm)  soit  telle  que  les 
écarts  de  ces  différents  ensembles  soient  tous  moindres  que  s.  :  d'une 
part,  si  Pi  est  l'image  d'un  point  de  l'ensemble  (c2)  -4-  (fi),  les 
images  de  tous  les  points  de  cet  ensemble  seront  intérieures  au 
cercle  décrit  de  Pi  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  p;  toutes 
ces  images  sont  d'ailleurs  à  une  distance  du  point  (a,  |3)  supérieure 
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à  a  ;  en  d'autres  termes  le  point  (a,  |3)  est  extérieur  à  ce  cercle  dé- 
crit de  P,  comme  centre  qui  contient  à  son  intérieur  les  images  de 
tous  les  points  de  (ci)  H-  (fi)  ;  l'ordre  du  point  (oc,  |S)  par  rapport 
à  l'image  ((pi)  du  lien  fermé  (fi)  est  donc  nul,  puisqu'on  peut 
regarder  le  point  (oc,  |3)  comme  l'origine  d'une  demi-droite  qui  ne 
rencontre  pas  ((pi).  Il  en  résulte  que  l'ordre  du  point  oc,  |3  par  rap- 
port à  ($)  est  nul,  puisque  cet  ordre  est  la  somme  des  ordres  du 
point  oc,  fi  par  rapport  aux  liens  fermés  (©,),  (©2),  ...,  (<p„,  . 

Tout  ceci  s'étend  immédiatement  à  la  figure  que  Ion  a  consi- 
dérée au  n°  312  et  qui  est  formée  du  lien  fermé  (F),  des  liens 
fermés  (F'),  (F"),  ...,  [F(n)]  intérieurs  à  (F)  et  extérieurs  les  uns 
aux  autres  deux  à  deux,  enfin  du  continuum  (Cn)  ensemble  des 
points  intérieurs  à  (F)  et  extérieurs  à  (F7),  (F"),  ...,  [F(n)]. 

On  continuera  de  représenter  par  (H)  la  frontière  de  (C„),  for- 
mée des  liens  (F),  (F'),  ...,  [F('!)]  ;  mais  on  supposera  maintenant 
que  tous  ces  liens  appartiennent  au  type  Jb'.  Les  fonctions  (j(x,  y), 
h  (x,  y)  seront  supposées  continues  clans  l'ensemble  parfait 
(C„)  -+-  (H).  Décrire  (H)  dans  le  sens  direct,  c'est  décrire  (F)  dans 
le  sens  direct  et  les  liens  (F'),  (F"),  [F(n)]  dans  le  sens  indi- 
rect ;  les  liens  fermés  (<î>),  ($'),  ...,  [$(n)],  images  des  liens  (F), 
(F'),  ...,  [F(n)],  sont  alors  décrits  chacun  dans  un  sens  déterminé 
et  à  chacun  d'eux  correspond  ainsi  un  ordre  déterminé  pour 
chaque  point  I  du  plan  qui  n'est  point  situé  sur  eux  ;  la  somme  de 
tous  ces  ordres  sera  ce  que  j'appellerai  l'ordre  du  point  I  par 
apport  à  l'image  de  (H). 

Si  les  équations 

9  ix>  j)  =  a>       h  (>>  y)  =  P 

n'ont  pas  de  solution  xQ,  y0  telle  que  le  point  (x0,  y0  appartienne 
à  l'ensemble  (G»)  +  (H),  l'ordre  de  ce  point  par  rapport  à  l'image 
de  (H)  sera  nul. 

Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  décomposer  l'ensemble 
(Gn)  +  (H)  en  deux  continuums  complétés  par  leurs  frontières, 
lesquelles  sont  des  liens  fermés  simples,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué 
au  n°  312  ;  seulement  les  n  H-  i  liens  que  l'on  emploie  pour  la 
décomposition  doivent  être  du  type  .V.  On  n'aura  alors  qu'à  appli- 
quer le  théorème  1  aux  deux  frontières  des  deux  continuums  par- 
tiels et  à  ajouter  les  deux  égalités  ainsi  obtenues  ;    le  théorème 
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énoncé  en  dernier  lieu  en  résulte  évidemment,  puisque,  lorsqu'on 
décrit  ces  deux  frontières  dans  le  sens  direct,  chacun  des  n  H-  i 
liens  introduits  se  trouve  décrit  deux  fois  dans  des  sens  opposés  et 
qu'il  en  est  de  même  dans  les  images,  etc. 


IV.  —  COURBES 

316.  —  Mon  but  est  maintenant  de  particulariser  la  notion  de 
lien  pour  arriver  à  la  notion  de  courbe. 

Considérons  un  lien  (T)  défini  par  les  formules 

ac  =?(*),  7  =  «KO.  »^*^P- 

Je  vais  montrer  que,  pour  qu'on  puisse  étendre  à  ce  lien  la  no- 
tion d'arc  de  courbe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  cp(i),  ty(t) 
soient  des  fonctions  à  variation  bornée. 

Si  l'on  a  a  <  tt  <C  t2  <C  •••  <C  tn-\  <C  fi  je  dirai  comme  au 
n°  239  que  les  nombres  croissants  a,  tx,  l^,  ...,  tn-i,  fi  définissent 
une  décomposition  de  l'intervalle  (a,  fi).  A  une  telle  décomposition 
correspond  une  ligne  brisée,  dont  je  dirai  qu'elle  est  inscrite  dans 
le  lien  ;  ses  sommets  successifs  sont  les  points  du  lien  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  a,  ty,  t2,  ...,  tn-i,  fi.  Les  longueurs  de  pa- 
reilles lignes  brisées  auront,  dans  ce  qui  suit,  le  même  rôle  que 
les  sommes  inférieures  dans  la  définition  de  l'intégrale  définie. 

La  longueur  d'une  ligne  brisée  inscrite  est  égale  ou  supérieure 
à  la  distance  entre  l'origine  et  l'extrémité  du  lien  ;  l'égalité  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  la  ligne  brisée  se  réduit  au  vecteur  qui  va  de  l'ori- 
gine du  lien  à  son  extrémité. 

Si,  partant  d'une  décomposition  (a,  tlf  t2,  ...,  tn-i,  fi)  de  l'in- 
tervalle (a,  fi),  on  décompose  ensuite  les  intervalles  partiels  (a,  tt), 
tv,  l2),  ...,  (tn—i,  fi),  on  définira  par  là  même  une  nouvelle  dé- 
composition de  l'intervalle  (a,  fi)  ;  la  ligne  brisée  correspondante, 
obtenue  en  juxtaposant  les  lignes  brisées  inscrites  dans  les  portions 
du  lien  qui  correspondent  aux  intervalles  partiels  de  la  première 
décomposition,  a  une  longueur  supérieure  ou  égale  à  la  longueur 
de  la  première.  A  chaque  décomposition  (a,  tt,  t%,  ...,  fi)  de  Tinter- 
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valle  (a,  |3)  correspondent,  d'une  part  la  longueur  L  de  la  ligne 
brisée  inscrite  et  d'autre  part  les  nombres 

*  =  |y(^)-?(«)I  +  I?(^)-?(^)[  +  ---  +  |?(P)-?(^_i)!, 
v=W*i)  — WI  +  IW  — Wl  +  -.  +  I  W-^,-01; 

il  est  manifeste  que  le  nombre  L  est  supérieur  ou  égal  à  chacun 
des  nombres  <E>,  W  et  qu'il  est  au  plus  égal  à  leur  somme.  Je  dési- 
gnerai par  (L),  (<£),  (W)  les  ensembles  respectifs  des  nombres  dis- 
tincts L,  des  nombres  distincts  <I>,  des  nombres  distincts  ^F,  rela- 
tifs aux  diverses  décompositions  possibles  de  l'intervalle  (a,  fi). 

Pour  que  l'ensemble  (L)  soit  borné  en  haut,  il  faut  et  il  suffit 
évidemment  que  les  ensembles  ($),  (W)  soient  eux-mêmes  bornés 
en  haut,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  (&(£),  d»(2)  soient  à  variation 
bornée  dans  l'intervalle  (a,  fi). 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  soit  S  la  borne  supérieure  de 
l'ensemble  (L).  Je  dis  alors  que  S  peut  être  regardé  comme  la 
limite  de  la  longueur  d'une  ligne  brisée  inscrite  variable  pour  la- 
quelle les  écarts  des  intervalles  partiels  de  la  décomposition  ten- 
dent vers  o  ;  en  d'autres  termes,  à  chaque  nombre  positif  s  corres- 
pond un  nombre  positif  yj  tel  que  la  différence  (positive  ou  nulle 
S  —  L  soit  moindre  que  s,  pourvu  que  les  intervalles  partiels  de  la 
décomposition  à  laquelle  se  rapporte  la  longueur  L  de  la  ligne 
brisée  aient  tous  un  écart  moindre  que  xj.  L  peut  être  regardé 
comme  une  valeur  approchée  de  S,  aussi  approchée  qu'on  le  veut, 
pourvu  que  yj  soit  suffisamment  petit. 

La  démonstration,  que  je  crois  inutile  de  détailler,  est  tout  à 
fait  analogue  à  celle  qu'on  trouve  dans  le  n°  241  ;  elle  repose 
essentiellement  sur  ce  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  s',  il 
existe  sûrement  une  décomposition  déterminée  pour  laquelle  on  a 
S — L  <C  s',  en  désignant  par  L  la  longueur  de  la  ligne  brisée 
inscrite  qui  correspond  à  la  décomposition,  et  sur  la  comparaison 
entre  les  longueurs  L,  L'  de  cette  ligne  brisée  et  d'une  autre  ligne 
brisée  inscrite  pour  laquelle  les  écarts  des  intervalles  partiels  soient 
suffisamment  petits,  plus  petits  en  particulier  que  le  plus  petit 
écart  des  intervalles  partiels  de  la  première  décomposition,  à  la- 
quelle se  rapporte  L.  En  superposant  les  deux  décompositions,  on 
est  conduit  à  une  troisième  décomposition,  à  une  troisième  ligne 
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brisée  dont  la  longueur  L"  cliffèie  très  peu  de  1/  ;  la  démonstration 
s'achève  en  remarquant  que  l'on  a  S  >  L"^L.  Le  nombre  S 
ainsi  déterminé  est  égal  ou  supérieur  à  la  distance  entre  l'origine 
et  l'extrémité  du  lien.  Pour  qu'il  soit  égal  à  cette  distance,  il  faut 
d'abord  que,  quels  que  soient  les  nombres  tu  t2:  ...,  satisfaisant  à 
la  condition 

*<ti<h<       <  P, 

les  points  correspondants  du  lien  se  trouvent  sur  le  vecteur  qui  va 
de  l'origine  du  lien  à  son  extrémité  ;  cela  exige  que  tous  les  points 
du  lien  soient  sur  le  vecteur.  Il  faut  en  outre  que,  si  l'on  a 
t\  <  h  <C  ht  Ie  point  du  vecteur  qui  correspond  à  t.2  soit  compris 
entre  les  points  qui  correspondent  à  tit  t^  ou  confondu  avec  l'un 
d'eux;  mais  si  les  points  qui  correspondent  à  t2,  t3  sont  confondus, 
il  faut  encore,  et  pour  la  même  raison,  que  tous  les  points  qui 
correspondent  aux  valeurs  intermédiaires  soient  aussi  confondus, 
en  sorte  que  les  fonctions  a(l),  d/(Z)  soient  toutes  les  deux  con- 
stantes dans  l'intervalle  t2,  t3).  Si  donc  on  écarte  le  cas  où  l'inter- 
valle (a,  |3)  contiendrait  un  intervalle  partiel  dans  lequel  les  deux 
fonctions  (p(i),  ty(l)  seraient  constantes,  la  correspondance  entre 
l'intervalle  (a,  |3)  et  les  points  du  vecteur  sera  parfaite  et  le  point 
\®(t),  ty(t)~\,  quand  t  croîtra  de  a,  fi,  décrira  le  vecteur  de  son  ori- 
gine à  son  extrémité,  toujours  dans  le  môme  sens.  Ces  remarques 
donnent  un  sens  précis  à  la  proposition  :  la  ligne  droite  est  le  plus 
court  chemin  d'un  point  à  un  autre. 

11  résulte  de  là  qu'un  lien  quelconque,  qui  ne  se  réduit  pas  à  un 
point,  et  qui  a  une  longueur,  a  une  longueur  positive. 

Si  les  fonctions  Q\i),  <ty(t)  sont  à  variation  bornée  dans  l'inter- 
valle (a,  fi),  elles  sont  évidemment  à  variation  bornée  dans  tout 
intervalle  contenu  dans  (a,  fi)  ;  en  sorte  que  si  tlt  /2  appartiennent 
à  l'intervalle  (a,  B),  le  lien  partiel  défini  par  les  formules 

x  =  ©(/),  y  =  ty(t),  k<:t<t2, 

a  une  longueur  ;  désignons-la  par  S(/ls  t2)  :  on  voit  immédiate- 
ment que  si  l'on  suppose  /j  <  t2  <C  tà,  on  aura 

(i)  s(/x,  g  =  s(«1.g-hS(<a.  y 
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et  que,  si  l'on  convient  de  poser  en  général 

S(fif  tt)  =  —  S(/i,  h), 

l'égalité  (i)  subsistera,  quels  que  soient  les  nombres  tlt  t2,  t3  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a,  |3). 

L'égalité  (i)  montra  que  la  fonction  S  (a,  t),  h  laquelle  on  attri- 
buera la  valeur  o  pour  t  =  a.  est  croissante  dans  l'intervalle  (a,  /3)  ; 
elle  croît  de  o  à  S  =  S  (a,  |3).  Il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est  continue  ; 
si  en  effet,  en  supposant  tv  <<  t.,,  on  désigne  par  V^  (tt,  fe),  "Vx  (t\,  h), 
les  variations  totales  des  fonctions  ©(/),  <];(£)  on  aura 

or  les  fonctions  <p(t),  ty(t)  étant  continues,  les  fonctions  de  t, 
V(0(a,  t);  V^(a,  /)  sont  continues  dans  l'intervalle  (a,  |3)  ;  par 
conséquent,  pourvu  que  la  différence  ^  —  ^  soit  suffisamment 
petite,  les  nombres  V  (/i,  U),  V.  (£15  /2)  seront  aussi  petits  que  l'on 
veut;  il  en  sera  de  même  de  S(/i,  h)  ;  cela  suffit  à  montrer  que  la 
fonction  S  (a,  t)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  |3). 

Puisque  la  fonction  S  (a,  /)  est  continue  et  croissante  dans  l'in- 
tervalle (ce,  jS),  l'équation  s  =  S  (a,  f)  définit  /  comme  une  fonction 
continue  et  croissante  de  s  dans  l'intervalle  (o,  S)  ;  en  remplaçant  t 
par  cette  fonction  dans  <p(/),  ^(2)  on  voit  que  les  formules  qui 
définissent  le  lien  peuvent  être  prises  sous  la  forme 

s  désignant  la  longueur  du  lien  à  partir  de  son  origine. 
317.  Conservons  toujours  la  même  notation 

pour  définir  le  lien  (T).  Afin  d'abréger  un  peu,  au  lieu  d'appeler 
[©(/),  ty(ï)]  le  point  du  lien  (T)  qui  correspond  à  la  valeur  /  du 
paramètre,  je  me  contenterai  souvent  de  dire  :  le  point  t. 

Supposons  que  les  fonctions  (p(i),  ty(t)  admettent,  dans  l'inter- 
valle (/0,  U),  des  dérivées  <p'  (t),  ij/  (/;  ;  considérons  les  deux  points 
i,  t  H-  h,  qui  corespondent  à  deux  valeurs  voisines  de  la  variable, 
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valeurs  que  l'on  suppose  appartenir  à   l'intervalle   [a,  |5)  ;  l'équa- 
tion de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  peut  s'écrire 

*  —  ?  (0       _      y  — «KO      . 


o(*  +  /*)  —  <p(Q        ty(t-+-  h)  —  ty  (l)  ' 

/l  — h~ 

lorsque  h  tend  vers  o,  les  deux  dénominateurs  ont  évidem- 
ment pour  limite  a>'  (t)  et  d/  [t)  et  l'on  dit,  en  supposant  que  ces 
deux  quantités  ne  soient  pas  nulles  simultanément,  que  la  droite 
donc  l'équation  est 

g  — ?(Q_r  — «KO 
«p'W    _    *'(0 

est  tangente  à  (T)  au  point  /;  on  dit  que,  sur  celte  tangente,  la 
direction  définie  par  les  coefficients  directeurs  <pr  (f),  ij/  (t)  est  la 
direction  qui  correspond  aux  valeurs  croissantes  de  /,  et  cette  façon 
de  parler  est  justifiée  par  ce  fait  que  la  direction  dont  les  coeffi- 
cients directeurs  sont 

cp  (t  -h  h)  —  o  (t)    ty  (t  -+-  h)  —  ty  {t) 
~~h        """_  '    '        ~~h~ 

est,  lorsque  h  est  positif,  la  direction  du  vecteur  qui  va  du  point  l 
au  point  t  -+-  h. 

On  désigne  le  nombre  positif 


sous  le  nom  de  vitesse,  emprunté  à  la  cinématique.  Le  même  nom 
s'applique  aussi  à  un  vecteur  dont  l'orgïne  est  le  point  (o,  o)  et 
l'extrémité  le  point  [cp1  (t),  <V  (<01»  ou  au  vecteur  équipollent,  ayant 
son  origine  au  point  /  ;  la  direction  de  ce  vecteur  est  précisément 
ce  qu'on  vient  d'appeler  la  direction  sur  la  tangente  qui  correspond 
aux  valeurs  croissantes  de  /. 

Le  nombre  positif  V(/)  est  la  limite,  pour  h  =  o,  de  la  vitesse 
moyenne  relative  à  l'intervalle  (/,  t  H-  h),  c'est-à-dire  du  rapport  à 
la  valeur  absolue  de  h  de  la  distance  des  deux  points  t  et  t  4-  1i  ;  en 
d'autres  termes,  on  a  : 


Y(/) 

h 


lim  •[?(<  + *)-y(Q]'  +  [*(<  + A) -HQ]' 
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comme  on  le  voit  sans  peine  en  remplaçant  dans  le  second  membre 

u(t  -+-  h)  —  f(t),ty(t-+-  h)  —ty(l)   par  /î  [*'(/)  -t-  s],  h[^'(l)  +  r(], 

ou  s,  yj  désignent  des  nombres  aussi  petits  qu'on  le  veut,  en  valeur 
absolue,  pourvu  qu'on  suppose  assez  petite  la  valeur  absolue  de  h. 
En  posant 

A  =  v'*(t)  +  t}/2  (t),  R  =  2  etp'  (4)  -+-  2  7J.V  (0  -+■  s2  +  r,8, 
on  pourra  s'appuyer  sur  l'inégalité 

|  v/Ah-  K  —  y/À  |  <;  v/fX] 

qui  a  certainement  lieu  si  l'on  a  |  K  |  <^  A.  La  démonstration 
n'exige  pas  la  continuité  des  dérivées,  mais  elle  permet  de  recon- 
naître que,  si  ces  dérivées  sont  continues  et  si  elles  ne  s'annulent 
pas  simultanément  dans  l'intervalle  (a,  |3),  la  vitesse  moyenne 


\h\ 

tend  uniformément  vers  sa  limite  V(£),  quand  /i  tend  vers  o;  en 
d'autres  termes  à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre 
positif  r,,  tel  que  l'on  ait, 


I  /i  I  [) 


<* 


pour  tous  les  nombres  t  et  t  -\-  h  qui  satisfont  aux  conditions 
a  fg  «  ^  p,  a  <  i  +  A  <  p,  ]  A  J  <  t,. 

318.  —  Considérons  la  vitesse  moyenne  fl relative  à  l'inter- 
valle (a,  |S)  :  À  représente  les  distances  des  deux  points  a,  fi.  Je 
vais  montrer,  en  supposant  que  les  fonctions  ©(f),  <!»(/)  admettent 
des  dérivées  dans  l'intervalle  (a,  |3),  qu'il  existe  un  nombre  H, 
appartenant  à  l'intervalle  (a,  j3)  et  tel  que  l'on  ait  ' 

(')  M.  Darboux  dans  son  Mémoire  Sur  /es  développements  en  série  des  fonctions 
d'une  variable  (Journal  de  Liouville,  2°  série  t.  II)  a  montré  l'importance  de 
cette  proposition  qui  joue  dans  plusieurs  questions  un  rôle  analogue  à  celui  du 
théorème  du  n°  215. 
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Supposons  en  effet  a  <  tt  <  *2  ...  <  /„_!  <  |3  et  considérons  la 
ligne  brisée  inscrite  dont  les  sommets  successifs  sont  les  points 
a,  ti,  h,...,  tn_1}  fi  du  lien;  soient  r}u  o\,...,  r}n  les  côtés  de  cette 
ligne  brisée,  il  est  clair  que  l'on  aura 


ji  —  a  =  p  —  a 

or  le  second  membre  est   compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  des  nombres 


tL  —  a     U_  —  ti  (3  —  ln_i' 

je  désignerai  par  B   _^ —  le  plus  grand  de  ces  nombres  :  a15  fix 

sont  deux  consécutifs  des  nombres  a,  t{,  U,...,  fi  et  At  est  la  dis- 
tance des  points  correspondants  du  lien,  on  aura  alors 

A      ^      A, 


P- 


On  peut  raisonner  sur  l'intervalle  (a'i,  ^3i  comme  on  a  fait  sur 
l'intervalle  (a,  jS)  et  poursuivre  indéfiniment  ;  on  formera  ainsi  une 
suite  infinie  d'intervalles  (a,  fi),  ai,  |3i),...  (ap,  fi,,),---  dont  cha- 
cun est  contenu  dans  le  précédent  ;  les  écarts  de  ces  intervalles 
vont  en  diminuant  ;  rien  n'empêche  de  s'arranger  pour  qu'il 
décroissent  indéfiniment  ;  si  l'on  suppose  donc  que  l'on  a 
lim.  (Jfip —  tt.p)  =  o,  il  est  clair  que  les  deux  suites  infinies  ai,  a2,... 

et  |3i,  fin,...  auront  une  limite  commune  B,  et  qu'on  pourra  écrire 

Si,  maintenant,  on  désigne  par  c^,  et  rï'P  les  distances  des  points 
OLp,  fiv  au  point  ç;  on  aura 

Pp  —  aP  —  Pp  —  aP 

le  second  membre  est  d'ailleurs  compris  entre  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  des  deux  rapports 


6 
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pourvu  que  p  soit  assez  grand,  chacun  de  ces  deux  rapports  est 
aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  V  (£)  ;  la  suite  d'inégalités 

A      ^       A,       ^       ^       A„ 


P  —  a  —  pi  —  <*i  —    "  —  Pj>  —  ap 
exige  donc  que  Ton  ait 

En  reprenant  la  démonstration,  on  s'assurera  sans  peine  qu'on 
peut  affirmer  l'existence  d'un  nombre  appartenant  à  l'intervalle 
(a,  ]3)  tel  que  l'on  ait 

sauf  dans  le  cas  où  le  lien  (T)  se  réduit  au  vecteur  qui  va  de  l'ori- 
gine du  lien  à  son  extrémité  et  où  les  fonctions  o(t),  ^(t)  sont  du 
premier  degré  en  t. 

Un  raisonnement  tout  pareil  montre,  en  supposant  que  le  lien  (T) 
ait  une  longueur  S  (a,  |3),  qu'il  y  a  un  nombre  £',  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  ]3),  pour  lequel  on  a 

S(a>  P)  >  y  (?) 
[3  — a  =      {Ç)' 

Il  suffit,  pour  cela,  de  partir  de  l'égalité 

S  (a,  p)  _  S(«,  U)  -h  S  (tif  t2)  -+-  ...  -+-  S  (<,_„,  p) 
p  —  a  p  —  a 

dans  laquelle  le  second  membre  est  plus  grand  que  le  plus  petit 
des  rapports 

s(g.'ti)  s(f,,  g      s  (<„_,,  p) 

*t  —  a'    fe_  f,  '"••'    p  — fn_,  " 

319.  —  Reprenons,  en  supposant  toujours  a  <C  h  <C  fe  <  •  '••  <C  |3, 

la  ligne  brisée  inscrite  clans  le  lien  ;  si  l'on  suppose  que  les  fonc- 
tions <p(£),  ty(t)  admettent  des  dérivées  dans  l'intervalle  (a,  jS),  on 
pourra  appliquer  le  premier  théorème  du  précédent  numéro  aux 
intervalles  (ce,  U),  (t{,  h),...,  (tn._x  tn)  et  affirmer  l'existence  de 
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nombres  £t,  '£.,,...,  çn  appartenant  respectivement  à  ces  intervalles, 
tels  cm 'on  ait 

ï-^t, £▼(«.).  f^âmi ^t;âv(y 

et,  par  suite, 

81+82+...  +  8„^(tl  — «OV^ij  +  ft— fd)V(y  +-...  +  (p  _«„_,)  V(|„). 

Supposons  que  la  fonction  V(£)  soit  bornée  et  intégrable  dans  l'in- 
tervalle (a,  jS)  ;  pourvu  que  les  intervalles  partiels  soient  suffi- 
samment petits,  le  second  membre  est  une  valeur  aussi  approchée 
qu'on  le  veut  de  l'intégrale 

f    Y(t)dt; 

donc,  pourvu  que  les  intervalles  partiels  soient  suffisamment  petits, 
la  longueur  de  la  ligne  brisée  inscrite  reste  au-dessous  d'un  nombre 
fixe  ;  elle  reste  donc  toujours  au-dessous  de  ce  nombre  fixe,  puis- 
qu'elle ne  peut  qu'augmenter  quand  on  subdivise  les  intervalles 
partiels  ;  l'ensemble  (L)  du  n°  316  est  borné  en  haut  et  l'on  a,  en 
reprenant  les  notations  de  ce  même  numéro, 

fP 

(I)  S  (a,  P)^J       \(l)dt, 

puisque  la  différence  entre  S  (a,  jS)  et  o\  +^+...  -h  d„  est  aussi 
petite  qu'on  le  veut,  pourvu  que  les  intervalles  partiels  soient 
suffisamment  petits.  On  peut  maintenant  appliquer  la  seconde  pro- 
position ;  elle  conduira  à  une  inégalité  de  la  forme 

S(«,  p)  =  s(«,  «o  +  s^,  k)  +  ■■■  +  s  («„_,,  P) 

^  Ci  -  *)  ycei)  +  {k  -  h)  v^)  + ...  +  (p  -  *„_o  v(^), 

en  désignant  par  £[,  £'2,...,  ||?  des  nombres  qui  appartiennent  res- 
pectivement aux  intervalles  (a,  2i),  (ti,  h)...,  (/„_!,  |3).  Le  dernier 
membre,  pourvu  que  les  intervalles  soient  assez  petits,  est  une 
valeur  aussi  approchée  qu'on  veut  de 

P  V(l)dt; 
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on  a  donc 

(2)  S  (a,  p)>   P  V(0d<; 

Par  conséquent,  lorsque  les  fonctions  ©(/),  ^{/)  ont  des  dérivées 
dans  l'intervalle  (a,  |3)  et  que  la  fonction  V(f)  est  bornée  et  inté- 
grable,  on  a,  en  vertu  des  inégalités  (1)  et  (2), 

S  (a,  P)=    f    Y{t)it. 

Lorsqu'on  suppose  que  la  fonction  V  (t)  est  continue  et  ne  s'annule 
pas,  la  démonstration  peut  se  faire  d'une  façon  beaucoup  plus  facile 
en  se  fondant  sur  ce  que  le  rapport 


l/[?(t  -+-  h)  -  ?(Q]a  +  [^(f  +  h)  -  ?(Q]a 

tend  uniformément  vers  V(/),  quand  h  tend  vers  o. 
320.  —  Considérons  le  lien  défini  par  les  formules. 

x  =  <i(t),  y  =  <b(t)      <*<;£<:  p. 

Je  supposerai,  dans  tout  ce  numéro,  que  les  fonctions  <p  (/), 
û>(i)  admettent,  dans  l'intervalle  (a,  fi),  des  dérivées  continues 
d{t),  <]/(/)  qui  ne  s'annulent  pas  pour  une  même  valeur  de  /.  En 
chaque  point  du  lien,  il  y  a  alors  une  tangente. 

Si  ©'(/)  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  l'intervalle  («,  fit),  la 
fonction  ©(/)  est  ou  constamment  croissante,  ou  constamment  dé- 
croissante dans  l'intervalle  (a,  fi).  On  a  alors  affaire  à  un  lien  élé- 
mentaire du  type  À)'.  Il  est  clair,  d'après  cela,  que  le  lien  appar- 
tient au  type  Jb  lorsqu'il  est  simple  et  que  l'une  des  dérivées  (p'ft), 
<j/(i),  supposées  continues  dans  l'intervalle  (y.,  fi),  ne  s'annule 
qu'un  nombre  fini  de  fois  dans  cet  intervalle. 

Reprenons  la  supposition  antérieure;  à  l'intérieur  de  l'intervalle 
[a,  fi),  la  fonction  ©'(/)  ne  s'annule  pas;  ajoutons  à  cette  suppo- 
sition la  suivante  :  la  pente  -7W  de  la  tangente,  qui  est  alors 
évidemment    continue   pour   toutes   les    valeurs   de  t   intérieures 
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à  l'intervalle,  est  toujours  croissante,  ou  toujours  décroissante, 
pour  chacune  de  ces  valeurs.  Je  n'exclus  pas  d'ailleurs  le  cas  où 
l'une  des  quantités  d (a),  <p'Q3)   serait  nulle.   Quoiqu'il  en  soit,  la 

fonction  —XJr  ne  peut  atteindre  qu'une  fois  une  valeur  donnée 
quand  /  croît  de  a  à  p. 

Je  dis  que,  sous  les  conditions  prescrites,  le  lien  ne  peut  avoir 
plus  de  deux  points  communs  avec  une  droite. 

Cela  revient  à  dire  que  l'équation 

att(l)  -h  b-b{l)  -h  c  =  o 

ne  peut  avoir  plus  de  deux  racines  appartenant  à  l'intervalle 
(<%,  |3)  ;  si,  en  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation  s'annulait 
pour  trois  valeurs  t0,  tv,  t2  (t0  <C  ^i  <C  0>  sa  dérivée 


6.1/(0  =  ?'(*)[«+  & 


■™    '  Tlî 


s'annulerait  pour  une  valeur  de  t  comprise  entre  t0  et  tl  et  pour 
une  autre  valeur  comprise  entre  tt  et  t2,  ce  qui  est  contraire  aux 
hypothèses.  On  remarquera  que  si  cette  dérivée  s'annule  pour 
/  =  a,  ou  pour  t  =  |3,  elle  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  autre 
valeur  appartenant  à  l'intervalle  (a,  |3)  ;  que  si  elle  s'annule  pour 
une  valeur  /  =  t0  intérieure  à  cet  intervalle,  elle  change  de  signe 
pour  cette  valeur.  Si  la  dérivée  a's>'(£)  H-  b'b'^t)  ne  s'annule  pas  à 
l'intérieur  de  l'intervalle  (a,  |3),  la  fonction  a$(t)  H-  b'ït(t)  -h  c 
varie  toujours  dans  le  même  sens,  quand  t  croît  de  a  à  |3,  et  ne 
peut  donc  s'annuler  qu'une  fois.  Cette  même  fonction  peut  s'annu- 
ler une  ou  deux  fois,  si  a<p'(_t)  -f-  &<j/(0  admet  une  racine  /0,  com- 
prise entre  a  et  ^  :  dans  ce  cas,  la  fonction  acp(t)  -+-  bty(t)  -+-  c 
varie  toujours  dans  le  même  sens  dans  l'intervalle  (a,  O  e*  dans 
le  sens  contraire  dans  l'intervalle  (J.0,  j3).  Elle  peut  s'annuler,  ou 
non,  à  l'intérieur  de  chacun  de  ces  intervalles  ;  lorsqu'elle  s'an- 
nule ainsi,  pour  une  valeur  autre  que  /0,  elle  change  de  signe  en 
s'annulant,  le  lien  traverse  alors  la  droite.  Enfin  si  la  fonction 
a&U)  -+-  bb(t)  +  c  s'annulait  pour  la  valeur  t  =  tQ  qui  annule  la 
dérivée,  elle  ne  pourrait  s'annuler  pour  aucune  autre  valeur  de  t 
appartenant  à  l'intervalle  (a,  |3),  et  ne  changerait  pas  de  signe 
pour  t  =  t0  ;  la  droite,  qui   serait  alors  la  tangente  au  point  t0, 
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n'aurait  qu'un  point  commun  avec  le  lien  et  celui-ci  resterait, 
abstraction  faite  du  point  de  contact,  tout  entier  du  même  côté  de 
la  droite.  Cette  dernière  conclusion  s'appliquerait  au  cas  où  la 
droite  considérée  serait  tangente  à  l'origine  ou  à  l'extrémité  du 
lien. 

En  résumé,  sous  les  conditions  imposées,  la  droite  peut  ne  pas 
avoir  de  point  commun  avec  le  lien,  le  traverser  une  ou  deux  fois, 
lui  être  tangente  en  le  laissant  alors  tout  entier  d'un  même  côté. 

Lorsque  les  fonctions  (p'(f),  d/(/)  admettent  elles-mêmes  des  dé- 
rivées <p"(t),  4*"(0'  °Iue  Je  supposerai  aussi  continues  dans  l'inter- 
valle («,  fi),  l'hypothèse  relative  à  la  fonction  *T(i\  revient  à  dire 
que  la  fonction 

?'(0f(0-^h"(0 

garde  le  même  signe  dans  l'intervalle  (a,  fi).  Il  est  alors  aisé  de 
reconnaître  que,  si  l'on  regarde  la  direction  de  la  tangente  au  point 
/0  comme  étant  celle  qui  correspond  aux  valeurs  croissantes  de  t  et 
que  déterminent  les  quantités  rf'(t0),  ^'(t0)  considérées  comme  des 
paramètres  directeurs,  le  lien  reste  constamment  à  gauche  ou  à 
droite  de  sa  tangente  suivant  que  la  quantité  ©'(£)<]/(/)  —  d/(/)©"(/) 
est  positive  ou  négative. 

La  direction  sur  la  normale  au  lien,  qui,  en  partant  du  point 
t0,  est  à  gauche  de  la  tangente,  a  pour  paramètres  directeurs  les 

quantités  —  4*'W»  ?'{^o)- 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine  que,  sous  le  bénéfice  des  sup- 
positions qui  ont  été  faites  au  début  de  ce  numéro,  la  distance 
d'un  point  variable  /  du  lien  à  un  point  fixe  /0  du  même  lien,  va 
en  augmentant  quand  la  valeur  absolue  de  la  différence  t —  /0  aug- 
mente, pourvu  que  cette  valeur  absolue  reste  suffisamment  petite. 
11  en  conclura  qu'un  cercle  de  rayon  suffisamment  petit,  de  centre 
t0  (a  <C  t0  <Cfi";  ne  rencontre  le  lien  qu'en  deux  points,  corres- 
pondant à  des  valeurs  /',  l"  entre  lesquelles  /0  est  compris.  Le  lien 
décompose  l'intérieur  du  cercle  en  deux  continuums  ;  il  est,  pour 
ces  deux  continuums  une  partie  de  la  frontière. 

Je  désignerai  sous  le  nom  d'arc  élémentaire  un  lien  qui  peut  être 
défini  par  les  formules 

x  =  o{i),     y  —  •}  (/),     a  <;  t  <  p 
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où  les  fonctions  (Dit),  à  t  ,  continues  dans  l'intervalle  (a,  6  sa- 
tisfont  aux  conditions  qui  vont  être  énumérées. 

Les  fonctions  oit,  d>(7  admettent  dans  l'intervalle  a,  |5)  des 
dérivées  continues  o'(l),  d/  t,.  Aucune  de  ces  dérivées  ne  s'annule 
à  l'intérieur  de  l'intervalle  (a,  |S),  à  moins  d'être  constamment 
nulle  dans  cet  intervalle,  auquel  cas  l'autre  dérivée  ne  s'annule 
pas  ;  ainsi  on  n'exclut  pas  le  cas  où  le  lien  se  réduirait  à  un  seg- 
ment de  droite  parallèle  à  l'un  des  axes.  La  fonction  —Si  est  ou 

croissante  ou  décroissante  pour  toute  valeur  de  /  intérieure  à  l'in- 
tervalle (a,  jS)  ;  il  résulte  de  cette  hypothèse  que,  si  cp'Çt)  s'annule 
pour  l'une  des  hornes,  le  précédent  rapport  tend  soit  vers  -+-  oo  , 
soit  vers  —  co  ,  soit  vers  une  limite,  quand  /  s'approche  de  cette 
borne. 

Je  réserverai  le  nom  de  courbe  aux  liens  qui  peuvent  être  dé- 
composés en  un  nombre  fini  d'arcs  élémentaires.  Une  courbe  est 
simple  dans  les  mêmes  conditions  qu'un  lien. 

Lorsque,  dans  la  figure  formée  par  un  lien  simple  du  type  Jb  et 
le  continuum  intérieur,  le  lien  est  une  courbe,  je  désignerai  cette 
figure  sous  le  nom  de  domaine  simplement  connexe  ou  de  domaine 
simple.  La  courbe  frontière  est  alors  souvent  désignée  sous  le 
nom  de  contour  du  domaine  ;  l'intérieur  du  domaine  est  Je  conti- 
nuum intérieur  à  la  frontière.  La  figure  formée  par  une  courbe 
fermée  simple,  m  courbes  fermées  simples  intérieures  à  la  pre- 
mière et  extérieures  les  unes  aux  autres  et  par  le  continuum  en- 
semble des  points  intérieurs  à  la  première  courbe  et  extérieurs 
aux  m  autres  est  un  domaine  m  +  i  fois  connexe  ;  l'intérieur  de 
ce  domaine  est  le  continuum  qu'on  vient  de  définir  ;  sa  frontière 
est  formée  de  m  -h  i  contours.  Un  domaine  m  -+-  i  fois  connexe 
peut  être  décomposé  en  deux  domaines  simplement  connexes  au 
moyen  de  m  H-  i  courbes  simples  (n°  312  . 
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CHAPITRE  X 


NOMBRES  IMAGINAIRES 


321 .  —  Les  nombres  imaginaires  (ou  complexes)  s'introduisent 
dans  la  résolution  de  l'équation  du  second  degré 

x'2  H-  px  4-  q  =  o, 

où  p,  g  sont  des  nombres  réels.   Les  expressions  que  l'on  trouve 
pour  les  racines, 

*  n'ont  de  sens  que  si  l'on  a  y  — ■  q  >  o,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que 

l'équation  ne  peut  être  résolue  que  dans  ce  cas. 

Si    dans    le     polynôme   x1  -+-   px  H-  q,    on   remplace   x   par 

—      +  V  / '?'    e^    °îue   ^'on    développe    les    calculs,    ce    qui 

d'ailleurs  n'a  de  sens  que  si   .  —  q  est  positif  ou  nul,  on  constate 
que  le  radical  disparait  de  lui-même,    et  que,    si  l'on   remplace 

son  carré  par   ,   —  q,  le  résultat  est  identiquement  nul.  La  suppo- 

p2 
sition  que   ,  —  q  est  positif  ou  nul  n'intervient  que  pour  donner 

un  sens  au  calcul. 

Lorsque   . q  est  négatif,  quel  sens   peut-on  attribuer  à  ce 

résultat  du  calcul,  que  l'on   traduit  en  disant  que  l'équation  du 
second  degré  a  une  racine  imaginaire  de  la  forme  a  -h  / —  a ,  où 

a  est  le  nombre  positif  q  —  -.  ? 
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Plus  généralement,  quelle  signification  peut-on  attribuer  à 
l'assertion  suivante  : 

Un  polynôme  donné  f(x)  à  coefficients  numériques  réels  admet 
•la  racine  imaginaire  a  -+-  / —  a,  où  a  et  a  sont  des  nombres  réels 
donnés,  le  second  étant  positif? 

Cette  façon  de  parler  exprimera  le  même  fait  que  tout  à  l'heure  : 
•en  remplaçant  dans  _/"(»).  x  par  a  -h  / — -  a,  développant  les  puis- 
sances de  a  ■+-  y —  s&  par  la  formule  du  binôme  comme  si  —  a. 
était  positif,  remplaçant  partout  y —  a  y1 —  ûs  Par  —  rj--  les  termes 
qui  contiennent  / —  a  en  iacteur  se  détruisent  et  il  en  est  de 
même  des  autres.  Les  calculs  que  l'on  a  faits,  à  la  vérité,  n'ont  pas 
■de  sens,  mais  il  n'y  aura  plus  aucune  difficulté  en  procédant 
•comme  il  suit  : 

On  commence  par  remplacer  x  par  u  -+-  yv,  u  et  v  étant  des 
indéterminées,  on  développe  les  puissances  de  u  -+-  yv  suivant  la 
formule  du  binôme,  en  remplaçant  partout  (\/v)2n+l  par  vn\/v,  [yvfn 
par  vn  et  l'on  met  le  résultat  sous  la  forme 

a(tt,  v)  -h  \/u  ^(h,  v), 

a  u.  r  ,  «1/  u,  v  étant  des  polynômes  entiers  en  u,  v;  dans  ces 
polynômes  on  remplace  u  par  a  et  v  par  —  a  :  dire  que  le  poly- 
nôme f  x  admet  la  racine  imaginaire  a  -+-  \  —  2,  c'est  dire  que 
.l'on  a 

©  (a,  —  a)  =  o       il  (a,  —  a)  =  o. 

Or,  si  dans  le  polynôme  fix)  on  avait  remplacé  x  par  u  -+-  i  yv, 
au  lieu  de  le  remplacer  par  u  +  /p,  et  si  l'on  avait  fait  les  mêmes 
calculs,  c'est-à-dire  si  l'on  avait,  après  le  développement  des  puis- 
sances, remplacé  [iy'v)^^  par  i2n+lv'\''v=jiv)"iy/v,  et  (iy/vèf*  par 
(iâu)n,  il  est  clair  que  l'on  aurait  trouvé 

o  (u,  i2v)  -+-  i\Jv  Ji(.ra,  ï2v). 

Les  deux  équations  <p(a,  —  a.)  =  o,  ip(a,  —  a)  =  o  peuvent 
s  interpréter  en  disant  que  les  deux  polynômes  en  i2, 

œ(a,  i2a),         ^(«P,  i2a) 
s'annulent  quand  on  y  remplace  i*  par  —  i,  ce  qui  revient  à  dire 


ikk  1MK0DCCT10N    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

qu'ils  sont  divisibles  par  r  -+-  i.  Il  en  est  de  même  évidemment  du 
polynôme  en  i 

ce  (a,  £2a)  -t-  i\/a  'l>(a,  i2a) 

qui  peut  être  regardé  comme  le  résultat  de  la  substitution  de 
a  -+-  /\/a  à  la  place  de  x.  Réciproquement,  ce  polynôme  en  i  ne 
peut  être  divisible  par  ï1  -h  i  que  si  les  deux  nombres  y  (a,  —  a)  et 
di  (a,  —  a)  sont  nuls  :  ces  deux  nombres  sont  en  effet  les  restes  de 
la  division  par  i1  H-  i  des  deux  polynômes  (en  i2)  <p  (a,  va  . 
<]>(a,  i2a),  d'où  l'on  conclut  immédiatement  que 

ç  (a,  —  a)  4-  iy/a  ^  (a,  —  a) 
est  le  reste  de  la  division  par  i2  +  i  de 

ç  (a,  t2a)  -t-  iy/a  (l(a,  i2a), 

reste  qui  ne  peut  être  nul  que  si  ©(a,  — a)  et  (i(a,  — a)  sont  nuls, 
puisque  l'on  suppose  a.  >  o. 

Voici  donc  le  sens  précis  que  nous  sommes  amenés  à  donner  à 
cette  assertion  :  le  polynôme  f'\X;  admet  la  racine  imaginaire 
a  ~h  \/ —  a.  Elle  veut  dire  :  quand  on  remplace  dans  ce  polynôme 
x  par  a  +  i\Ja,  le  polynôme  en  i  que  Ton  obtient  ainsi  est  divi- 
sible par  i2  H-  i . 

Le  théorème  fondamental  de  l'Algèbre  peut  s'énoncer  ainsi  : 
Étant  donné  un  polynôme  f(x,  i)  à  deux  variables  x  et  i,  à  coeffi- 
cients numériques  réels,  il  existe  deux  nombres  réels  a,  b  tels  que 
le  polynôme  (en  i)  f(a  -+-  6/,  i  ,  obtenu  en  remplaçant  x  par  a  -+-  bi+ 
soit  divisible  par  i2  H-  i.  Si  l'on  ordonne  le  polynôme  f(x,  ï)  par 
rapport  à  x,  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  deviennent 
des  polynômes  en/;  rien  n'empêche  évidemment  de  substituer  à 
ces  polynômes  les  restes  que  l'on  obtient  en  les  divisant  par 
/'-  -+-  i,  puisque  la  partie  que  l'on  supprime  ainsi  est  toujours  divi- 
sible par  ii-Jt-  i  :  on  ne  restreindra  donc  pas  la  généralité  de  l'énoncé 
en  supposant,  comme  on  le  fait  d'habitude,  que  le  polynôme 
f(x,  i)  est  du  premier  degré  en  i.  C'est  à  Gauss  que  l'on  doit  les 
premières  démonstrations  de  ce  théorème,  et  l'une  de  celles  qu'il 
a  données  reste,  à  un  certain  point  de  vue,  supérieure  à  toutes 
les  autres,  malgré  ce  qu'elle  a  de  compliqué  et  de  détourné,  parce 
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qu'elle  semble  réduire  au  minimum  la  partie  de  la  démonstration 
qui  n'est  pas  algébrique.  Le  seul  postulat  qui,  dans  la  démons- 
tration de  Gauss,  n'appartient  pas  à  la  pure  Algèbre  est  en  effet  le 
suivant  :  toute  équation  de  degré  impair,  à  coefficients  réels, 
admet  une  racine  réelle.  Cette  proposition  est  contenue,  comme 
cas  particulier,  dans  l'une  de  celles  que  l'on  a  établies  au  n°  166. 
Ce  théorème  laisse  prévoir  l'importance  de  l'introduction  en 
Algèbre  des  nombres  dits  imaginaires.  Ces  nombres  ne  jouent  pas 
un  rôle  moins  important  en  Analyse,  ainsi  que  cela  avait  été  re- 
connu longtemps  avant  que  leur  signification  ne  fût  précisée.  Il 
reste  à  définir  ces  nombres  et  à  expliquer  les  règles  de  calcul  qui 
les  concernent  :  ce  qui  précède  justifiera  et  leur  introduction,  et 
les  règles  de  leur  calcul.  Le  lecteur,  auquel  le  sujet  est  sans  doute 
familier,  me  permettra  de  le  traiter  brièvement. 

322.  —  Un  nombre  imaginaire  est,  par  définition,  une  expres- 
sion a  +  fii,  du  premier  degré  en  i,  où  a,  fi  sont  des  nombres 
réels  qui  peuvent  d'ailleurs  être  quelconques,  expression  soumise 
à  des  règles  de  calcul  qu'on  va  expliquer  ;  pour  le  moment,  on 
doit  porter  son  attention  sur  ce  qu'un  tel  nombre  est  défini  quand 
on  se  donne  les  deux  coefficients  réels)  au  moyen  desquels  est 
formé  le  binôme  du  premier  degré  par  lequel  il  s'exprime  :  ces 
deux  coefficients  a,  fi  ne  jouent  pas  le  même  rôle,  le  premier  a. 
est  la  partie  réelle  du  nombre  imaginaire,  le  second  est  le  coeffi- 
cient de  i. 

On  fait  rentrer  les  nombres  réels  dans  les  nombres  imaginaires 
en  convenant  de  regarder  a  H-  fii,  lorsque  fi  est  nul,  comme  étant 
la  même  chose  que  le  nombre  réel  a.  En  particulier  lorsque  a  et  fi 
sont  nuls,  le  symbole  a  H-  fii  est  la  même  chose  que  le  nombre 
réel  o.  Lorsque  la  partie  réelle  a  est  nulle,  on  dit  que  le  nombre 
a  H-  fii,  ou  fii,  est  purement  imaginaire. 

On  dit  que  les  nombres  imaginaires  y.  -b  fii,  a'  +  fi'i,  où  a,  fi, 
«' ,  fi'  sont  réels,  sont  égaux  lorsque  ces  nombres  sont  les  mêmes, 
c'est-à-dire  lorsque  l'on  a  a  =  a',  fi  =  fi'.  Cette  définition,  d'une 
part,  s'applique  lorsque  les  coefficients  de  i  sont  nuls,  c'est-à-dire 
dans  le  cas  où  les  nombres  imaginaires  se  réduisent  à  des  nombres 
réels  ;  d'autre  part  elle  satisfait  évidemment  aux  conditions  de 
toute  définition    de  l'égalité  (A  ='  A,  A  =  B  entraîne  B  =  A  : 
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A  =  C  et  B  —  C  entraînent  k.'=  B).  Enfin  les  définitions  des  opé- 
rations seront  telles  qu'on  pourra  dans  ces  opérations  remplacer, 
sans  changer  le  résultat,  tel  nombre  imaginaire  que  l'on  voudra, 
par  un  nombre  imaginaire  égal. 

On  définit  d'un  seul  coup  l'addition,  la  soustraction,  la  multipli- 
cation effectuée,  sur  des  nombres  imaginaires,  en  disant  que  ce? 
opérations  se  l'ont  comme  si  les  expressions  a  +  Si  étaient  des  bi- 
nômes ordinaires  du  premier  degré,  si  ce  n'est  qu'on  remplace  Je 
résultat,  ordonné  par  rapport  à  (',  par  son  reste  relativement  à 
i-  H-  i  :  ce  reste,  étant  lui-même  un  binôme  du  premier  degré  en 
i,  est  un  nombre  imaginaire. 

Rien  n'empêche  de  désigner  par  une  seule  lettre  un  binôme  du 
premier  degré  en  i  ou,  si  l'on  veut,  un  nombre  imaginaire.  Si 
A,  A',  A",  ..,  désignent  les  binômes  et-hjSï,  &'--t-  81  i,  a."  -+-  8%  ..., 
où  a,  |3,  ar,  jS',  «",  8",  ...,  sont  des  nombres  réels,  le  résultat  d'opé- 
rations d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication...  effectuées 
sur  les  nombres  imaginaires  A,  A',  A",  ...,  s'obtiendra,  d'après  ce 
que  l'on  vient  de  dire,  de  la  façon  suivante  : 

Considérons  un  certain  polynôme  en  A,  A',  A",  ...,  tel.  par 
exemple,  que 

(A  —  A')  A  +  A' A"  —  AA'A"  -+-  ...  . 

On  y  remplacera  A ,  A'.  A",  . . .  par  7  -+-  jBî,  v!  -h  &î,  7." -+-  fJ'i, 
on  développera  et  on  ordonnera  par  rapport  à  i,  puis  on  divisera 
le  polynôme  en  i  ainsi  obtenu  par  i-  -+-  i,  le  reste  sera  le  résultat 
cherché. 

On  a  en  particulier 

A  H-  A'  =  a  -+-  a'  -+-  (S  +  f)  i, 
A  —  A'  =  a  —  a'  -4-  (8  —  B')  i, 

AA'  =  «'  —  S  S'  -+■  (a&'  H-  a'S)  L 

Revenons  au  cas  général  :  il  est  clair  que  le  reste  de  la  division 
par  r  -h  i  n'est  pas  modifié  quand,  dans  le  polynôme  en  K,  A',  ..., 
on  remplace  soit  un  terme  de  ce  polynôme,  soit  un  produit  de 
facteurs  dans  un  terme,  par  le  reste  de  la  division  par  /-  4-  i  de  ce 
terme  ou  de  ce  produit  de  facteurs.  Cette  simple  remarque  permet 
très  facilement  l'extension  aux  nombres  imaginaires  des  propriétés 
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fondamentales  de  l'addition  et  de  la  multiplication 

A  -h  A'  =  A'  h-  A,  AA'  =  A'A, 

A  h-  (A'  -h  A")  =  (A  +  A')  -+-  A",     A  (A'A")  =  (AA')  A", 

A  h-o  =  A,  A  x  i  —  A, 

A  (A  h-  A")  =  AA'  +  AA". 

Le  seul  nombre  qui,  ajouté  à  A  reproduise  A  est  o.  Le  seul» 
nombre  qui  ajouté  à  A  donne  pour  somme  A'  est  A'  —  A  ;  en  par- 
ticulier le  seul  nombre  qui  ajouté  à  A  donne  pour  somme  o  est  le 
nombre  —  A  =  —  a  —  |&',  symétrique  de  A. 

Si  11  est  un  nombre  naturel,  in  est  égal  à  i,  /',  —  i,  —  i  suivant 
que  le  reste  de  la  division  de  n  par  (\  est  o,   i,  2  ou  3. 

Le  fait  que,  en  vertu  des  règles  admises,  r  est  égal  à  —  1 
explique  que  l'on  emploie  souvent  le  symbole  y/  —  1,  qui  par  lui- 
même  est  dénué  de  sens,  avec  la  même  signification  que  la 
lettre  i. 

Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  peut  être  nul  que  si  l'un 
de  ses  facteurs  est  nul  ;  cela  est  clair,  si  l'on  se  reporte  à  ce  théo- 
rème d'algèbre  :  le  produit  de  plusieurs  polynômes  premiers  à 
?•+  1  est  premier  à  r  -f-  t  :  cela  s'établit  directement  sans  aucune 

peine.  La  proposition  s'étend  immédiatement  à  trois,  quatre, 

facteurs.  On  en  retrouvera  d'ailleurs  la  démonstration,  un  peu  plus 
loin,  sous  une  autre  forme. 

Il  reste,  pour  en  finir  avec  les  opérations  rationnelles,  à  définir 
le  quotient  de  deux  nombres,  imaginaires  K.  =  a.  +  pi,  V  =  y!  -i-  ®ï. 
Cette  définition  résulte  de  la  proposition  suivante. 

Si  A'  n°est  pas  nul,  il  existe  un  nombre  imaginaire  x  -1-  yi,  et 
un  seul,  tel  que  son  produit  par  A'  soit  égal  à  A.  Ce  nombre 
unique  est,  par  définition,  le  quotient  de  la  division  du  nombre 
imaginaire  A  par  le  nombre  imaginaire  A'  :  dire  que  l'on  a 

a  -h  ^1=  (a'  -t-  p'i)  (x  -hji), 

c'est,  en  vertu  des  conventions  précédentes,  dire  que  l'on  a 

a'x  _  p'j  =  at 

h  x  "t-  a  y  — -  h1  • 

le  déterminant  a'2  4-  â'2  de  ces  deux  équations  en  x,  y  n'étant  pas- 
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nul,  par  hypothèse,  ces  équations  admettent  une  solution  et  une 
seule  à  savoir 


le  nombre  imaginaire 


y  =  T, 


p'»' 


P" 


est,  par  définition,  le  quotient  de  la  division  de  a  -+-  Si  par  a'+]3'/. 

Lorsque  a'  et  S'  sont  nuls,  les  équations  précédentes  n'ont  pas 
de  solution,  sauf  dans  le  cas  où  a  et  |5  seraient  nuls,  auquel  cas,  la 
solution  est  entièrement  indéterminée.  Pour  les  nombres  imagi- 
naires, comme  pour  les  nombres  réels,  la  division  par  o  n'a  pas 
de  sens. 

La  règle  donnée  plus  haut  pour  évaluer  i"  s'étend  au  cas  où  n 

est  un  entier  négatif;  en  particulier  i~i  ou  -.  est  égal  à  —  /. 

Lorsqu'il  s'agit  de  nombres  réels,  les  propriétés  des  fractions 
généralisées  (dont  les  termes  sont  des  nombres  réels  quelconques) 
résultent  de  ce  que  la  valeur  d'une  telle  fraction  est  le  seul  nombre 
qui  multiplié  par  le  dénominateur  reproduise  le  numérateur,  et 
des  propriétés  de  l'addition,  de  la  soustraction  et  de  la  multipli- 
cation :  ces  diverses  propriétés  ayant  été  étendues  aux  nombres 
imaginaires,  les  propriétés  des  fractions  dont  les  termes  sont  .des 
nombres  imaginaires  s'en  suivent  immédiatement.  Ainsi  on  peut, 
sans  changer  la  valeur  (définie  plus  haut)  d'une  telle  fraction, 
multiplier  ou  diviser  les  deux  termes  par  un  même  nombre,  diffé- 
rent de  o,  etc. 

323.  —  On  a  dit  plus  haut  qu'un  nombre  imaginaire  x  -+-  yi, 
était  défini  par  le  couple  de  nombres  réels  (x,  y).  En  employant 
le  langage  expliqué  dans  le  chapitre  précédent,  on  peut  appeler 
point  ce  couple  de  nombres  réels  ;  la  partie  réelle  x  est  l'abscisse, 
le  coefficient  y  de  i  est  l'ordonnée  de  ce  point.  Le  nombre  imagi- 
naire x  -+-  yi  est  dit  Yaffixe  du  point  dont  les  coordonnées  sont 
x,  y;  on  dit  que  le  point  (x,  y)  représente  le  nombre  imaginaire 
x  -t-  yi.  Dans  bien  des  cas,  il  est  commode  de  confondre  le  point 
et  l'affixc,   de   dire  le  point  x  -+-  yi  pour  dire   le  poinl    dont  les 
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coordonnées  sont  x,  y.  En  ce  sens,  le  point  o  est  l'origine  des 
coordonnées.  Quand  y  est  nul,  c'est-à-dire  quand  le  nombre  ima- 
ginaire x  -h  yi  se  réduit  à  un  nombre  réel,  ce  nombre  est  repré- 
senté par  un  point  de  l'axe  des  abscisses,  que,  pour  cette  raison, 
on  appelle  aussi  axe  des  quantités  réelles,  ou  plus  brièvement  axe 
réel  :  J'emploierai  les  termes  un  peu  incorrects  axe  positif,  axe 
négatif  pour  désigner  les  demi-droites  sur  lesquelles  sont  situés  les 
points  qui  représentent  respectivement  les  nombres  positifs  et  les 
nombres  négatifs. 

Un  nombre  purement  imaginaire  yi  est  représenté  par  un  point 
situé  sur  l'axe  des  ordonnées,  ou  axe  des  quantités  purement  ima- 
ginaires, ou  encore  axe  imaginaire ,  par  un  point  situé  au-dessus 
de  l'axe  des  abscisses,  ou  au-dessous  suivant  que  -y  est  positif  ou 
négatif.  Je  dirai,  suivant  les  cas,  que  ce  point  est  situé  sur  l'axe 
des  ordonnées  positives  ou  sur  l'axe  des  ordonnées  négatives. 

Il  va  de  soi  que  cette  représentation  géométrique  peut  être  re- 
gardée soit  comme  un  simple  mode  de  langage,  soit  comme  une 
représentation  géométrique  véritable,  si  l'on  attribue  une  réalité 
au  plan,  aux  points,  ...  Elle  fournit  pour  l'emploi  des  nombres 
imaginaires  des  figures  qui  sont  extrêmement  utiles  pour  s'orienter. 

Au  lieu  de  représenter  le  nombre  imaginaire  x  -f-  yi  par  un 
point  A,  on  peut  le  représenter  par  le  vecteur  OA  dont  l'origine 
est  l'origine  des  coordonnées  (ou  le  point  o),  et  l'extrémité  le  point 
A  ou  x  -h  iy.  Il  est  souvent  commode  de  dire  d'un  vecteur  quel- 
conque qu'il  représente  un  nombre  imaginaire  :  on  entendra  que 
ce  nombre  est  représenté  par  le  vecteur  OA,  équipolleur  au  vec- 
teur considéré,  dont  l'origine  est  le  point  o. 

La  longueur  du  vecteur  OA,  ou  la  distance  du  point  x  -+-  yi  à 
l'origine  des  coordonnées,  est  ce  qu'on  appelle  la  valeur  absolue  ou 
le  module  (')  du  nombre  imaginaire  x  -f-  yi-  Ainsi  la  valeur  absolue 
d'un  nombre  imaginaire  est  la  racine  carrée  arithmétique  de  la 
somme  des  carrés  de  la  partie  réelle  et  du  coefficient  de  i  dans  ce 
nombre.  La  valeur  absolue  est  un  nombre  essentiellement  positif, 
sauf  dans  le  cas  où  le  nombre  imaginaire  considéré  est  nul,  auquel 


(')  Il  me  paraît  désirable  de  rejeter  cette  dernière  expression,  dans  ce  sens. 
Le  mot  module  a  déjà,  en  mathématiques,  trop  de  significations  diverses,  en 
dehors  de  celle-là. 
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cas  sa  valeur  absolue  est  nulle  :  lorsque  le  nombre  imaginaire  se 
réduit  à  un  nombre  réel,  la  valeur  absolue  a  la  même  signification 
que  dans  la  théorie  des  nombres  réels.  La  valeur  absolue  d'un 
nombre  purement  imaginaire  est  la  valeur  absolue  du  coefficient 
de  i  dans  ce  nombre. 

La  valeur  absolue  d'un  nombre  réel  ou  imaginaire  z  se  repré- 
sente par  \z\. 

\Jarf)iiment  d'un  nombre  imaginaire  x  -h  yi,  représenté  par  le 

point  A,  est  l'une  quelconque  des  A"a- 
leurs  de  l'angle  dont  le  premier  côté 
est  la  direction  positive  de  l'axe  des 
abscisses  et  le  second  côté  la   demi- 
droite   qui   a   la  même  origine  et  le 
même   sens   que   le  vecteur   OA  ;  cet 
argument  est  déterminé  à  un  multiple 
entier  de  2tî  près. 
Lorsque  le  nombre  x  -+-  yi  se  réduit  à  un  nombre  réel,  c'est-à- 
dire  lorsque  y  est  nul,  son  argument  peut  être  pris  égal  à  o  si  x 
est  positif,  à  — -  ~  ou  à  %  si  x  est  négatif;  l'argument  d'un  nombre 

purement  imaginaire  yi  peut  être  pris  égal  à  -h  -  ou  à  —  -  sui- 
vant que  y  est  positif  ou  négatif. 

L'argument  de  o  est  radicalement  indéterminé. 

La  valeur  principale  de  l'argument  ou  l'argument  principal)  du 
nombre  x  -r-  yi  est  celui  des  arguments  qui  est  compris  entre  —  tc 
et  -h  7T  ;  elle  est  entièrement  déterminée  lorsque  x  H-  yi  n'est  pas 
un  nombre  négatif  ou  nul. 

La  valeur  absolue  et  l'argument  peuvent  être  encore  définis 
comme  il  suit  : 

Etant  donné  le  nombre  imaginaire  x  +  iy,  ou  les  nombres  réels 
x,  y,  il  existe  un  nombre  positif  0  et  une  infinité  de  nombres  0  for- 
mant une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  2tt,  qui  véri- 
fient les  deux  équations 

p  cos  0  =  .7-,  p  sîn  0  =  y  ; 

0  =  v/x2  -t-  y-  est  la  valeur  absolue  du  nombre  imaginaire  x  -+-  yi  : 
cette  valeur  absolue  étant  déterminée,  el  étant  supposée  différente 
de  o,    l'angle  0  est  déterminé,  à  2  t.  près,   par  lis  formules  con- 
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cordantes 

x  ■  Y 

cos  0  =  -  sin  0  =   - 

?  ? 

qui  entraînent 

tg0  =  -r- 

D  x 

Il  suit  de  là  qu'un  nombre  imaginaire  x  H-  yi  dont  la  valeur  ab- 
solue et  L'argument  sont  respectivement  o  et  6  peut  s'écrire 

p  (cos  0  -+-  i  sin  0)  ; 

c  est  la.  forme  trigonométrique  d'un  nombre  imaginaire.  Inverse- 
ment, pourvu  que  o  soit  positif,  cette  forme  représente  un  nombre 
imaginaire  dont  la  valeur  absolue  est  p  et  l'argument  Q,  ou  5  aug- 
menté de  tel  multiple  entier  de  i  ~  que  l'on  voudra. 

Pour  que  deux  nombres  imaginaires  soient  égaux,  il  faut  et  il 
suffit  que  leurs  valeurs  absolues  soient  égales  et  que  leurs  argu- 
ments diffèrent  d'un  multiple  entier  de  2  ~. 

A  chaque  nombre  imaginaire  x  -+■  yi  correspond  le  nombre  ima- 
ginaire x  —  yi  qui  est  dit  conjugue  du  premier  ;  celui-ci  est  le 
conjugué  du  second.  Deux  nombres  imaginaires  conjugués  sont 
distincts,  sauf  dans  le  cas  où  ils  se  réduisent  à  un  nombre  réel.  Ils 
sont  représentés  par  deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'axe 
des  abscisses  ;  ils  ont  même  valeur  absolue  ;  leurs  arguments  sont 
symétriques. 

Deux  nombres  imaginaires  symétriques  sont  représentés  par 
deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

324.  —  Si  les  points  A,  'Jig.  25)  A'  représentent  respectivement 
les  nombres  imaginaires  a  -h  Çii,  al  -+-  fti,  la  somme  de  ces  deux 
nombres  sera  représentée  par  l'extrémité  du  vecteur  OA"  somme 
géométrique  des  vecteurs  OA,  OA'.  La  différence  flH-jSi —  (a'-t-jSï; 
sera  représentée  par  le  vecteur  qui  va  du  point  A  .  dont  l'affixe 
est  le  nombre  à  retrancher  s/1  -+-  |3ï,  au  point  A  d'afffxe  ce  -h  Si, 
ou  encore  par  l'extrémité  A'"  d'un  vecteur  partant  du  point  0  et 
équipollent  au  vecteur  A' A. 

En  particulier  les  longueurs  des  vecteurs  OA",  AA  sont  les  va- 
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leurs   absolues   de   la   somme   et  de   la   différence    des   nombres 
a  -t-  pi,  rjj  -+-  |3ï. 

La  valeur  absolue  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux 
nombres  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  valeurs  absolues,  et  au 
moins  égale  à  la  différence  des  valeurs  absolues  de  ces  deux 
nombres. 

Si  l'on  considère  les  deux  nombres  imaginaires 

p  (cos  9  +  i  sin  9),  p'  (cos  G'  +  i  sin  0') 

dont  les  valeurs  absolues  et  les   arguments   sont   respectivement 
q,  6,  p',  6',  leur  produit  est 

pp'  (cos  9  H-  i  sin  9)  (cos  9'  -+-  i  sin  9') 
=  pp'  [cos  9  cos  9'  —  sin  9  sin  9'  -+-  i  (cos  9  sin  6'  -+-  cos  9'  sin  9)| 
=  pp'  [cos  (9  -4-  9')  +  i  sin  (9  -+-  6')]. 

Ainsi  la  valeur  absolue  du  produit  de  deux  nombres  imaginaires 
est  le  produit  des  valeurs  absolues  de  ces  deux  nombres  ;  l'argu- 


A"' 


Fis.  25. 


Fig.  26. 


ment  du  produit  de  deux  nombres  imaginaires  est  la  somme  des 
arguments  de  ces  deux  nombres  ;  les  propositions  s'étendent  im- 
médiatement au  produit  de  trois,  quatre,  ...,  facteurs. 

La  proposition  relative  à  la  valeur  absolue  d'un  produit  fournit 
évidemment  une  nouvelle  démonstration  de  ce  qu'un  produit  de 
nombres  imaginaires  ne  peut  être  nul  que  si  l'un  des  facteurs  est 
nul. 
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Le  produit  de  deux  nombres  conjugués  est  le  carré  de  la  valeur 
absolue  de  l'un  ou  l'autre  de  ces  nombres. 

Le  produit  de  deux  nombres  imaginaires  ne  peut  être  réel  que  si 
la  somme  de  leurs  arguments  est  un  multiple  de  ~. 

La  multiplication  du  nombre  imaginaire  que  représente  le  point 
A',  parle  nombre  imaginaire  que  représente  le  point  A  (Jîg.  26) 
peut  s'interpréter  comme  il  suit.  On  fait  tourner  autour  du  point  0 
le  vecteur  OA'  d'un  angle  égal  à  l'argument  du  vecteur  OA  ;  sur  la 
direction  ainsi  obtenue  on  prend  un  point  A"  tel  que  la  longueur  OA" 
soit  égale  au  produit  des  longueurs  OA,  OA'.  On  peut  dire  encore 
que  le  point  A"  s'obtient  en  construisant  sur  OA'  un  triangle  OA'A" 
directement  semblable  au  triangle  OLA,  dont  le  sommet  U  est  le 
point  d'affixe  1. 

En  particulier  la  multiplication  d'un  nombre  par  i,  ou  par  —  i, 
revient  à  faire  tourner  autour  de  0  le  vecteur  qui  représente  le 

TU 

nombre  de  l'angle  +     ,  ou 


DJ 


2 


Du  théorème  sur  le  produit  de  deux  nombres  résulte  le  théorème 
que  voici  sur  le  rapport. 

Le  rapport  de  deux  nombres  imaginaires  a  pour  valeur  absolue 
le  rapport  des  valeurs  absolues  de  ces  deux  nombres  et  pour  argu- 
ment la  différence  entre  les  arguments  de  ces  deux  nombres.  L'ar- 
gument du  rapport  des  deux  nombres  représentés  par  les  points 
A',  A 'est  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  le  vecteur  OA  pour 
l'amener  sur  le  vecteur  OA'. 

Le  théorème  sur  la  multiplication  appliqué  à  m  facteurs  égaux  à 
cos  Q  H-  i  sin  Q  donne  la  formule  de  Moivre 

(cos  8  -+-  i  sin  G)m  =  cos  m8  -h  i  sin  mB, 

qui  peut,  si  l'on  veut,  être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la 
formule 

(cos  8j.-t-  i  sin  Gj)  (cos  82  -+-  i  sin  82)  ...  (cos  G.m  +  i  sin  8(l!) 
=  cos  (9,  +  û2+  ...  H-  Gm)  -+-  i  sin  (0,  -+-  G2  +  ...  +  8,„). 

En  développant  (cos  Q  -+-  i  sin  9)m  par  la  formule  du  binôme,  et 
tenant  compte  des  valeurs  de  r,  i'3,  i\  ...,  puis  égalant  dans  les 
deux  membres  les  parties  réelles  et  les  parties   imaginaires,  on 
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trouve  des  démonstrations  immédiates  des  formules 

.                 A        m  (m  —  i)  „  „    .   „  „ 

cos  mG  =  cosu  8 - ■  cos"1--  0  sin-  0 

1.2 

m    (m  —   i)    (m  —  2)    (m  —  3)  ,„     .  A      .    ,  ft 

-f- v '—S —    ■      J_\ 1    cos'"-*  6    sin*0-f-... 

1.2.0.4 

=  cos'"  8    1 v '- 12-28  -\ ^ ^ — ~-+ '  t°-4  6  -h  •  •  •   • 

L  1.2      D  1.2. o. 4  J 

m  .  „    .     .        m  (m  —  1)  (m  —  2)  „.    .    ,. 

sm  7?î6  =      cos'"-1  0  sin  6 * —    — '-% '-  cos'"-30  sm38  4-  ... 

1  1.2.D 

=  cos'"  8  [-  tg  0 1 n^~  tg"  6  +  ...J. 

déjà  utilisées  au  n°  197.  De  même  la  formule  générale  fournit  les 
relations 

cos  (8,  H-82-h  ...  -f-6m)=  cosSj  cos  6,...  cos  0,„  (t  —  S^H-Sj, —  Sa  +  ...) 
sin  (8j  -t-  62  -h  ...  -h  8m)  =  cos  Bt  cos  0_2  ...  cos  6m  (Sj  —  S3  -h  S,;  —  ...) 

où  Sj,  Sâ,  S3,  ...  désignent  la  somme  de  tg  0{,  tg  02,  . ..,  tg  0in,  la 
somme  des  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  ...  formés  avec  les 
mêmes  quantités. 

En  réunissant  les  théorèmes  relatifs  aux  valeurs  absolues  d'une 
somme  et  d'un  produit,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

La  valeur  absolue  d'une  somme  de  produits  de  nombres  imagi- 
naires est  inférieure  ou  égale  à  la  somme  des  produits  des  valeurs 
absolues  de  ces  nombres. 

Ou  encore  : 

Si  l'on  considère  un  polynôme  dont  les  coefficients  soient  tous 
positifs,  et  si  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  les  variables  par  des 
nombres  imaginaires,  la  valeur  absolue  du  résultat  est  au  plus 
égale  au  nombre  positif  obtenu  en  remplaçant  les  variables  par  les 
valeurs  absolues  des  nombres  imaginaires  qu'on  leur  avait  d'abord 
substitués. 

On  n'a  considéré  jusqu'ici  que  des  opérations  rationnelles  elïec 
tuées  sur  des  nombres  imaginaires. 

325.  —  La  recherche  de  la  racine  nième  d'un  nombre  imaginaire 
a  -h  fli,  c'est-à-dire  d'une  solution,  par  un  nombre  imaginaire,  de 
l'équation 

xn  =  a  4-  p/, 
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peut  être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  recherche  des 
racines  d'une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme, 
racines  dont  l'existence  est  affirmée  par  le  théorème  fondamental 
de  l'algèbre,  mais  la  considération  de  l'argument  permet  d'obtenir 
immédiatement  le  résultat. 

Soient  en  effet  r  et  9  la  valeur  absolue  et  l'argument  du  nombre 
donné  a  H-jS/,  p  et  w  la  valeur  absolue  et  l'argument  du  nombre 
cherché  :  on  doit  avoir 

pn  (cos  no)  -i-  i  sin  mo)  =  r  (cos  6  — i —  t  sin  0), 

d'où 

on  =  r,  ni<y  =  6-i-2  frit, 

k  étant  un  nombre  entier  arbitraire  ;  on  en  conclut  &  =  J/r  en  don- 
nant au  radical  sa  signification  arithmétique,  puis  w  = — 

<et 

r        0  -+-  2kn         .    .     8  +  2/v--|. 

x  =  Jr  \  cos  -  -+-  i  sin i 

s      L  »  n        J 

x  est  susceptible  de  n  valeurs  que  l'on  obtient  en  donnant  à  k 
n  valeurs  incongrues  suivant  le  module  n,  c'est-à-dire  telles  que 
la  différence  entre  deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soit  pas  divi- 
sible par  n,  par  exemple  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  n  —  i  ;  les  n  va- 
leurs de  x  sont  figurées  par  n  points  situés  sur  le  cercle  de  centre  o 
et  de  rayon  égal  à  %r,  formant  les  sommets  d'un  polygone  régulier 
de  n  côtés.  La  valeur  absolue  de  la  différence  entre  deux  d'entre 

elles  est  au  moins  égale  à  i  nJr  sin  — .  On  peut  les  obtenir  en  mul- 
tipliant l'une  d'elles,  par  exemple 

.   .     0 
i  sin  - 


fr  (^cos 

par  les  n  nombres  distincts 

2  k-         .    .      2  frit 

cos       \-  i  sin 

n  n 

qui  sont  les  racines  de  l'équation  binôme 

xn  —  i  =  o, 
et  que  l'on  appelle  racines  niêmes  de  l'unité. 
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On  observera  que  les  racines  nièmes  de  a  H-  fii  peuvent  s'écrire 
"/■  (  cos  — f-  i  sin  j  en  désignant  par  0  l'un  quelconque  des  argu- 
ments de  a  h-  |Si.  Si  l'on  choisit  cet  argument,  la  racine,  en  un 
certain  sens,  est  déterminée  par  cela  même  ;  c'est,  comme  on  le 
verra,  une  convention  qu'il  est  souvent  commode  de  faire. 

326.  —  La  considération  des  ensembles  de  nombres  imaginaires 
se  confond  en  quelque  sorte  avec  la  considération  des  ensembles  de 
points  qui  représentent  ces  nombres  :  les  mots  ensemble  borné, 
point  d'accumulation,  ensemble  clos,  ensemble  parfait  s'entendront 
comme  il  a  été  expliqué  au  n°  282. 

On  peut  considérer  de  même  une  suite  infinie  de  nombres  ima- 
ginaires (ou  de  points)  zlf  z2,  ...,  zn,  ■  ■■  ',  dire  que  cette  suite  a 
pour  limite  le  nombre  imaginaire  Z,  ou  que  zn  admet,  pour  n 
infini,  Z  pour  limite,  écrire 

lim.  zn  =  Z, 

71  =  00 

cela  signifie  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  il 
lui  correspond  un  nombre  naturel  p  tel  que  l'on  ait,  sous  la  con- 
dition n  >-  p, 

|   Z„  —  Z   |<  S, 

ou  encore  que  le  point  zn  a  pour  limite  le  point  Z,  ou  encore  que 
la  distance  entre  le  point  Z  et  le  point  zn  a  pour  limite  o,  quand  n 
augmente  indéfiniment.  Si  l'on  suppose  que  l'on  ait 

zn  =  xn  -+-  yni,         Z  =  X  -+-  Yf, 

en  désignant  par  xn,  Jn,  X,  \  des  nombres  réels,  cela  revient  à 
dire  que  l'on  a 

lim.  xn  =  X,  lim.  v„  =  Y. 

n  =  oo  n  =  oc 

Pour  que  la  suite  zv  z.v  ...  :n,  ...  ait  une  limite,  il  faut  et  il 
suffit  que,  à  chaque  nombre  positif  s,  corresponde  un  nombre 
naturel  n  tel  que  l'on  ait 

!  zp  -  zq  |<  s . 
pourvu  que  les  nombres  naturels  /),  q  soient  plus  grands  que  //. 


CHAPITRE    X.    .NOMBRES    IMAGINAIRES  207 

Si  l'on  a 

lim.  zn  =  Z, 

il  est  clair,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  \.'x-  +  y2,  que 
Ton  a 

lim.  |  zn  |  ==  |  Z  |  . 

On  reconnaît  de  même  que,  dans  le  cas  où  Z  n'est  pas  nul,  l'un 
des  arguments  de  zn  a  pour  limite  un  argument  de  Z. 

On  dit  que  zn  tend  vers  oc  ,  ou  vers  le  point  oo  ,  et  l'on  écrit 

lim.  Z„  =  oo  , 

n  =  oc 

pour  dire  que  la  valeur  absolue  de  zn  tend  vers  -+-  oo  quand  m 
augmente  indéfiniment  (n°  60).  L'expression  o  le  point  oo  »  pro- 
vient d'une  interprétation  de  la  représentation  géométrique  d'un 
nombre  imaginaire  dont  je  dirai  un  mot,  en  employant  d'ailleurs 
le  langage  géométrique  avec  sa  signification  vulgaire. 

327.  —  Considérons  une  sphère,  dont  le  rayon,  si  l'on  veut, 
sera  très  grand,  tangente  à  l'origine  des  coordonnées  au  plan  qui 
sert  à  représenter  les  nombres  imaginaires  :  le  lecteur  pourra  se 
représenter  cette  sphère  comme  étant  au-dessous  du  plan.  Soit  0' 
l'extrémité  du  diamètre  de  la  sphère  qui  passe  par  le  point  0,  ori- 
gine des  coordonnées. 

A  chaque  point  A  du  plan  on  peut  faire  correspondre  le  point  Aj 
île  la  sphère  où  celle-ci  est  rencontrée  par  la  droite  qui  joint  le 
point  0'  au  point  A;  inversement  on  peut  faire  correspondre  au 
point  Ai  de  la  sphère  le  point  A  du  plan  :  ce  mode  de  correspon- 
dance est  bien  connu  du  lecteur  sous  le  nom  de  projection  stéréo- 
graphique  :  remarquons  que  le  point  O'  de  la  sphère  n'a  pas  de 
correspondant  dans  le  plan. 

Ceci  posé,  au  lieu  de  prendre  le  point  A  comme  représentant 
d'un  nombre  imaginaire  x  -+-  yi  on  peut  tout  aussi  bien  prendre  le 
point  Al5  sa  perspective  sur  la  sphère.  Dès  lors,  quand  la  valeur 
absolue  du  nombre  x  -h  yi  est  très  grande,  en  d'autres  termes, 
quand  le  point  (x,  y)  du  plan  est  très  éloigné  de  l'origine,  il  est 
clair  que  sa  perspective  sur  la  sphère  est  très  voisine  du  point  0'  ; 

Tanneby  11.  —   Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions  \1 
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tous  les  nombres  dont  la  valeur  absolue  est  très  grande  sont  ainsi 
représentés  par  des  points  de  la  sphère  très  voisins  du  point  0', 
qui  peut  être  regardé  lui-même  comme  la  limite  de  la  représenta- 
tion sur  la  sphère  d'un  nombre  imaginaire  donc  la  valeur  absolue 
grandit  indéfiniment.  Au  lieu  du  point  0',  on  dit  le  point  oc  .  On 
comprend  dès  lors  l'origine  de  ces  façons  de  parler  «  la  variable, 
ou  le  point  x  -+-  yi  tend  vers  le  point  go  ou  s'approche  du 
point  co   ». 

Sans  me  servir,  dans  ce  qui  suit,  de  la  représentation  sphérique 
des  nombres  imaginaires,  je  conserverai  ces  façons  de  parler,  qui 
sont  commodes,  pour  dire  simplement  que  \z'x%  -+-  y2  augmente 
indéfiniment.  Cette  façon  de  parler  d'ailleurs  se  justifie  d'une  autre 
l'aron  : 

Nous  aurons  souvent  l'occasion  de  faire  correspondre  au  point 
Z  ==  x  -+-  i y  du  plan  le  point 

i  _  î  x  y 

z        x  -f-  iy        x'1  -+■  y2        x'1  -+-  y'1    ' 

Le  point  7  se  déduit  du  point  z  par  la  construction  suivante  :  on 

prend  d'abord  le  symétrique  z'  du  point  z  par  rapport  à  l'axe  des 
abscisses,  puis  le  point  inverse  du  point  z'  par  rapport  au  cercle 
de  centre  o  et  de  rayon  égal  à  1  ;   ce  point  n'est  autre  que   le 

point  7.    Sans   m'arrêter  à  ce  mode  de  correspondance  sur  lequel 

j'aurai  l'occasion  de  revenir,  on  voit  qu'à  chaque  point  z  du  plan, 

sauf  au  point  o,  correspond  un  point  -  du  même  plan,  que  lorsque  z 

est  très  voisin  de  l'origine,  le  point  -  en  est  très  éloigné,  et  récipro- 
quement. On  supprime  les  exceptions  du  langage  en  disant  que 
u  le  point  zc  du  plan  »  et  le  point  o  se  correspondent  par  le  mode 
de  correspondance  défini  plus  haut.  En  ce  sens,  dire  que  le  point 
z„  =  xn  -+-  iy>i  tend  vers  le  point  00  qnand  n  augmente  indéfini- 
ment, c'est  dire  que  le  point  —  a  pour  limite  le  point  o. 

Observons  que  cette  façon  de  parler  «  zn  tend  vers  00   »,  ou 
cette  façon  d'écrire 

lim.  zn  =  00  , 

n  =  co 
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donne  bien  un  renseignement  sur  la  valeur  absolue  de  zn,  mais 
qu'elle  n'en  donne  aucun  sur  l'argument  de  zn.  Dans  quelque  di- 
rection que  le  point  zn  s'éloigne  indéfiniment,  que  ce  soit  sur  l'axe 
des  abscisses,  des  ordonnées,  sur  une  autre  direction,  adroite,  à 
gauche,  en  bas  et  en  haut,  on  le  regarde  comme  tendant  vers  le 
même  point  qo  .  Dans  ce  mode  de  langage,  tous  les  éléments  à 
l'infini  du  plan  sont  regardés  comme  condensés  en  un  point  (x)  ; 
toutes  les  droites  du  plan,  en  particulier  sont  regardées  comme 
passant  par  ce  point. 

J'abandonne  cette  digression,  uniquement  destinée  à  expliquer 
des  façons  de  parler,  mais  je  veux  encore  remarquer  que  conformé- 
ment à  une  convention  déjà  faite  au  n°  60,  tout  en  écrivant 

lira,   zn  =  oo  , 

n  =  ce 

j'entendrai  toujours,  en  parlant  de  la  limite  d'une  variable,  que- 
cetle  limite  est  finie. 

328.  —  On  peut  considérer  des  séries 

(U)  ^   -f-  U2  -h  ...   +  Un  -+-   ... 

dans  lesquelles  les  termes  sont  des  nombres  imaginaires  ;  je  suppo- 
serai que  l'on  ait  en  général  un  =  xn  -+■  t'y,,.  xn  et  j„  désignant  des 
nombres  réels  ;  une  telle  série  sera  convergente  si  la  somme  S„  de 
ses  n  premiers  termes  a  une  limite  pour  n  infini  :  cette  limite 
sera  la  somme  de  la  série.  Si  la  somme  S»  n'a  pas  de  limite  pour  a 
infini,  ou  si  elle  tend  vers  ce  ,  la  série  est  divergente.  Dire  que  la  série 
précédente  est  convergente,  c'est  dire  que  les  deux  séries  à  termes 
réels 

(X)  xi  -\-  x2  -+-  ...  -+-  xn  4-  ..., 

(Y)  Ji  +j2  +  ...  -hyn  -h  ... 

sont  convergentes  ;  si  l'on  désigne  par  X,  Y  les  sommes  respectives 
de  ces  séries,  la  somme  de  la  série  proposée  est  X  -t-  Yi. 

Pour  que  la  série  (U)  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 


(')  Au  lieu  d'être  regardés  comme  situés  sur  une  droite,  ainsi  que  dans  la 
géométrie  projective. 
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puisse  faire  correspondre  à  chaque  nombre  positif  s  un  nombre 
naturel  n  le)  que  l'on  ait 

I  up  -h  up+1  -h  ...  -+■  uq  1  <C  £ 

sous  les  conditions  q  ~>  p  ~>  n  (n°  56). 

On  dit  que  la  série  (U)  est  absolument  convergente  si  la  série  à 
termes  positifs  ou  nuls 


formée  avec  les  valeurs  absolues  u\,  u'.,,...,  u'n,...  des  termes  de  la 
la  série  (U)  est  convergente.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair  que  les 
deux  séries  à  termes  réels  (X),  (\)  sont  absolument  convergentes, 
puisque  les  valeurs  absolues  de  leurs  termes  sont  au  plus  égales 
aux  termes  correspondants  de  la  série  (U'),  et  il  s'ensuit  que  la 
série  (U),  supposée  absolument  convergente  au  sens  qu'on  vient  de 
dire,  est  convergente  en  ce  sens  que  la  somme  de  ses  n  premiers 
termes  tend  vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment.  Au 
reste  cette  conséquence  résulterait  aussi  bien  de  la  règle  générale 
qu'on  vient  de  donner. 

Si  la  série  (U)  est  absolument  convergente,  les  sommes  des 
séries  (X),  (Y)  à  termes  réels,  qui  sont  elles-mêmes  absolument 
convergentes,  ne  dépendent  pas  de  l'ordre  de  leurs  termes  :  il  en 
est  donc  de  même  de  la  somme  de  la  série  (U). 

La  valeur  absolue  de  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
absolument  convergente  (U)  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  série  (U')  ;  il  en  résulte  que  la  valeur  abso- 
lue de  la  somme  de  la  série  (U)  est  au  plus  égale  à  la  somme  de  la 
série  U'. 

Le  reste  d'une  série  convergente  à  termes  imaginaires  se  définit 
comme  dans  le  cas  d'une  série  à  termes  réels.  Si  l'on  a  affaire  à 
une  série  absolument  convergente,  il  suit  de  la  proposition  précé- 
dente que  la  valeur  absolue  de  son  reste  est  au  plus  égale  au  reste 
correspondant  de  la  série  (U'). 

En  restant  toujours  dans  les  séries  absolument  convergentes,  il 
est  clair  que  les  propositions  qui  concernent  les  séries  à  entrée  mul- 
tiple (nos  105,  106,  107),  la  règle  pour  la  mulplication  des  séries 
(n°  114),  fondées  uniquement  sur  des  identités  formelles  qui  sub- 
sistent que  les  termes  soient  réels  ou  imaginaires,  et  sur  ce  fait  que 
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la  valeur  absolue  d'une  somme  est  au  plus  égale  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  de  ses  termes,  s'appliquent  évidemment  dans  le 
cas  où  les  séries  ont  leurs  termes  imaginaires. 


327.  —  Les  propositions  du  n°  139  s'étendent,  en  les  modifiant 
convenablement,  aux  séries  à  termes  imaginaires. 

Considérons  une  suite  de  nombres  elf  £2,...  £w, ...  tels  que  la 
série  à  termes  positifs 

(£)  J  £i  —  £2  !  -4-  I  H  —  h  j  -h  ■'••  +  J  f*-i  —  en  [  +  ••• 

soit  convergente  et  remarquons  d'abord  que  cette  hypothèse  en- 
traîne l'existence  d'une  limite  pour  e»  quand  n  augmente  indéfini- 
ment. En  effet  dire  que  la  série  précédente  est  convergente  c'est 
dire  que  la  série  dont  le  n[ème  terme  est  (sn  —  £»+i)  converge  abso- 
lument :  or,  la  somme  des  n  —  1  premiers  termes  de  cette  série 

est  £1  £n. 

Ceci  posé,  considérons,  avec  la  série  (U),  la  série 

£i"i  +  E2"2  H-  ...  +  enUn  H-  ...  5 

On  peut  en  désignant  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (U),  écrire 

ei H]  -h  s2u2  +  .-.  +  enu.n=  eiSt  -4-  £2(82  —  8!)  +  ...  +e„(S„  —  Sb_i) 
=  (ij  —  h)  Si  H-  {h  —  h)  S2  -h  ...  -+-  (e„_i  —  s»)  S„_t  -+-  enSn. 

Le  premier  membre  aura  certainement  une  limite  pour  n  infini,  si 
les  deux  quantités  (ci  —  £2)  Sx  -H  ...  H-  (sn_i  —  s„)  SM_i  et  £,iS„ont 
chacune  une  limite. 

Supposons  que  l'ensemble  des  nombres  Si,  Sa,...,  S,,,...  soit 
borné,  ce  qui  arrivera  en  particulier  si  la  série  (U)  est  convergente; 
la  série 

(h  —  h)  Si  +  (£.2  —  e,)  So  H-  ...  -h  (£„_!  —  e„)  S„._,  +  ... 

sera  convergente  et  même  absolument  convergente,  comme  il 
résulte  immédiatement  de  l'hypothèse  relative  à  la  série  h)  et  de  la 
règle  n°  130  ;  il  suit  de  là  que  l'expression 

{h  —  h)  St  -h  (e2  _  83)  SB  -h  ...  +  (e«-i  —  «»)  Sn_t 
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a  une  limite  pour  n  infini  ;  il  en  est  de  môme  de  £nS„,  si  S„  a  une 
limite  pour  n  infini  ou  bien  si  l'ensemble  des  nombres  S,,  étant 
borné,  on  a  lim.  e„  =  o. 

Donc,  en  supposant  convergente  la  série 

I  =i  —  h  \  -+■  |  e2  —  h  )  -+-  •  •  •  -+-  ]  En-1  —  £n  J  + 

•  on  peut  affirmer  la  convergence  de  la  série 

£1«1   -H  E2»2  Tf-  ...  -f-  znun  H-   ... 

i°  quand  la  série 

est  convergente  ;  20  quand  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
cette  série  reste,  quel  que  soit  n,  moindre  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  positif  fixe  et  que  l'on  a  lim.  s„  =  o  ('). 

n  =  co 

"330.  —  Le  produit  infini 

n  =  00 

■  où  an  désigne  un  nombre  réel  ou  imaginaire  est  dit  absolument 

n,=  ce 

convergent  si  la  série  7  a»  est  absolument  convergente,  c'est-à- 

n  =  1 

dire  si  la  série  à  termes  positifs  ou  nuls 

o'i  +«2+  •  •  •  +  ai,  +  •  •  • 

■  où  l'on  a  posé  a'n  =  j  an  \  est  convergente. 


(')  Ces  deux  propositions  sont  dues  à  M.  Dedekind,  qui  les  a  données  dans 
ses  Vorlesungen  Dlrichlets  iiber  Zahlenthoerie .  Voir  clans  le  tome  XXXVI  des 
Sitzungsberichle  de  l'Académie  des  Sciences  de  Bavière  un  Mémoire  de  M.  Lan- 
dau  Vber    die   Grundlagen   der    Théorie  der    Fakultàtenreihen,    d'où  je  les   ai 

-  extraites. 
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S'il  en  est  ainsi,  on  montrera  que  le  produit  des  n  premiers 
facteurs,  à  savoir 

y.  =  n 
5C  =r  i 

tend  vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  ;  cette  limite 
est  la  valeur  du  produit  infini.  Celte  valeur  est  indépendante  de 
l'ordre  des  fadeurs.  Elle  ne  peut  être  nulle  que  si  un  facteur  est 
nul.  Tout  cela  résulte  immédiatement  du  n°  119,  dont  les  rai- 
sonnements s'appliquent  immédiatement  au  cas  où  les  nombres  an 
sont  imaginaires.  Les  propositions  concernant  les  produits  infinis 
;  absolument  convergents)  à  entrée  multiple,  les  règles  pour  la 
transformation  d'un  produit  infini  absolument  convergent  en 
série,...  subsistent  ainsi  que  leurs  démonstrations. 


CHAPITRE  XI 


FONCTIONS    DE    VARIABLES    IMAGINAIRES 


FONCTIONS   RATIONNELLES  ;   EXEMPLES   DE   FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES 


331.  —  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  transporter  aux  fonctions  de 
variables  imaginaires  les  définitions  générales  qui  ont  été  données 
dans  le  Chapitre  IV. 

Considérons  un  ensemble  (E)  de  nombres  imaginaires  :  on  re- 
gardera ces  nombres  comme  des  valeurs  qui  peuvent  être  attri- 
buées à  une  lettre  z.  Supposons  qu'à  chaque  élément  de  l'ensemble 
(E)  corresponde  un  nombre  imaginaire  qui  sera  regardé  comme 
une  valeur  attribuée  à  la  lettre  z'  ;  z1  sera  une  fonction  f(z)  de  la 
variable  z,  déterminée  dans  l'ensemble  (E).  Les  valeurs  distinctes 
de  z'  forment  elles-mêmes  un  ensemble  (E')  de  nombres  imagi- 
naires dont  chacun  correspond  à  un  ou  plusieurs  éléments  de  (E)  ; 
si  chaque  élément  de  (E7)  ne  correspond  qu'à  un  élément  de  (E), 
c'est-à-dire  si  les  valeurs  de  z'  qui  correspondent  à  deux  valeurs 
distinctes  de  z  sont  toujours  distinctes,  la  correspondance  entre  les 
deux  ensembles  (E),  (E')  est  parfaile  et  l'on  peut  regarder  z  comme 
une  fonction  F(z')  de  z1  déterminée  clans  l'ensemble  (E'j  ;  les  deux 
fonctions  f  (z),  F  (s')  sont  inverses  l'une  de  l'autre. 

Puisqu'un  nombre  imaginaire  n'est  qu'un  système  de  deux 
nombres  réels,  on  peut  regarder  les  ensembles  (E),  (E')  comme 
des  ensembles  dont  les  éléments  sont  des  systèmes  de  deux  nom- 
bres réels,  ou  encore  des  points  ;  les  valeurs  de  z,  z'  sont  les 
affixes  de  ces  points.  Une  fonction  de  variable  imaginaire,  telle 
qu'on  vient  de  la  définir,  n'est  rien  autre  chose  qu'une  correspon- 
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dance  entre  deux  ensembles  de  points,  et  l'on  se  trouve  avoir 
répété,  avec  de  légères  différences  dans  le  langage  et  les  notations, 
ce  qu'on  a  dit  au  début  du  n°  286.  Ce  qu'il  faut  entendre  quand 
on  dit  que  la  fonction /(z)  est  continue  en  un  point  d'accumula- 
tion de  (E)  qui  appartient  à  cet  ensemble,  qu'elle  est  continue  clans 
tout  l'ensemble  (E  supposé  clos,  le  fait  que  la  fonction  est  alors 
uniformément  continue  dans  l'ensemble  (E),  tout  cela  a  été  expli- 
qué au  n°  286  ;  on  y  a  vu  encore  que  si  la  fonction  f'z)  est  con- 
tinue dans  l'ensemble  clos  (E),  et  si  la  correspondance  entre  les 
ensembles  (E),  (E')  est  parfaite,  l'ensemble  ;  E')  est  clos  et  la  fonc- 
tion F  (zr),  inverse  de  la  fonction  f(z),  est  continue  dans  l'ensem- 
ble (E'). 

Si  l'on  pose  z  =  x  -\-  iy,  z'  =  x  -\-  iy',  en  désignant  par  x,  y, 
x'.  y'  des  variables  réelles,  deux  éléments  correspondants  des  en- 
sembles (E),  (E')  peuvent  se  représenter  par  (x,  y),  (x1,  y')  et  la 
définition  de  z'  comme  fonction  de  z  revient  à  la  définition,  dans- 
le  même  ensemble,  de  deux  fonctions  réelles 

x'  =  co  (x,  y),      y'  =  d,  (x,  y) 

des  variables  réelles  x,  y.  Si  f(z)  est  une  fonction  continue  en  un 
point  d'accumulation  z0  ou  (x0,  j0)  de  l'ensemble  (E)  des  points 
(x,  y),  les  fonctions  (d(x,  y),  <\>(x,  y)  seront  continues  au  point 
(xQ,  y0).  Ces  mêmes  fonctions  seront  (uniformément)  continues 
dans  tout  l'ensemble  (E),  supposé  clos,  si  la  fonction /(z)  est  con- 
tinue dans  cet  ensemble  ;  il  en  sera  de  même  de  la  valeur  absolue 
de  f(z)  ou  de  la  fonction  i/x'2  -+-  y'2,  qui  atteint  par  conséquent 
son  maximum  et  son  minimum  pour  des  points  appartenant  à  (E). 
Les  façons  d'écrire  que  voici 

lim./(z)  =  oo  , 

2  =  a 

limj(z)  =  A, 

lim.  f{z)  =  go 

ont  à  peine  besoin  d'explication.  La  première  suppose  que  la  fonc- 
tion f(z)  est  définie  dans  un  ensemble  (E)  dont  a  est  un  point 
d'accumulation;  elle  signifie  que  l'on  peut  faire  correspondre  à 
chaque  nombre  positif  P,  si  grand  qu'il  soit,  un  nombre  positifs 
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tel  que  l'on  ait  {/(*)  |  >  P,  pourvu  que  z  appartienne  à  l'ensem- 
ble et  que  l'on  ait  j  z  —  «■[<<£  ;  la  seconde  et  la  troisième  sup- 
posent que  la  fonction  f(z)  est  définie  dans  un  ensemble  contenant 
des  nombres  z  dont  la  valeur  absolue  est  aussi  grande  qu'on  veut, 
et  signifient  :  la  seconde,  qu'à  chaque  nombre  positifs,  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  P  tel 
que  l'on  ait 

!/(--) -A  |<s, 

sous  la  condition  que  z  appartienne  à  l'ensemble  et  que  l'on  ait 
J  z  )  >  P;  la  troisième,  qu'à  chaque  nombre  positif  P,  aussi  grand 
qu'on  le  veut,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  Q  tel 
que  l'on  ait 

sous  la  condition  que  z  appartienne  à  l'ensemble  et  que  l'on  ait 

hl>Q- 

En  convenant  de  parler  comme  si  le  point  go  appartenait  à  l'en- 
semble (E)  et  d'attribuer  en  ce  point  la  valeur  V  à  la  fonction 
f'(z)  on  peut,  au  lieu  d'écrire  lim.  f(z)  =  À,  dire  que  la  fonction 

f(z)  est  continue  au  point  go  . 

Quand  on  dit  d'une  fonction/^)  qu'elle  est  continue  au  point 
z0  sans  parler  de  l'ensemble  des  valeurs  de  z  dans  lequel  la  fonction 
est  déterminée,  on  entend  d'une  part  que  la  fonction  f(z)  est  dé- 
terminée dans  les  environs  du  point  zQ,  c'est-à-dire  pour  tous  les 
points  z  qui  appartiennent  à  un  cercle  de  centre  r„  et  de  rayon 
suffisamment  petit,  et,  d'autre  part,  que,  si  on  la  regarde  comme 
étant  définie  dans  cet  ensemble  de  points,  dont  le  point  z0  est  ma- 
nifestement un  point  d'accumulation,  elle  est  continue  en  ce  point. 

Rien  n'empêche  de  prendre  pour  L'ensemble  (E)  un  lien  (T) 
défini  par  les  formules 

X  =  rj(l),        y  =  h(i),         «</<3; 

■c'est  un  ensemble  parfait.  Définir,  dans  cet  ensemble,  la  fonction 
z'  ==  f  : ,  comme  une  fonction  continue,  c'est  définir  x' ,  y'  comme 
■des  fonctions  réelles  continues  de  la  variable  réelle  t  dans  Tinter- 
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valle  (a,  |3)  ;  l'ensemble  des  points  -ou  x',  y')  constitue  un  lien 
(ï').  En  parlant  du  point  /  du  lien  T  ou  du  lien  (T')  on  entend 
le  point  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  liens  qui  correspond  à  la  va- 
leur i  du  paramètre. 

Si  z'  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  /  appartenant  à  l'inter- 
valle (a,  £),  si,  en  d'autres  termes,  le  lien  (T')  ne  passe  pas  par 
l'origine  0  des  coordonnées,  on  pourra,  d'une  infinité  de  façons, 
définir  l'argument  de  z  comme  une  fonction  continue  de  t  ;  cette 
fonction  sera  déterminée  si  l'on  se  donne  la  valeur  qu'elle  doit 
prendre  en  un  point  t0  du  lien  (T'),  laquelle  doit,  bien  entendu, 
être  une  des  valeurs  de  l'argument  de  z'  en  ce  point.  Les  autres 
fonctions  répondant  à  la  question  s'obtiennent  en  ajoutant  à  celle- 
là  un  multiple  de  2tc.  La  différence  entre  les  valeurs  de  l'une 
-quelconque  de  ces  fonctions  pour  t  =  U  et  i  =  U,  ou,  comme 
l'on  dit,  la  variation  de  l'argument  de  z'  quand  on  passe  du  point 
i0  au  point  tt  est  l'angle,  défini  au  moyen  du  lien  T),  dont  le 
premier  côté  est  la  direction  qui  va  de  l'origine  0  au  point  /0  du 
lien  (T')  et  le  second  côté  la  direction  qui  va  de  l'origine  au  point 
ij  du  même  lien    n°  292  . 

Quand  le  lien  (T)  est  fermé,  il  en  est  évidemment  de  même  du 
lien  (T'),  et  la  variation  de  l'argument,  lorsqu'on  passe  de  l'ori- 
gine a  de  ce  lien  à  l'extrémité  fl,  confondue  avec  l'origine,  n'est 
autre  chose  que  l'ordre,  multiplié  par  n,  du  point  0  par  rapport 
au  lien  (T'). 

Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  simple  (F),  le  con- 
tinuum  ;  G)  intérieur  à  cette  courbe  et  l'ensemble  parfait  ;  C;  -f-  i") 
dont  les  points  appartiennent  soit  à  (G)  soit  à  (F)  ;  prenons  cet 
ensemble  parfait  pour  l'ensemble    E   ;  dire  que  la  fonction 

z'  =  x'  +  if  =/(:)  =  ?  (x,  y)  +  i'b  {x,  y) 

est  définie  et  continue  dans  cet  ensemble,  c'est  dire  que  les  fonc- 
tions réelles  ©(a?,  y),  à(x,  y)  sont  elles-mêmes  définies  et  conti- 
nues dans  cet  ensemble.  Soit  (F')  l'ensemble  des  points  z'  ou 
(x',  y')  qui  correspondent  aux  points  de  (F);  "(F')  est  un  lien 
fermé;  si  ce  lien  ne  passe  pas  par  le  point  0,  ce  point  admet  un 
certain  ordre  par  rapport  à  \F'},  qui  n'est  autre  chose,  au  facteur 
2  u  près,  que  la  variation  qu'éprouve  l'argument  de  z  quand  le 
point  z  décrit  une  fois  la  courbe   fermée  (F).   Si  cette  variation 


268  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

n'est  pas  nulle,  on  peut  affirmer  (n°  315)  que  les  deux  équations 

V  (*•  y)  =  o,      +  [x,  y)  =  o 
admettent  une  solution  (x0,  j0)  qui  appartient  au  continuum  (G)  ; 
on  peut  tout  aussi  bien  dire  que  l'équation  f(z)  =  o  admet  une 
racine  en  un  point  de  ce  même  continuum. 

Les  définitions  et  propositions  concernant  la  convergence  uni- 
forme des  séries  ou  des  produits  infinis  dont  les  termes  sont  des 
fonctions  d'une  variable  ;  179-186)  se  transportent  sans  difficulté 
au  cas  d'une  variable  imaginaire  ;  je  crois  inutile  d'y  revenir  ;  le 
lecteur  ne  peut  avoir  aucune  peine  à  faire  les  petits  changements 
indispensables,  soit  clans  le  langage,  soit  dans  l'interprétation.  Il 
devra  toutefois  laisser  de  côté  le  n°  184,  relatif  aux  séries  entières  ; 
c'est  là  un  sujet  très  important  sur  lequel  j'insisterai  bienlôt. 

332.  —  Au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  dans  le  précédent 
numéro,  les  fonctions  de  variables  imaginaires  ne  présentent  rien 
de  nouveau;  on  a  répété,  en  changeant  un  peu  le  langage,  ce  que 
l'on  avait  dit  au  n°  286  ;  on  a  parlé  d'une  fonction  d'une  variable 
imaginaire  au  lieu  de  parler  de  deux  fonctions  (réelles)  de  deux 
variables  réelles.  On  ne  conçoit  guère  qu'il  puisse  y  avoir  grand 
intérêt  à  rester  à  ce  point  de  vue  général.  Les  fonctions  particu- 
lières que  je  vais  considérer  seront  définies,  soit  dans  tout  le  plan, 
soit  clans  certains  continuums  complétés,  ou  non,  par  leurs  fron- 
tières, de  façon  à  conserver  autant  que  possible  les  propriétés  des 
fonctions  d'une  seule  variable.  Elles  rentrent  dans  la  classe  des 
fondions  analytiques  qui  seront  définies  ultérieurement  dans  leur 
généralité. 

Par  exemple,  si  l'on  voulait  rester  clans  l'ordre  d'idées  du  nu- 
méro précédent,  il  serait  naturel,  en  désignant  par  x,  y  des  va- 
riables réelles,  d'appeler  fonction  rationnelle  entière  de  z  =  x  -h  iy, 
ou  polynôme  en  z,  une  expression  de  la  forme  q(x,  y)  -+-  i<b(x,y), 
en  désignant  par  <p(œ,  y),  à(x,  y)  des  polynômes  quelconques  à 
coefficients  réels  en  x,  y,  d'appeler  fonction  rationnelle  de  z  une 
expression  de  la  même  forme,  où  a  (x,  y  ,  di  x,  y  seraient  des 
fonctions  rationnelles  à  coefficients  réels,  des  deux  variables  x,  y; 
mais,  encore  une  fois,  en  procédant  ainsi,  on  n'aurait  rien  de  plus 
qu'en  considérant  deux  polynômes,  ou  deux  fonctions  ration- 
nelles en  x,  y. 
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On  appelle  fonction  rationnelle  entière  en  :  =  x  +  yi,  on  po- 
lynôme en  z,  une  expression  de  la  forme 

g(z)=k0z»  -hA1?»-'  +  ...  +-  A„, 

où  A0,  Al9  ...,  A„  sont  des  nombres  réels  ou  imaginaires  ;  c'est  là 
aussi  une  généralisation  très  naturelle  des  polynômes  à  coefficients 
réels,  ne  dépendant  que  d'une  variable.  Un  polynôme  du  degré 
n,  tel  qu'on  vient  de  le  définir,  peut  bien  se  mettre,  en  posant 
z  =  œ  +  iy,  sous  la  forme  <q  (x,  y)  -+-  vb  [x,  y),  où  o(x,y),  à  (x,  y 
désignent  des  polynômes  entiers  en  x,  y  à  coefficients  réels  ;  mais 
ces  polynômes  sont  très  particuliers,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement en  faisant  le  compte  des  2/1+2  coefficients  réels  qui  y 
figurent,  à  savoir  les  11+1  parties  réelles  et  les  r+i  coefficients 
de  i  dans  A0,  A, ,  . . . ,  A„,  tandis  que,  dans  deux  polynômes  généraux 
à  deux  variables,  du  degré  n,  il  y  a  (n  H-  1  n  -b  2)  coefficients. 
Une  fonction  rationnelle  en  z  sera  le  quotient  de  deux  polynômes 
en  z  ;  elle  est  bien  de  la  forme  <p(x,  y)  -+-  ià  'x,  y)  où  ©  et  d;  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  x,  y,  mais  ici  encore  ©  et  d;  sont  des 
fonctions  rationnelles  très  particulières  de  x,  y,  comme  on  le  voit 
toujours  en  faisant  le  compte  dus  constantes. 

Plusieurs  propriétés  des  polynômes  réels  s'étendent  immédiate- 
tement  aux  polynômes  à  coefficients  et  à  variables  imaginaires. 

Tout  d'abord  un  polynôme  en  z,  dont  on  donne  les  coefficients, 
est  évidemment  une  fonction  de  ;  définie  pour  toute  valeur  de  r, 
ou,  comme  on  dit,  dans  tout  le  plan  qui  sert  à  représenter  cette 
variable. 

Les  remarques  du  n°  173  sur  la  continuité  au  point  o,  sur  la 
façon  d'ordonner  un  polynôme  quand  on  veut  l'étudier  aux  envi- 
rons de  ce  point,  sur  l'impossibilité  qu'un  polynôme  soit  nul  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  sans  être  identiquement  nul,  sur 
la  condition  relative  à  l'identité  de  deux  polynômes,  la  proposition 
d'après  laquelle  la  valeur  absolue  d'un  polynôme  dépasse  tel 
nombre  positif  que  l'on  veut,  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  la 
variable  dépasse  un  nombre  positif,  convenablement  choisi,  la  no- 
tion de  la  dérivée,  de  racine  simple  ou  multiple,  la  continuité  en 
un  point  quelconque  s'établissent  exactement  comme  dans  le  cas 
d'une  variable  réelle.  Seules,  les  propositions  concernant  le  signe 
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du  polynôme,  ou  son    mode  de  croissance,   n'ont  pas   ici   leurs- 
équivalentes. 

D'un  autre  côté,  la  règle  de  la  division  algébrique  et  ses  consé- 
quences s'appliquent  sans  modification.  11  en  est  de  même  des 
propositions  contenues  dans  le  n°  174  et  des  formes  qui  permettent 
d'étudier  une  fraction  rationnelle  dans  le  voisinage  de  o,  d'un 
point  quelconque,  pour  les  valeurs  de  la  variable  très  grandes  en 
valeur  absolue,  ou,  comme  l'on  dit,  dans  le  voisinage  du  point  go  , 
du  calcul  des  vraies  valeurs  d'une  fraction  rationnelle,  .... 


333.  —  Les  propositions  relatives  aux  polynômes  doivent  être 
complétées  par  la  démonstration  du  théorème  fondamental  de 
l'Algèbre,  énoncé  au  n°  321  sous  une  forme  purement  algébrique,, 
qu'on  peut  remplacer  par  la  suivante  : 

Tout  polynôme  en  z,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,'  admet 
une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  des  observations  qui 
ont  été  faites  au  n°  315. 

Considérons  en  effet,  en  posant  toujours  z  —  x  -+-  iy,  le  poly- 
nôme en  z 

z'  =/(*)  =  V"  +  -V"-1  +■  •••  +  An  =  ?(*.  y)  +  *>  (*.  y)- 

Désignons  en  général  par  ak,  a/Jk  =  o,  1,  2,  ...  11)  la  valeur 
absolue  et  l'argument  du  coefficient  A*,  par  r  et  par  Q  la  valeur 
absolue  et  l'argument  de  z,  par  r'  et  6'  la  valeur  absolue  et  l'argu- 
ment de  z' ,  on  aura 

x!  =  v'  cos  0'  =  fl0r"  cos  (?0  +  nO)  -+-  airn~i  cos  [«,,  -l-  (n  —  i)0j  +  .... 

-h  an  cos  a„, 
r'  —  r1  sin  W  —  avrn  sin  (an  ■+■  f$)  -+-  c^r"-1  sin  [*,  +  (n  —  i)0    -+-  ..„ 

-+-  ttn  sin  yn. 

On  suppose  essentiellement  que  aQ  n'est  pas  nul.  On  voit  tout 
de  suite  que  le  rapport 


r 

pli   ' 


V  *  +  r    a     C0S  ^°  —  ai  +  °) 
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est  très  voisin  de  a0  quand  r  est  un  nombre  positif  très  grand; 
et  que  l'on  peut  par  conséquent  écrire 

cos  0'  =  cos  («„  H-  liï)  -h  s,        sin  0'  ==  sin  (a0  -+-  nfi)  -+-  -t\ , 

en  désignant  par  s,  Y)  des  nombres  réels  qui  sont  aussi  petits  qu'on 
le  veut,  en  valeur  absolue,  pourvu  que  r  soit  suffisamment  grand  ; 
l'une  des  valeurs  de  6'  qui  vérifient  les  équations  précédentes  est 
alors  très  voisine  de  a0  -f-  nS. 

Considérons  un  nombre  positif  Pi  très  grand  et  le  cercle  (F)  de 
rayon  R  dont  le  centre  est  l'origine  0  des  coordonnées.  Soit  (C) 
le  conlinuum  intérieur  au  cercle  F  ;  si  11  est  suffisamment  grand, 
la  valeur  absolue  du  polynôme  z  est  elie-mème  très  grande  sur 
(F)  et  pour  les  points  extérieurs  à  F  ;  en  particulier  z  ne  s'an- 
nule pour  aucun  point  de  (F).  Si  Ton  fait  croître  rj  de  o  à  2  n,  le 
point 

z  —  R(cos  0  4-  i  sin  0) 

décrira  le  cercle  (F)  dans  le  sens  direct,  et  le  point  correspondant 
z'  décrira  un  lien  fermé  correspondant  V  ;  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  on  peut  prendre  pour  l'argument  0'  de  z'  une  valeur  voi- 
sine de  a0  +  n9  ;  cet  argument  6',  ainsi  défini,  sera  une  fonction 
continue  de  0;  quand  le  point  z  décrit  F)  da'is  le  sens  direct,  la 
variation  de  l'argument  de  z'  est  alors  voisine  de  in~;  elle  est 
exactement  égale  à  2  niz  puisqu'elle  doit  être  un  multiple  de  2~; 
l'ordre  du  point  o  par  rapport  au  lien  fermé  F'  est  n.  La 
fonction  f(z)  s'annule  donc  pour  un  point  intérieur  au  conli- 
nuum (G). 

Ainsi  qu'on  le  sait,  il  résulte  de  là  très  aisément  que  le  poly- 
nôme f(z)  admet  n  racines,  en  comptant  chaque  racine  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité  ;  si  l'on  dé- 
signe par  zv,  z±,  ...,  zp  les  racines  distinctes  de  /;:  etpara,,. 
a2,  ...,  a.p  leurs  ordres  respectifs  de  multiplicité,  on  a.  idenlique- 
nient  en  z, 


/(;)  =  a0(c- 


*,F 


Inversement,  une  pareille  identité  exige  que  Zi-,  z.,,  ... ,  zp  soient 
les  racines  de  f(z)  et  a,,  «*,  ...,  u.})  leurs  ordres  de  multiplicité  ;  les 
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■nombres  zi}  z2,  ...  zv,  an  a..,  ...  ap  sont  clélcrminés  quand  on  se 
donne  les  coefficients  A0,  A,,  ...,  An.  Si  ces  coefficients  sont  réels, 
à  chaque  racine  imaginaire  (non   réelle),  correspond  une   racine 
imaginaire  conjuguée  avec  le  même  ordre  de  multiplicité. 
11  est  maintenant  aisé  d'établir  la  proposition  suivante. 

334.  —  Soit  (F)  une  courbe  fermée  simple  qui  ne  passe  par  aucun 
des  points  zif  :.2,  ...,  zp\  la  variation  de  l'argument  de /(z) ,  quand 
le  point  z  décrit  une  fois  la  courbe  (F)  dans  le  sens  direct  est  égale 
au  produit  par  i~  du  nombre  de  racines  de  l'équation  f  (z)  =  o 
situées  à  l'intérieur  de  (F),  chacune  des  racines  étant  comptée 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité. 

En  effet,  considérons  d'abord  le  cas  simple  où  (F)  est  un  cercle 
décrit  de  l'une  des  racines  comme  centre,  de  z{  par  exemple,  et  qui 
ne  contient  ni  à  son  intérieur  ni  sur  sa  circonférence  aucune  autre 
racine. 

Partons  de  la  formule  qui  donne  la  décomposition  de  f(z)  en 
facteurs  ;  l'argument  de  f[z)  doit  être  défini  comme  une  fonction 
continue  sur  le  cercle;  on  peut,  pour  cela,  le  regarder  comme  la 
somme  des  arguments  des  facteurs,  pourvu  que  ces  arguments  soient 
•eux-mêmes   des   fonctions  continues  sur  le  cercle.  La  variation  de 

l'argument  de  f{z),  quand  le 
point  z  décrit  le  cercle  (une 
fois  est  la  somme  des  varia- 
tions des  arguments  des  fac- 
teurs ;  parmi  ces  facteurs,  on 
n'a  pas  à  tenir  compte  de  la 
constante  A.  La  variation  de 
l'argument  de  z  —  z.,  est  l'an- 
gle décrit  par  la  direction  qui 
pj  va  de  z2  à  z  quand  z  décrit  le  cer- 

cle ;  cet  angle  est  manifestement 
nul  ;  la  variation  des  arguments  des  facteurs  [z  —  ~2)a-',  (z  —  Zs)*3, . . . 
est  nulle  ;  au  contraire  l'angle  que  décrit  le  rayon  qui  va  de  z,  à  z 
est  égala  2  7ï  quand  le  point  z  décrit  le  cercle  dans  le  sens  direct; 
la  variation  du  facteur  (z  —  Z])0'1  est  2  nv.\  ;  dans  ce  cas  particu- 
lier, la  proposition  est  établie. 

Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  simple  [F)  conte- 


CHAPITRE    XI.    ■ FONCTIONS    BE    VARIABLES    IMAGINAIRES         270 

nant  à  son  intérieur  plusieurs  racines  distinctes  zls  -->,...,  zp  : 
aucune  autre  racine  ne  doit  se  trouver  d'ailleurs  ni  sur  (F),  ni  à  l'in- 
térieur de  (F)  ;  regardons  les  points  Zi,  z2,...,  ~P  comme  les  centres 
de  cercles  (Fi),  (F2),...,  (Fp)  assez  petits  pour  être  tous  intérieurs 
à  (F)  et  extérieurs  les  uns  aux  autres  ;  regardons  le  point 
f(z)  =  o  (x,  y)  -+-  ià  (x,  y)  comme  l'image  du  point  z  =  x  -+-  iy  ; 
les  propositions  établies  au  n°  315  s'appliquent  immédiatement  : 
les  équations  f{z)  =  o,  ou  les  équations  0  (x,  y)  =  o,  à  (x,  y)  =  o 
ne  sont  vérifiées  pour  aucun  point  du  continuum  obtenu  en  suppri- 
mant de  l'intérieur  de  (F)  les  points  qui  appartiennent  aux  cercles 
(Fi),  (Fa),...,  (Fp),  ni  pour  aucun  point  de  la  frontière  de  ce  con- 
tinuum :  l'ordre  total  du  point  o  par  rapport  à  l'image  de  la 
courbe  (F)  et  des  cercles  (Fi),  (F2).,...,  (Fp)  est  nul;  on  peut  dire 
aussi  que  l'ordre  du  point  o  par  rapport  à  l'image  de  (F  est  égal 
à  la  somme  des  ordres  du  même  point  par  rapport  aux  images  des 
cercles,  toutes  les  images  étant  décrites  dans  le  sens  qui  corres- 
pond au  sens  direct,  ou  encore  que  la  variation  de  l'argument  de 
f(z)  quand  le  point  z  décrit  la  courbe  (F  dans  le  sens  direct  est 
égale  à  la  somme  des  variations  de  l'argument  de  f(_z  quand  le 
point  z  décrit  dans  le  sens  direct  les  cercles  (Ft),  (Fa),  ...  (Fp), 
c'est-à-dire  à  2?r  (eti  -+-  a2  + . . .  -+-  (/.,,  . 

335.  —  Une  fonction  rationnelle  de  z 

-M 

est  le  quotient  de  deux  polynômes  en  z,  o(z)  et  <b{z).  Il  est  clair 
qu'une  telle  fonction  est  continue  pour  chaque  point  z,  sauf  pour 
ceux  qui  annulent  à(z),  lesquels  d'après  le  théorème  fonda- 
mental de  l'algèbre,    sont  en  nombre  fini.   Soit  a  un  tel  point. 

On  a  vu  au  n°  174  comment  on  pouvait  étudier  la  fonction  ",--{ 

aux  environs  du  point  à,  comment  en  particulier  cette  fonction 
avait  une  vraie  valeur  lorsque  a  était  une  racine  commune  à 
(û{z)  et  àd»(z),  d'ordre  de  multiplicité  dans  ©(2)  au  moins  égal  à 
l'ordre  de  multiplicité  dans  à  (z)  ;  il  est  assez  naturel  d'attribuer 
alors  à  la  fraction  rationnelle  cette  «  vraie  valeur  »  pour  z  =  a  : 
lorsque  a  n'est  pas  racine  de  o  {z  ,  ou  est  pour  œ  (z)  une  racine 
d'ordre  de  multiplicité  moindre  que  pour  di  r  ,  la  fraction  ration- 
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nelle  se  met  sous  la  forme 

A  Ai ^^l±   i    ?*(z) 

(z  _  a)a  +  (2  —  a)»"1        ""    2  —  a         "K  (z) 

où  A,  Ai,...  Aa_j  sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  et  où 
!p,  (z),  tyi(z)  sont  deux  polynômes  en  z  dont  le  second  ne  s'annule 
plus  pour  z  =  a  ;  cetle  formule  montre  de  suite  que  la  valeur  abso- 
lue de  la  fraction  augmente  indéfiniment  quand  ce  point  z  s'appro- 
che du  point  a  ;  en  d'autres  termes,  on  peut  écrire 

li m.    -)-;  —  oo  . 
z  =  a  *  (z) 

Lorsqu'une  fonction  rationnelle  peut  être  mise  sous  une  telle 
forme,  on  dit  que  le  point  a  est  un  pôle  d'ordre  de  multiplicité  a 
de  cette  fonction,  un  pôle  simple  si  a  est  égal  à  i.  Le  coefficient 
Aa_j  qui  joue  un  rôle  très  particulier,  comme  on  le  verra  plus 
tard,  s'appelle  le  résidu  de  la  fonction  relatif  au  pôle  a. 

Si  l'on  convient  toujours  d'attribuer  à  une  fonction  rationnelle 

~r-7-y  sa   vraie  valeur,    lorsqu'elle   en   a   une,    rien  n'empêche   de 

supprimer  d'abord  les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au 
dénominateur,  en  d'autres  termes  de  regarder  <p(z)  et  dv(zj  comme 
des  polynômes  premiers  entre  eux  ;  les  seuls  pôles  de  la  fraction 
sont  alors  les  racines  du  dénominateur,  et  l'ordre  de  multiplicité 
d'un  pôle  a  est  l'ordre  de  multiplicité  a  de  a  regardé  comme  ra- 
cine de  ty  (z)  ;  dans  ce  même  cas,  ty\  (z)  est  égal  au  quotient  de  la 
division  de  d»  (z)  par  (z  —  a  a. 

336.  —  La  définition  de  toute  fonction  y  =f(x)  de  la  variable 
imaginaire  (x)  (*)  équivaut  à  une  correspondance  entre  le  point  x 
et  le  point  y,  le  premier  étant  naturellement  assujetti  à  rester  dans 
l'ensemble  (E)  où  la  fonction  f(x)  est  définie.  Il  sera  bon  de  se 
rendre  compte  de  la  nature  de  cette  correspondance,  pour  quel- 


(')  Jusqu'ici  lorsqu'il  s'agissait  d'une  variable  imaginaire  les  lettres  x,  y 
étaient  employées  pour  désigner  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  de  cette 
variable,  ou,  si  l'on  veut,  les  coordonnées'du  point  dont  la  variable  était  l'afïïxc. 
J'abandonne  cette  habitude,  et  j'emploierai  aussi  bien  les  lettres  ./■,  y  pour  dé- 
signer des  variables  imaginaires  quelconques. 
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ques-unes  des  fonctions  de  variable  imaginaire  déjà  définies.  Il 
peut  être  commode  de  se  figurer  les  variables  x,  y  comme  représen- 
tées dans  des  plans  distincts,  le  plan  des  x  et  le  plan  des  y  ;  parfois 
aussi,  il  est  commode  de  se  figurer  ces  deux  plans  comme  coïn- 
cidants. 

Si  la  fonction  fix)  est  un  polynôme,  elle  est  définie  dans  tout 
le  plan  ;  à  chaque  point  du  plan  des  x  correspond  un  point  du 

plan  des  y.  Si  la  fonction  y  =  rj-<  est  une  fonction  rationnelle 

ou  le  quotient  de  deux  polynômes,  que  l'on  peut  supposer  pre- 
miers entre  eux,  elle  est  définie  pour  tous  les  points  du  plan  des  x, 
sauf  pour  ses  pôles,  où  l'on  peut  dire  qu'elle  est  infinie.  Ces  pôles 
sont  en  nombre  fini. 

Si  l'on  considère  la  iunction  y  =  x  -+-  a,  où  a  est  une  constante, 
et  si  l'on  figure  le  point  a,  on  voit  que 
cette  fonction  fait  correspondre  à  cha- 
que point  x  un  point  y,  extrémité  d'un 
vecteur  ayant  le  point  x  pour  origine 
et  équipollent  au  vecteur  qui  a  pour 
origine  le  point  o  et  pour  extrémité  le 
point  a.  En  d'autres  termes  le  point  y 
correspondant  à  x  se  déduit  de  ce  dernier  par  une  translation  égale 
à  ce  vecteur. 

Soit  maintenant  y  =  ax,  et  supposons  d'abord  a  réel.  La  corres- 
pondance entre  le  point  x  et  le  point  y  est  une  homothétie  dont  le 


Fi*.  28. 


-!0- 


Fie-.  3o. 


centre  sera  le  point  o  et  le  rapport  le  nombre  a  ;  l'homothétie  est 
directe  ou  inverse  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif. 

Si  a  =  r(cos  Q  -h  i  sin  9)  est  imaginaire,  ou  pourra  remplacer 
la  relation  y  =  ax  par  les  deux  relations 


x  =  rx 


y  —  œ'(cos  8  -+-  i  sin  6). 
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La  première  fera  correspondre  au  point  x  le  point  x'  par  homothé- 
tie  directe.  La  seconde  fera  correspondre  au  point  x'  le  point  qui 
s'en  déduit  en  faisant  tourner  de  l'angle  6,  autour  du  point  o,  le 
vecteur  qui  part  de  ce  même  point  et  aboutit  au  point  x'.  Il  est  clair 
que  la  correspondance  entre  y  et  x  est  une  correspondance  par 
similitude.  Le  point  o  est  le  centre  de  similitude. 

Soit  y  —  ax  -+-  b  ;  on  substituera  à  cette  relation,  les  deux  sui- 
vantes 

x'  =  ax       ,       y  =  x'  -f-  b 

qui  définissent  deux  correspondances  déjà  étudiées  ;  il  est  clair, 
d'après  cela,  que  la  correspondance  définie  par  l'égalité  y  =  ax-\-b 
est  une  correspondance  par  similitude.  C'est  la  correspondance 
par  similitude  directe  la  plus  générale  possible,  si  l'on  ne  fixe  pas  les 

constantes  a,  b.  Le  centre  de  similitude  est  le  point —  • 

On  a  dit  déjà  quelques  mots  (n°  327}  de  la  correspondance 
définie  par  la  relation  y  =  :  considérons  d'une  façon  plus  géné- 
rale la  relation  y  =  -  et  supposons  d'abord  que  a  soit  positif. 

On  déduira  le  point  y  du  point  x  de  la  façon  suivante  :  on  décrit 
du  point  o  comme  centre  un  cercle  de  rayon  égal  à  \/a,  et  on  prend 
le  point  x'  symétrique  (*)  du  point  x  par  rapport  à  ce  cercle,  puis  le 
point  y  symétrique  du  point  x1  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses  ; 
ces  deux  opérations  peuvent  d'ailleurs  être  interverties. 

Si  a  =  r  (cos  m  H-  i  sin  &))  est  imaginaire,  on  remplace  la  rela- 
tion y==-  par  les  deux  relations 

x  =  x  (cos  ta  H-  (  sin  ta)       ,       y  =  — 

dont  la  première  revient  à  une  rotation  autour  de  l'origine,  la 
seconde  à  une  symétrie  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses  suivie 


(Jj  C'est-à-dire  un  point  situé  sur  la  demi-droite  qui  part  du  centre  et 
qui  contient  le  point  x,  de  manière  que  le  produit  des  distances  des  points  x,  x' 
au  centre  soit  égal  au  carré  du  rayon  du  cercle.  Le  point  x'  peut  être  aussi 
regardé  comme  le  second  point  commun  à  tous  les  cercles  passant  par  le  point  x 
et  orthogonaux  au  cercle  donné.  Cette  définition  s'appliquerait  encore  si  le 
dernier  cercle  était  remplacé  par  une  droite  et  conduirait  alors  à  la  symétrie 
ordinaire. 
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d'une  symétrie  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  \/r  ayant  son 
centre  à  l'origine.  La  rotation  autour  de  l'origine  et  la  symétrie 
par  rapport  à  l'axe  des  x  reviennent  à  une  symétrie  par  rapport  à 
une  droite  convenable  passant  par  l'origine.  On  déduit  de  là  aisé- 
ment, en  remarquant  que  la  transformation  y  =  -  laisse  inaltérés 

les  deux  points  \/a  et  —  \/a,  que  cette  transformation  revient  à  une 
symétrie  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  suivie 
d'une  symétrie  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  cette  droite  comme 
diamètre. 

Une  telle  transformation  change  en  cercles  les  cercles  et  les 
droites  qui  ne  passent  pas  par  l'origine,  elle  change  en  droites  les 
cercles  et  les  droites  qui  passent  par  l'origine. 

Soit  la  fonction 


y  = 


+ 

ba' 

— 

ab' 

a 

a'2 

a' 

X 

-+- 

V 
a' 

où  l'on  suppose  a'  et  ba  —  ab'  différents  de  zéro  ;  on  remplacera 
la  transformation  précédente  par  les  transformations  suivantes 


// 

ba'  —  ab'  i 

11    ,     « 

— 

x"  = 

,  Y  = 

=  x"  -+-  - 

a 

a1         x 

a 

dont  la  première  est  une  translation,  la  seconde  une  symétrie  par 
rapport  à  une  droite  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  un  cercle, 
la  troisième  encore  une  translation  ;  cette  décomposition  montre 
que  la  transformation  proposée,  d'une  part  n'altère  pas  les  angles, 
d'autre  part  change  les  droites  et  les  cercles  du  plan  des  x  en 
droites  ou  en  cercles  dans  le  plan  des  y.  Si  on  convient  de  regarder 
les  droites  d'un  plan  comme  des  cercles  qui  passent  par  le  point  oo 
de  ce  plan,  on  dira  que  la  transformation  considérée  change  les 
cercles  en  cercles  ;  il  en  est  évidemment  de  même  de  la  transfor- 
mation inverse 

„  _  -  b'y  +  b 


a  y  H-  a 
qui  est  de  même  nature  que  la  proposée. 


278  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

La   propriété  de   la  transformation  considérée  de  changer  les 
cercles  en  cercles  résulte  aussi  de  la  relation 


J  —  Ji  .  Js  —  Ji  _  x 


y  —  y-2   .73  —  y-*     x  —  x.2    x3  —  xt  ,, 

qui  lie  évidemment  quatre  points  x,  xlf  x2,  xs  à  leurs   corres- 
pondants y,  )'i,  y2,  J3î   notons,    en  passant,    que   cette   relation 
prouve  que  la  transformation  considérée  est  déterminée  quand  oii 
se  donne  trois  points  xif  x2,  x3  et  leurs  correspondants  y1?  y-2,  y 3. 
Elle  montre,  en  considérant  les  valeurs  absolues  des  rapports  qui 
figurent  dans  les  deux  membres,  que  si  le  point  x  décrit  un  cercle 
tel  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  ce  cercle 
aux  deux  points  fixes  Xi,  x%,  soit  constant,   c'est-à-dire  un  cercle 
appartenant  au  faisceau  dont  les  points  xi}  x.2  sont  les  points  limites 
(au  sens  de  la  géométrie  des  cercles),  le  point  y  décrira  un  cercle 
tel  que  le  rapport  des  distances  d'un  quelconque  de  ses  points  aux 
points  yi,  y2  soit  aussi  constant,  c'est-à-dire  un  cercle  appartenant 
au  faisceau  de  cercles  dont  les  points  y{,  y 2  sont  les  points  limites. 
La  même  relation,  en  considérant  les  arguments  au  lieu  des  rap- 
ports, et  en  se  rappelant  les  théorèmes  de  géométrie  sur  les  angles 
inscrits,  montre  que,  si  le  point  x  décrit  un  cercle  passant  par  les 
points  Xi,  X2,  le  point  y  décrira  un  cercle  passant  par  les  points  jx,  y2- 
On  voit  ainsi  que  la  transformation  considérée  change  un  faisceau 
de  cercles  en  un  faisceau  de  cercles,  deux  faisceaux  de  cercles  tels 
que   les    cercles    du    premier   faisceau   soient    orthogonaux    aux 
cercles  du  second  faisceau,  en  deux  faisceaux  qui  jouissent  de  la 
même  propriété  ;  cela  résulte  aussi  du  principe  de  la  conservation 
des  angles,  en  vertu  duquel  il  est  clair  que  deux  cercles  ortho- 
gonaux doivent  se  changer  en  deux  cercles  orthogonaux.  La  figure 
formée  par  un  cercle  et  deux  points  symétriques  par  rapport  à  ce 
cercle  se  change  en   un  cercle  et   deux  points   symétriques   par 
rapport  à  ce  cercle. 

Au  point  00  du  plan  des  x  correspond  le  point  —,  du  plan  des  y  ; 
les  droites  du  plan  des  x  ont  pour  transformées  des  cercles  du  plan 

des  y  qui  passent  par  le  point  -7;  le  point -,  du  plan  des  x  a 

pour  correspondant  le  point  00   du  plan  des  y  ;    les  cercles  du 
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plan  des  x  qui  passent  par  le  point  —  —  ont  pour  transformés 

des  droites  du  plan  des  y,  les  droites  du  plan  des  x  qui  passent 

b' 
par  le  point  —  —  du  plan  des  x  ont  pour  transformées  des  droites 

du  plan  des  y  qui  passent  par  le  point  -7.  Soient  Cx  un  cercle  du 

plan  des  x  et  Cy  le  cercle  correspondant  du  plan  des  y.  Le  centre 
du  cercle  Cy  est  le  point  correspondant,  dans  le  plan  des  y,  du 

b' 
point  du  plan  des  x  qui  est  symétrique  du  point  —  -7  par  rapport 

à  Gx.  Si  le  cercle  Cx  contient  à  son  intérieur  le  point  —  -7,  l'in- 
térieur du  cercle  Gx  a  pour  transformé  l'extérieur  du  cercle  C,,,  etc. 

337.  —  Dans  les  correspondances  précédemment  étudiées,  à 
deux  points  distincts  du  plan  des  x  correspondent  deux  points 
distincts  du  plan  des  y.  La  correspondance  entre  les  deux  plans 
est  parfaite,  si  toutefois  on  convient  de  parler  du  point  00  d'un 
plan  comme  d'un  point  proprement  dit.  Il  n'en  est  plus  de  même 
pour  une  correspondance  telle  que  celle  qui  est  définie  par  l'égalité 
y  =  x-.  Il  est  clair  qu'aux  points  x  et  —  x  ne  correspond  qu'un 
point  du  plan  des  y. 

L'ensemble  des  points  x-  recouvre  deux  fois  le  plan  des  y.  Inver- 
sement il  faut  et  il  suffit  que  deux  points  x,  x'  soient  symétriques 
par  rapport  au  point  o  pour  qu'ils  aient  même  correspondant  y. 

J'insisterai  un  peu  sur  la  correspondance  entre  x  et  y,  et  sur  la 
définition  de  \Jy  :  c'est  que  les  considérations  sur  lesquelles  est 
fondée  cette  définition,  se  retrouvent  dans  une  foule  de  cas,  avec 
quelques  différences  que  le  lecteur  reconnaîtra  de  lui-même. 

Ne  considérons  (Jig-  3i)  que  le  demi-plan  des  x  qui  est  à  droite 
de  l'axe  des  ordonnées  ou,  si  l'on  veut,  les  points  x  pour  lesquels  la 
partie  réelle  de  l'affixe  est  positive  :  il  est  clair  que  deux  points 
distincts  decedernier  plan  auront  pour  correspondants  dans  le  plan 
des  y  des  points  distincts  ;  il  n'y  a  exception  que  pour  les  points 
mêmes  de  l'axe  des  ordonnées  qui  ont  leurs  correspondants  sur  l'axe 
négatif  dans  le  plan  des  y.  Si  l'on  imagine  un  point  x  décrivant  l'axe 
des  ordonnées,  de  bas  en  haut,  le  point  correspondant  y  décrira 
deux  fois  l'axe  des  quantités  négatives  de  —  co  à  o  puis  de  o  à 
—  00  ;  un  même  point  de  l'axe  négatif  dans  le  plan  des  y  corres- 
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pond  manifestement  à  deux  points  de  l'axe  des  ordonnées  du  plan 
des  a?,  symétriques  par  rapport  au  point  o.  On  reconnaît  d'ailleurs 
qu'un  point  du  demi-plan  des  x  situé  très  près  de  l'axe  des  ordon- 
nées a  pour  correspondant  un  point  y  situé  au-dessus  de  l'axe 
négatif  ou  au-dessous  de  cet  axe  suivant  que  le  point  x  est  lui- 
même  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses  dans  son 
plan.  Sauf  les  points  situés  dans  le  plan  des  y  sur  l'axe  négatif, 
chaque  point  y  est  le  correspondant  d'un  seul  point  du  demi-plan 

des  x  :  ce  point  a  pour  affixe  \/r  (  cos  — h  i  sin  -  )  en  désignant  par 

7'  la  valeur  absolue  et  par  0  l'argument  principal  de  y.  Les  points 
de  l'axe  négatif  (du  plan  des  y)  sont  les  correspondants  de  deux 


(y) 


DQ 


Fig.  3i. 

points  (du  plan  des  x)  dont  les  affixes  sont  purement  imaginaires 
et  symétriques. 

Imaginons  qu'on  pratique  dans  le  plan  des  y,  le  long  de  l'axe 
négatif  une  coupure  allant  du  point  o  au  point  —  00  ;  quand  le 
point  x  se  meut  dans  le  plan  des  x,  d'une  manière  continue,  sans 
jamais  pénétrer  dans  la  région  située  à  gauche  de  l'axe  des  ordon- 
nées, le  point  y  se  déplace  d'une  façon  continue  dans  son  plan  sans 
jamais  traverser  la  coupure  ;  quand  le  point  x  vient  affleurer  la 
moitié  supérieure  de  l'axe  des  ordonnées,  le  point  y  vient  affleurer 
le  bord  supérieur  de  la  coupure,  qu'il  est  ainsi  naturel  de  rattacher 
à  la  partie  du  plan  des  y  qui  est  située  au-dessus  de  l'axe  des 
quantités  négatives  ;  de  même,  quand  le  point  x  vient  allleurer  la 
moitié  inférieure  de  l'axe  des  ordonnées,  le  point  y  vient  affleurer 
le  bord  inférieur  de  la  coupure  du  plan  des  y  que  l'on  rattachera 
ainsi  à  la  partie  inférieure  du  plan  des  y.  Les  deux  bords  de  la 
coupure  ont  été  figurés  par  deux  droites  parallèles  rapprochées  ; 
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ces  deux  bords  sont  en  réalité  confondus  avec  l'axe  négatif  ;  ils  ne 
sont  distincts  que  dans  la  pensée  ;  le  bord  supérieur  est  regardé 
comme  correspondant  à  la  moitié  supérieure  de  l'axe  des  ordon- 
nées, du  plan  des  x,  le  bord  inférieur  comme  correspondant  à 
la  moitié  inférieure  du  même  axe.  Le  plan  des  y,  ainsi  découpé, 
peut  être  regardé  comme  correspondant  parfaitement  à  la  moitié 
de  droite  du  plan  des  x. 

Si  le  point  a?  décrit,  dans  le  plan  des  x  (fig.  32),  une  demi-droite 
partant  du  point  o,  le  point  y  =  x%  décrira,  dans  le  plan  des  y,  une 
demi-droite  partant  du  point  o  de  ce  plan  ;  son  argument  sera  double 
de  l'argument  de  la  première  demi-droite  ;  si  celle-ci  tourne  autour 


du  point  o  du  plan  des  x  de  manière  que  son  argument  croisse  de 
—  -  à  ~,  la  demi-droite  du  plan  des  y  tournera  autour  du  point  o 
de  façon  que  son  argument  croisse  de  —  n  à  n  ;  la  première  aura 
décrit  la  moitié  du  plan  des  x  qui  s'étend  à  droite  de  l'axe  des  or- 
données, la  seconde  tout  le  plan  des  y  ;  à  deux  positions  distinctes 
de  la  première  correspondent  deux  positions  distinctes  de  la  se- 
conde, sauf  pour  les  deux  directions  d'argument  —  -,  -h  -,  oppo- 
sées sur  l'axe  des  ordonnées  ;  à  ces  deux  directions  ne  correspond 
dans  le  plan  des  y  qu'une  seule  demi-droite,  qu'il  est  très  naturel 
de  dédoubler  comme  on  l'a  expliqué,  en  faisant  correspondre  le 
bord  supérieur  de  la  coupure  à  la  demi-droite  de  l'axe  des  x  dont 

l'argument  est  -h  -  et  le  bord  inférieur  à  la  demi-droite  dont  l'ar- 
gument est  —  ,  • 
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Considérons  encore,  dans  le  plan  des  x,  le  demi-cercle  décrit  du 
point  ô  avec  le  rayon  r,  situé  à  droite  de  l'axe  imaginaire  et  ren- 
contrant cet  axe  aux  points  a,  b.  Supposons  que  le  point  x  décrive 
ce  demi-cercle  du  point  le  plus  bas  b  au  point  le  plus  haut  a  ;  l'ar- 
gument de  x  variera  de  —  -  à  -h  -  ;  le  point  correspondant  y  dé- 
crira le  cercle  de  centre  o,  dans  le  plan  des  y,  et  de  rayon  r2  du 
point  b'  situé  sur  le  bord  inférieur  de  la  coupure  au  point  coïnci- 
danta'  du  bord  supérieur  de  la  coupure. 

r  Puisque  la  correspondance  entre  le  demi-plan  des  x  situé  à  droite 
de  l'axe  imaginaire  et  le  plan  des  y  découpé  comme  on  l'a  expliqué, 
est  parfaite,  on  peut  au  moyen  de  cette  correspondance,  définir 
x  =  \Jy  comme  une  fonction  univoque  de  y. 

Cette  définition  équivaut  aux  suivantes  :  \/y  est,  pour  chaque  va- 
leur de  y,  la  racine  carrée  de  y  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

Si  l'on  choisit  pour  l'argument  de  y  la  valeur  principale  de  cet 
argument,  l'argument  de  \/y  sera  la  moitié  de  l'argument  de  y,  la 
valeur  absolue  de  \/y  sera  la  racine  carrée  arithmétique  de  la  va- 
leur absolue  de  y. 

Ces  deux  définitions  tombent  naturellement  en  défaut  quand  y 
est  un  nombre  réel  négatif,  quand  le  point  y  est  sur  la  coupure  : 
pour  les  compléter,  il  faut  dire  si  y  appartient  au  bord  supérieur 
ou  au  bord  inférieur  de  la  coupure  ;  suivant  les  cas,  suivant  que  le 
point  y  sera  en  a  ou  en  b',  le  point  x  =  \/y  sera  en  a  ou  en  b, 
\fy  sera  un  nombre  purement  imaginaire  dans  lequel  le  coefficient 
de  i  est  positif  ou  négatif. 

On  peut  dire  encore,  en  désignant  par  v/— J  la  racine  carrée 
arithmétique  du  nombre  positif  —  y,  que  \/y  est  égal  à  i  / — y  ou 
à  —  i  \J —  y  suivant  que  y  est  sur  le  bord  supérieur  ou  sur  le  bord 
inférieur  de  la  coupure. 

La  fonction  \/y  ainsi  définie  est  continue  dans  tout  le  plan  des  y, 
quand  on  a  pratiqué  la  coupure,  si  l'on  convient,  comme  il  a  été 
expliqué  plus  haut,  de  regarder  comme  distincts  les  bords  de  la 
coupure,  de  ne  pas  regarder  comme  voisins  deux  points  qui  coïn- 
cident en  réalité,  mais  qui  appartiennent  l'un  au  bord  supérieur, 
l'autre  au  bord  inférieur,  ou  deux  points  très  rapprochés  de  la 
coupure  et  situés  de  part  et  d'autre.  La  continuité  de  \'y  en  un 
point  yQ  de  la  coupure,  situé  par  exemple  sur  le  bord  supérieur, 
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consiste  en  ce  qu'à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre 
positif  77  tel  que  l'on  ait  |  \'y  —  \/y0  |  <  s  si  l'on  a  |  y  —  j0  |  <Lyj 
et  si  le  coefficient  de  i  dans  y  est  positif. 

338.  —  On  vient  d'employer  un  procédé  particulier  pour  défi- 
nir y/y,  ou  \/x,  car  le  nom  de  la  variable  n'importe  évidemment 
pas  ;  on  peut  en  adopter  d'autres,  pourvu  que  le  carré  de  la  valeur 
adoptée  pour  \Jx  soit  toujours  égal  à  x  :  cette  condition  est,  en 
particulier,  aussi  bien  vérifiée  pour  —  \Jx  que  pour  \jx.  C'est  par 
des  raisons  de  continuité  qu'on  se  laisse  habituellement  guider 
dans  le  choix  qu'on  adopte. 

Dans  tous  les  cas,  la  valeur  absolue  de  \Jx  devra  être  la  racine 
carrée  arithmétique  de  la  valeur  absolue  de  x,  On  peut  convenir 
d'adopter  pour  argument  de  \Jx  la  moitié  de  l'argument  de  x  ;  dès 
lors,  toutes  les  fois  qu'on  a  adopté  une  règle  pour  déterminer  l'ar- 
gument de  x,  la  fonction  \Jx  se  trouve  définie  par  là-même. 

Par  exemple,  la  définition  adoptée  dans  le  numéro  précédent 
revient,  de  ce  point  de  vue,  à  adopter  pour  l'argument  de  x  sa  va- 
leur principale,  comprise  entre  —  n  et  -+-  n. 

Considérons  un  lien  (T)  défini  par  les  formules 

où  f(t),  gif)  sont  des  fonctions  réelles  et  continues  dans  l'inter- 
valle (t0,  tt)  de  la  variable  réelle  t  :  ces  formules  définissent  bien 
un  lien,  au  sens  du  n°  288,  puisqu'elles  définissent  l'abscisse  f(i) 
et  l'ordonnée  g  Ci)  d'un  point  quelconque  de  ce  lien.  Je  suppose 
essentiellement,  sur  ce  lien,  qu'il  ne  passe  pas  par  le  point  o  ;  en 
d'autres  termes  les  fonctions  f[t),  g(t)  ne  doivent  pas  s'annuler 
pour  une  même  valeur  de  t  appartenant  à  l'intervalle  (70,  tt)'.  Soit 
6  une  valeur  de  t  appartenant  à  l'intervalle  (/0,  t^,  f  le  point 
correspondant  du  lien  et  a  une  valeur  déterminée  de  l'argument 
de  £.  L'argument  de  x  peut  être  défini,  sans  ambiguité,  pour  cha- 
que valeur  de  t,  comme  une  fonction  continue  de /qui,  pour  t  =  6., 
se  réduit  à  a  :  ce  sera  la  somme  de  o?  et  de  l'angle,  défini  au  moyen 
du  lien  (T),  dont  le  sommet  est  au  point  o,  dont  le  premier  côté 
passe  par  le  point  2  et  dont  le  second  côté  passe  par  le  point  du 
lien  qui  correspond  à  la  valeur  considérée  du  paramètre.  Alors  v/:t 
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sera  définie  sans  ambiguïté  pour  chaque  valeur  de  /  :  ce  sera  ma- 
nifestement une  fonction  continue  de  /.  On  reconnaît  immédiate- 
ment que  pour  définir  ainsi  y/a:,  il  n'est  pas  nécessaire  de  se  donner 
a,  ii  suffit  de  se  donner  la  valeur  de  \  £  ;  car  on  pourra  prendre 
ensuite  a  égal  au  double  de  l'un  quelconque  des  arguments  de  \f  \. 
On  peut  caractériser  cette  façon  de  faire  en  disant  que  \Jx  est  défi- 
nie au  moyen  du  lien  et  de  sa  valeur  en  un  point  du  lien. 

Si  le  lien  (T)  est  simple  et  ouvert,  on  peut  dire  aussi  que  la 
fonction  \jx  est  définie  sans  ambiguité  pour  chaque  point  x  du 
lien  ;  mais,  s'il  en  est  autrement,  la  valeur  de  x  ne  suffit  pas,  il 
faut  savoir  à  quelle  valeur  de  t  elle  correspond.  Si  le  même  point 
x  correspond  aux  deux  valeurs  t',  t",  les  valeurs  de  \/x  peuvent  être 
égales,  comme  elles  peuvent  être  symétriques,  lorsqu'on  regarde  x 
comme  correspondant  à  t1  ou  à  /".  Cette  circonstance  peut  se  pré- 
senter quand  le  lien  est  simple  et  fermé  ;  les  valeurs  de  \/x  pour 
t  =  t0  et  pour  t  =  t{  peuvent  être  égales  ;  elles  peuvent  être  symé- 
triques. 

Pour  pouvoir  comparer  la  nouvelle  définition  avec  celle  du  nu- 
méro précédent  et  éviter  les  confusions  d'écritures,  convenons, 
pour  un  moment,  d'employer  les  notations  \/x,  (\/x),  la  première 
avec  la  signification  du  numéro  précédent,  la  seconde  avec  la  si- 
gnification qu'on  vient  d'expliquer  ;  x  désigne  toujours  un  point 
du  lien.  Afin  de  simplifier  un  peu,  je  supposerai,  relativement  à  la 
définition  de  (y/a:),  que  la  valeur  6  de  t  pour  laquelle  on  a  fixé  l'ar- 
gument de  x  coïncide  avec  t0,  en  sorte  que  le  point  <~  correspon- 
dant est  l'origine  du  lien  ;  je  supposerai  en  outre  que  le  point  E, 
n'est  pas  situé  sur  l'axe  négatif  et  qu'on  ait  pris  pour  a  la  valeur 
principale  de  l'argument  ;  alors,  à  l'origine  du  lien  (T),  y/a;  et  (y/a;) 
coïncident.  En  un  point  quelconque  du  lien,  correspondant  à  la  va- 
leur t  du  paramètre,  (y/a;)  est  une  fonction  continue  de  t  ;  il  en  est 
de  même  de  y/a;,  pourvu  que  x  ne  soit  pas  sur  l'axe  négatif.  La  dif- 
férence \/x  —  (y/a?)  est  continue  tant  que  ses  deux  termes  sont  des 
fonctions  continues  ;  elle  est  d'ailleurs  égale  soit  à  o,  soit  à  ±  2  y/à;  ; 
dans  ce  dernier  cas,  elle  reste  toujours  supérieure,  en  valeur  abso- 
lue, à  un  nombre  positif  fixe,  puisque  la  valeur  absolue  de  x  est 
au  moins  égale  à  la  distance  du  point  o  au  lien,  qui  n'est  pas 
nulle.  Il  suit  de  là  que  la  différence  y/âc  —  Va;)  nulle  pour  /  =  /„ 
reste  nulle,  lorsque  /  croît  à  partir  de  t0,  tant  que  l'on  n'atteint  pas 
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Taxe  négatif.  Supposons  qu'on  atteigne  cet  axe  une  première  fois, 
au  point  x' ,  pour  t  =  t'  ;  si,  pour  /  un  peu  plus  petit  et  un  peu 
plus  grand  que  /',  le  coefficient  de  i  garde  le  même  signe,  si,  en 
d'autres  termes,  le  point  x  ne  traverse  pas  la  coupure,  alors  la 
conclusion  subsiste  :  la  différence  reste  nulle  pour  t=t'  et  pour  t 
un  peu  plus  grand  que  /',  pourvu  que  l'on  regarde  x'  comme 
appartenant  à  celui  des  bords  de  la  coupure  qu'il  faut  considérer 
comme  voisin  des  points  du  lien  qui  correspondent  aux  valeurs  de 
t  un  peu  plus  petites  ou  un  peu  plus  grandes  que  t'  ;  la  même 
conclusion  subsisterait,  avec  une  condition  analogue  si,  dans  l'in- 
tervalle (l,  L"j  lc  point  x  restait  sur  l'axe  négatif  et  si  le  coefficient 
de  i  dans  x  restait,  pour  les  valeurs  de  t  un  peu  plus  grandes  que 
t",  du  même  signe  que  pour  les  valeurs  un  peu  plus  petites  que  /'. 

Mais  les  choses  se  passent  différemment  si  pour  t=  t' ,  le  lien 
(T)  traverse  l'axe  négatif;  pour  des  valeurs  de  t  suffisamment  voi- 
sines de  /',  le  point  x  est  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  l'axe  négatif 
suivant  que  t  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  t1  ;  les  valeurs  prin- 
cipales de  l'argument  pour  deux  points  ainsi  placés  de  côté  et 
d'autre  de  l'axe  négatif  diffèrent  à  peu  près  de  'i~\  les  deux  va- 
leurs de  \Jx  sont  à  peu  près  symétriques,  en  sorte  que  la  valeur  de 
—  \Jx  pour  /  un  peu  plus  grand  que  /'  est  voisine  de  la  valeur  de 
\fx  pour  t  un  peu  plus  petit  que  /'  ;  pour  /  plus  petit  que  /',  \Jx 
coïncide  avec  (yx)  ;  pour  t  un  peu  plus  grand  que  /',  c'est  au  con- 
traire —  \/x  qui  coïncide  avec  (/#)  ;  lorsque  /  continue  de  croître 
à  partir  de  l' ,  on  a  toujours  —  \lx  =  {<Jx),  tant  que  l'on  n'atteint 
pas  l'axe  négatif,  etc.. 

J'abandonne  maintenant  la  signification  spéciale  attribuée  aux 
notations  Jx,  (i/âc). 

Considérons  un  domaine  simple  (A)  (n°  320  .  Je  suppose  essen- 
tiellement que  le  point  o  soit  extérieur  à  ce  domaine.  On  a  démon- 
tré au  n°  314  que  l'argument  de  x,  l'angle  dont  le  premier  côté 
est  l'axe  positif,  dont  le  second  côté  va  du  point  o  au  point  x,  peut 
être  défini  comme  une  fonction  continue  de  x  qui,  pour  le  point 
donné  x0  du  domaine,  se  réduit  à  une  valeur  a0  arbitrairement 
choisie  parmi  les  arguments  de  x0.  Par  l'à-même  v;  r  se  trouve  dé- 
finie dans  tout  le  domaine  ;  il  n'est  même  pas  nécessaire  de  se 
donner  a0  ;  il  suffit  de  se  donner  la  détermination  /a?0  de  \Jx  en  js0  ; 
\lx  est  alors  définie  comme  une  fonction  de  x,  continue  dans  le 
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domaine  et  se  réduisant  à  \fx~0  pour  x  =  x0.  On  pourra  si  l'on  veut 
prendre  a0  égal  au  double  de  l'un  des  arguments  de  \Jx9. 

Soit  T)  un  lien  dont  tous  les  points  appartiennent  au  domaine 
et  qui  contienne  le  point  x0  ;  définissons  maintenant  la  fonction 
(Va?)  le  long  de  ce  lien,  au  moyen  de  la  valeur  >Jxa  qu'elle  doit 
prendre  en  ce  point,  en  sorte  que  la  fonction  (y/a?)  coïncide  en  x0 
avec  la  fonction  \Jx,  définie  dans  tout  le  domaine.  Les  deux  fonc- 
tions (y/a:)  et  \/x  coïncideront  tout  le  long  de  (T),  comme,  on  le  voit 
en  raisonnant  ainsi  qu'on  a  fait  un  peu  plus  haut. 

Considérons  plusieurs  liens  partant  du  point  x0,  aboutissant  au 
point  asj  et  contenus  tout  entiers  dans  le  domaine  ;  si  l'on  définit 
la  fonction  ^x ,  sur  chacun  des  liens,  en  partant  de  la  même  va- 
leur initiale  \fx0,  on  aboutira  au  point  xl  à  la  même  valeur  de  yjx^ 
quel  que  soit  le  lien  que  l'on  considère. 

Si,  en  particulier,  on  considère  un  lien  fermé,  contenu  dans  le 
domaine,  et  si  on  définit  \fx  le  long  de  ce  lien  en  partant  d'une 
valeur  déterminée  \/x0,  au  point  de  départ  x0,  on  reviendra  en  ce 
point,  après  avoir  parcouru  le  lien,  avec  la  même  valeur  y/a?0. 

339.  —  Ces  diverses  définitions  de  \Jx  sont  fondées  sur  la  no- 
tion d'angle  ;  elles  peuvent  être  utilisées  pour  certaines  fonctions 
qui  se  trouvent  être  définies  sans  ambiguïté  quand  on  se  donne 
l'argument  de  x  ;  en  particulier,  elles  s'appliquent,  avec  quelques 
modifications  qui  ne  peuvent  échapper  au  lecteur,  à  la  définition 
précise  de  la  fonction  x"1,  où  m  est  un  nombre  réel,  soit  dans  le 
plan  coupé  comme  au  n°  337,  soit  le  long  d'un  lien,  soit  dans  un 
domaine  simple  comme  à  la  fin  du  précédent  numéro.  Le  point  o 
ne  doit  appartenir  ni  au  lien,  ni  au  domaine. 

Si  le  lecteur  veut  bien  réfléchir  un  peu  sur  les  définitions  de 
l'angle  considéré  comme  on  l'a  fait  au  précédent  chapitre,  il  recon- 
naîtra immédiatement  que  le  succès  de  ces  définitions  tient,  d'une 
part,  à  ce  que  les  diverses  valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  un  angle 
différent  d'une  quantité  finie  un  multiple  de  2ît),  et  que,  d'autre 
part,  on  peut  faire  varier  l'angle  d'une  façon  continue.  Rien  n'em- 
pêche de  fonder  la  définition  de  N  x  sur  des  propriétés  analogues, 
sans  passer  par  l'argument,  en  employant  d'ailleurs  des  raisonne- 
ments analogues  à  ceux  des  nos  292.  302.  Je  m'arrête  un  instant 
sur  cette  méthode,  en  raison  de  sa  généralité. 
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Considérons  d'abord  l'ensemble  parfait  (G)  -t-  (F)  constitué  par 
un  continuum  (C)  et  sa  frontière  (F)  ;  je  suppose  que  le  point  o 
n'appartienne  pas  à  cet  ensemble  dont  tous  les  points  seront  par 
suite  à  une  distance  du  point  o  supérieure  ou  égale  à  un  nombre 
fixe,  que  je  désigne  par  o\  Soit  s  l'écart  de  l'ensemble;  je  suppo- 
serai s  <C  r}.  Dans  ces  conditions,  il  est  aisé  de  définir  une  fonction 
y  de  x,  continue  dans  l'ensemble  (C)  -t-  (F),  vérifiant  identique- 
ment l'équation  y2  =  x',  et  prenant  pour  un  point  xoi  qui  appar- 
tient à  l'ensemble,  une  valeur  y0  arbitrairement  choisie  parmi  les 
deux  racines  de  l'équation  y2  =  x0  ;  ces  conditions  d'ailleurs  dé- 
terminent entièrement  la  fonction  y  ou  \Ac- 

Soit  en  effet  x  un  point  quelconque  de  l'ensemble  ;  on  va  choisir 
pour  la  valeur  correspondante  de  \Jx  celle  des  deux  racines  de 
l'équation  (en  y)  y2  =  x  qui  esTla  plus  voisine  de  y0  ;  on  va  voir 
d'ailleurs  que  ces  deux  racines  ne  peuvent  être  également  éloignées 
de  y0  ;  on  a  en  effet 

O'o  —  y)  bfo  +  fi  =  x°  ~  x- 

en  désignant  par  y  l'une  des  deux  racines  ;  on  en  déduit 

-     I/o  —y\  Ijo  H-r|  <^  s: 

l'un  au  moins  des  deux  nombres  \y0  —  y\,  |y„-Hy|>  est  donc 
inférieur  ou  égal  à  /e  ;  on  peut  supposer  qu'il  en  est  ainsi  du  pre- 
mier, car,  autrement,  on  changerait  y  en  —  y.  Dès  lors,  on  a  cer- 
tainement \y0  H-  y\  >  \/l,  car  les  deux  inégalités  \y0  —  y\  <  s, 
|y0  -h  y\  ^==  s  entraîneraient 

2  IJol  ^  I/o  +  y\  -h  |y0  —  y|  ^  2  \/l  ; 

or  ceci  est  contraire  aux  suppositions  que  l'on  a  faites  qui  en- 
traînent |y0|  >  \/o  >  \/s. 

On  a  donc  certainement  !y0  —  3'jr<  |y"o  ■+■  j|  5  cette  condition 
ou,  si  l'on  préfère,  l'inégalité  {y0  —  y\  ^  \/e  déterminent  y  ou  v^c 
sans  ambiguïté  dans  l'ensemble  (C)  -+-  (F).  La  fonction  ainsi  dé- 
finie est  continue  dans  cet  ensemble;  soient  en  effet  xL,  x.2  deux 
points  du  domaine  et  yu  y.2  les  valeurs  de  \/x  définies  comme  on 
l'a  expliqué  ;  on  peut  poser  yt  =  y0  -t-  oy  ^/£,  y%  =  y0  -+-  p2  \j%  en 
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désignant  par  plt  p2,  des  nombres  imaginaires  dont  les  valeurs 
absolues  sont  moindres  que  i  ;  on  a  d'ailleurs 

n  ~  Jl  =  y^lf\  =  3j0-f-.(pt-t-p2)^  ' 

puis 

|2Jo  +  (?j  +  p2)v/è|  >  2|j0|  —  |Pj  -I-  p2|\/£^  *\/o  —  ay/i. 
On  a,  par  conséquent 

et  cette  inégalité  rend  manifeste  la  continuité  de  la  fonction  dans 
tout  l'ensemble  (C)  H-  (F). 

Il  n'y  a  d'ailleurs  dans  l'ensemble  qu'une  seule  fonction  con- 
tinue qui  vérifie  identiquement  l'équation  y2  =  x  et  qui  pour 
x  =  x0  prenne  la  valeur  prescrite  y0  :  considérons  en  effet  une 
seconde  fonction  satisfaisant  à  ces  deu\  conditions  et  prenant  en 
un  point  x'  de  l'ensemble  une  valeur  différente  de  \Jx'  ;  il  suffirait 
de  relier  le  point  x0  au  point  x'  par  un  lien  contenu  dans  l'en- 
semble (C)  -+-  (F),  et  de  se  rappeler  un  raisonnement  déjà  employé 
plus  d'une  fois  pour  voir  que  la  différence  entre  les  deux  fonctions 
ne  peut  être,  le  long  du  lien,  une  fonction  continue  du  paramètre 
dont  la  valeur  détermine  chaque  point  du  lien,  sans  être  nulle. 

Il  suit  de  là  que  si,  au  lieu  de  partir  du  point  x0  avec  la  valeur 
initiale  y0  pour  \/x0,  on  était  parti  du  point  x'0  avec  la  valeur  y'0, 
on  aurait  en  procédant  de  la  même  façon,  défini  la  même  fonction, 
si  y'0  se  trouve  être  la  valeur  de  \Jx'a  qui  résulterait  de  la  première 
définition. 

Ceci  posé,  si  l'on  considère  un  lien  (T),  défini  par  la  formule 

*=/(O-+-«0(O      t^t^u, 

e-t  qui  ne  passe  pas  par  le  point  o,  on  pourra  définir  tfx  comme 
une  fonction  continue  de  /  qui  prenne  pour  /u  (par  exemple'  une 
valeur  prescrite  \z'x0,  dont  le  carré  toutefois  soil  égal  à  x0;  on 
intercalera  entre  t0  et  /,,  des  nombres  croissants  /',  t\  ....  en 
s'arrangeant  de  façon  que  les  intervalles  (/„,  /'  .  t' .  F),  ..., 
'/("    ".  t,)  soient  assez  petits  pour  que  les  liens  partiels  qui  cotres- 
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pondent  à  ces  intervalles  puissent  être  regardés  comme  contenus 
dans  des  ensembles  parfaits  qui  satisfassent  aux  mêmes  conditions 
que  l'on  a  imposées  tout  à  l'heure  à  l'ensemble  (G)  -f-  (F).  Dès 
lors  \/x  peut  être  définie  dans  le  premier  ensemble  et  par  suite  dans 
l'intervalle  (/0,  t!)  en  partant  de  la  valeur  \fxQ  ;  puis,  dans  le  second 
ensemble  et  par  suite  clans  l'intervalle  (t',  t"),  en  partant  de  la 
valeur  \lx'  qui  correspond  à  t  =  t' ,  etc. 

Soit  maintenant  (A)  un  domaine  simple  auquel  le  point  o  soit 
extérieur;  soit  x0  un  point  de  ce  domaine.  On  va  montrer,  en  res- 
tant dans  le  même  ordre  d'idées,  qu'il  existe  une  fonction  \/x,  con- 
tinue dans  le  domaine,  qui,  pour  x  =  xQ  se  réduit  à  la  valeur  pres- 
crite v7^-  Cette  fonction  est  unique. 

Je  vais  d'abord  établir  cette  proposition  quand  le  domaine 
simple  est  une  de  ces  figures  que  j'ai  désignées  au  n°  314  sous  le 
nom  de  trapèzes  ;  le  contour  de  ce  trapèze  comprend  :  i°  deux  arcs 
de  courbes  A0Aj,  A'0A!|  dont  les  origines  A0,  A'0  ont  même  abscisse 
a0,  dont  les  extrémités  A,,  A',  ont  même  abscisse  aL  ;  à  chaque 
abscisse  appartenant  à  l'intervalle  («0,  a, )  correspond  un  point  sur 
la  première  courbe  et  un  point  sur  la  seconde,  d'ordonnée  plus 
grande;  toutefois  les  points  A0  et  A'0,  A,  et  A[,  peuvent  être  con- 
fondus; 2°  deux  côtés  A0A'0,  A,Aj  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées; 
l'un  ou  l'autre  de  ces  côtés  peut  être  de  longueur  nulle.  Tous  les 
points  du  trapèze  sont  supposés  à  une  distance  du  point  o  supé- 
rieure à  un  nombre  positif  fixe  &. 

On  peut  décomposer  ce  trapèze  par  des  parallèles  à  l'axe  des 
ordonnées,   dont  les  distances  mutuelles  soient  moindres  que  le 

nombre  positif  y- ,  en  une  première  série  de  trapèzes,  se  succédant 

V  2 

de  gauche  à  droite. 

Considérons  celui  qui  contient  le  point  x0.  On  le  décomposera, 
par  des  parallèles  à  l'axe  des  abscisses  dont  les  distances  mu- 
tuelles soient  moindres  que  -7=  ,  en  une  seconde  série  de  petits  tra- 

pèzes  comprenant  des  rectangles).  Chacun  de  ces  petits  trapèzes 
peut  être  regardé  comme  cet  ensemble  parfait  du  début,  où  tous 
les  points  sont  à  une  distance  du  point  o  supérieure  à  cS\  où  deux 
points  quelconques  sont  à  une  distance  mutuelle  inférieure  à  s  <C^- 
Le  mode  de  définition  pour  \  x  s'applique.   On  l'appliquera  tout 
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d'abord  au  trapèze  qui  contient  le  point  xQ,  pour  lequel  \/x~Q  est 
donnée  ;  dans  tout  le  petit  trapèze  la  fonction  \/x  est  définie  et  con- 
tinue; il  en  est  ainsi  sur  les  côtés  parallèles  à  l'axe  des  abscisses; 
considérons  un  de  ces  côtés,  il  est  commun  avec  un  second  tra- 
pèze, contigu  au  premier  ;  on  prendra  un  point  xv  sur  ce  côté  ;  en 
ce  point,  la  valeur  de  \/xy  est  définie,  et  l'on  peut  par  conséquent 
par  le  même  procédé,  définir  \Ac  dans  tout  le  second  trapèze  ; 
en  raison  de  la  continuité  sur  le  côté  commua  aux  deux  trapèzes, 
les  valeurs  de  \/x  qui  résultent  de  la  première  ou  de  la  seconde  dé- 
finition sont  les  mêmes,  puisqu'elles  sont  les  mêmes  en  xy  ;  on 
continuera  ainsi  successivement  de  trapèze  en  trapèze,  par  exemple 


Fi#.  33. 


en  descendant  à  partir  du  trapèze  qui  contient  x0,  puis,  quand  on 
a  achevé  de  descendre,  en  remontant  à  partir  du  même  trapèze  ;  on 
aura  ainsi  défini  sjx  dans  tout  un  trapèze  de  la  première  série,  celui 
qui  continuait  x0  ;  on  procédera  pour  les  trapèzes  de  la  première 
série  comme  on  a  fait  pour  les  trapèzes  de  la  seconde  ;  la  fonction 
\Jx  est  ainsi  définie  pour  tout  le  trapèze  primitif. 

La  proposition,  une  fois  établie  pour  un  trapèze,  il  suffit  d'appli- 
quer au  domaine  total  ce  procédé  de  décomposition  que  l'on  a 
décrit  au  n°  314  et  qui  aboutit  à  des  trapèzes,  puis  d'employer  le 
même  mode  de  raisonnement,  pour  démontrer  par  induction  qu'on 
peut  définir  \Jx  dans  tout  le  domaine  comme  une  fonction  con- 
tinue. 
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340.  —  Soit  f[x,  y)  un  polynôme  en  x,  y  du  degré  n  en  y; 
soit  (A)  un  domaine  simple  ne  contenant  aucun  pointa:  pour  le- 
quel l'équation  (en  y)  fix,  y)  =  o  ait  des  racines  infinies  ou  mul- 
tiples ;  il  n'est  pas  difficile  d'établir  les  propositions  suivantes  : 

Les  racines  ji,  y.2,  ...,  yn  de  l'équation  x,  y  sont  bornées  dans 
le  domaine  (A).  La  différence  entre  deux  quelconques  de  ces  ra- 
cines est  supérieure,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe  r), 
pour  tous  les  points  du  domaine.  Quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positif  s,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  positif  yj  tel  que, 
si  l'on  suppose  \x'  —  x"\  <C  y]  et  si  l'on  désigne  respectivement 
par  j'n  y'.2,  ...,  y'n  et  par  y'[,  y"2,  ...,  y"n  les  racines  de  l'équation  en 
y  pour  les  deux  points  x'  et  x"  de  (A),  on  pourra  accoupler  ehaque 
racine  de  la  première  suite,  à  une  racine  de  la  seconde  suite  de 
façon  que  l'on  ait 

h\-y'l\<z>     Ij^-KK-...,  ■  |.j4.—  jy<«. 

Ces  propositions  une  fois  établies,  on  pourra  définir  sans  ambi- 
guïté, dans  Je  domaine  simple  (A),  n  fonctions  continues  yl} 
y2,  ...,  yn  de  la  variable  x,  satisfaisant  toutes  identiquement  à 
l'équation  f(x,  y)  =  o  et  prenant  respectivement  au  point  x'  les 
valeurs  y\,  y'.,,  ...,  y'n.  Les  raisonnements  sont  analogues  à  ceux 
du  numéro  précédent.  Cette  définition  est  le  point  de  départ  de  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  ;  mais,  comme  je  n'ai  pas  l'inten- 
tion d'entrer  dans  cette  théorie,  je  me  bornerai  aux  indications  qui 
précèdent. 

34i.  —  Considérons  encore  la  fonction  y/i  —  x2,  dont  nous 
aurons  besoin  plus  tard.  C'est,  si  l'on  veut,  une  fonction  de  fonc- 
tion. Posons  a  =  i  —  x2  ;  la  valeur  de  u  est  définie  pour  chaque 
valeur  de  x  ;  en  adoptant  l'une  ou  l'autre  des  définitions  de  \/u  que 
l'on  a  exposées  plus  haut,  la  fonction  y/i  —  x2  sera  évidemment 
définie.  Comme  au  n°  337,  je  regarderai  \/a  et  \/i  —  x2  comme 
définies  par  la  condition  que  leurs  parties  réelles  soient  positives  ; 
il  n'y  a  d'ambiguïté  que  si  u  ou  i  —  x'2  sont  négatifs  ;  x,  qui  doit 
alors  être  égal  à  ±  ^i  —  a,  est  réel  et  plus  grand  que  i  en  valeur 
absolue.  Figurons  dans  le  plan  qui  sert  à  représenter  la  variable 
x,  deux  coupures,  pratiquées  le  long  de  l'axe  réel,  l'une  du  point  i 
jusqu'à  4-  oo  ,  l'autre  du  point  —  i  jusqu'à  —  gg  .  En  tout  point 
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x,  non  situé  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux  coupures,  la  fonction 
V'i  —  x2  définie  comme  on  a  fait  est  continue.  Les  deux  coupures 
correspondent  à  la  coupure  que  l'on  tracerait  clans  le  plan  des  u, 


Fig.  34. 

le  long  de  l'axe  négatif,  pour  définir  \/a  comme  il  a  été  expliqué 
au  n°  337.  Il  reste  à  définir  \/i  —  x2  sur  les  bords  des  deux  cou- 
pures. 

Supposons  le  point  u  un  peu  au-dessus  de  l'axe  négatif,  en  sorte 
que  son  argument  principal  soit  un  peu  plus  petit  que  7t.  Il  suffit 
de  se  reporter  à  la  construction  du  point  i  —  u  pour  reconnaître 
que  l'argument  principal,  de  i  —  u  est  négatif  et  petit  en  valeur 
absolue;  des  deux  points  ±  y/i  —  «,  symétriques  par  rapport  au 


\-u 


Fig.  35. 

point  o,  l'un,  dont  l'argument  est  la  moitié  de  l'argument  de 
i  —  u,  est  situé  un  peu  au-dessous  de  la  coupure  qui  va  de  i 
à  H-  oo  ,  l'autre  un  peu  au-dessus  de  la  coupure  qui  va  de  —  i 
à  —  oo  .  Inversement,  pour  les  points  x  ainsi  placés,  le  coefficient 
de  i,  dans  \J  i  —  x2  ou  \/u,  est  positif;  au  contraire,  pour  les  points 
x  placés  un  peu  au-dessus  de  la  coupure  qui  va  de  i  à  -h  oo  ,  ou 
un  peu  au-dessous  de  la  coupure  qui  va  de  —  i  à  —  oo  ,  le 
coefficient  de  i  dans  \/i  —  .r2  est  négatif. 

Quand  x  est  sur  le  bord  inférieur  de  la  coupure  4-  i 1-  oo 

ou  sur  le  bord  supérieur  de  la  coupure  - —  i oo  ,  \U  —  x2 
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est  égal  à  i  \/x2  —  i,  en  donnant  à  \fx2  —  i  sa  signification  arith- 
métique ;    quand    x    est   sur   le   bord    supérieur    de    la    coupure 

-4-    i  -h  oo  ,     ou    sur    le    bord    inférieur    de    la     coupure 

—  i oo  ,  \/i  —  x2  est  égal  à  —  i\/x2  —  i. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  montrer  que  /i  —  x'1  n'est  réel 
que  si  x  est  réel  et  compris  entre  —  i  et  -+-  i,  ou  si  x  est  pure- 


[\JC2  -  1 


-  i  Vu;--  7  i\x--r 

Fig.  36. 

ment  imaginaire;  quand  x  est  dans  l'angle  des  coordonnées  posi- 
tives, ou  dans  l'opposé  par  le  sommet,  le  coefficient  de  i  dans 
v/i  —  x2  est  négatif;  il  est  positif  quand  x  est  dans  l'un  ou  l'autre 
des  deux  autres  angles. 

On  arrive  aux  mêmes  conclusions  par  un  raisonnement  qui  se 
généralise  aisément  et  dont  l'emploi  est  souvent  commode.  Défi- 
nissons \Ji  —  x2  comme  un  nombre  imaginaire  dont  l'argument 
soit  la  moitié  de  l'argument  de  i  —  x2  ;  quand  à  l'argument  de 
i  —  x2,  on  le  définira  par  continuité  le  long  d'un  lien  qui  ne 
passe  par  aucun  des  points  —  i,  j  pour  lesquels  i  —  x2  s'annule. 


Fig.  37. 

par  exemple  le  long  d'un  demi -cercle  décrit  du  point  i  comme 
centre  avec  un  rayon  aussi  petit  qu'on  voudra,  partant  d'un  point 
a  situé  sur  l'axe  réel  entre  les  points  o  et  i  et  aboutissant  au  point 
fi  sur  le  bord  supérieur  de  la  coupure  de  droite,  ou  au  point  fi'  sur 
le  bord  inférieur.  Au  point  a,  i  —  x2  est  réel  et  positif;  son  argu- 
ment est  un  multiple  de  2  tï  ;  si  l'on  veut  que  \/i  —  x-  soit  positif, 
on  devra  prendre  pour  l'argument  de  i  —  x2  un  multiple  pair  de 
2  7ï,  o  par  exemple.  Il  reste  à  voir  comment  varie  l'argument  de 
i  — x2  quand  x  décrit,  par  exemple,  ledemi-cercle  supérieur  a/3.  On 
ai  — x2  =-(i  — x)  (i  -\-x),  la  variation  de  l'argument  de  i  — x2 
est  égale  à  la  somme  des  variations  des  arguments  des  deux  fac- 
teurs i  —  x,  i  -t-  x  ;  la  variation  de  l'argument  de  x  -+-  i  est 
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l'angle  que  décrit  le  vecteur  qui  va  du  point  —  1  au  point  x 
quand  x  décrit  le  demi-cercle  a]3  ;  il  est  nul  (n.  La  variation 
de  l'argument  de  1  —  x  ou  de  ce  —  t  est  l'angle  que  décrit,  dans 
les  mêmes  conditions,  le  vecteur  qui  va  du  point  1  au  point  x  ; 
il  est  évidemment  égala- — t.;  la  variation  de  l'argument  de 
1  —  x2  quand  on  passe  du  point  a  au  point  |3  en  suivant  le  demi- 
cercle  est  égale  à  —  tu  ;  l'argument  de  1  —  x2  reste  égal  à  —  ~ 
tout  le  long  du  bord  supérieur  de  la  coupure  ;  celui  de  Vi  —  x2 

est  égal  à  —  :  ;  il  est  égal  à      sur  le  bord  inférieur  de  la  coupure. 

En  procédant  comme  pour  \Jx,  on  pourrait  aussi  définir  <J  1 — x2 
comme  une  l'onction  continue  de  /  le  long  d'un  lien  (T)  qui  ne 
passe  par  aucun  des  points  -h  1,  —  1  pour  lesquels  les  deux  va- 
leurs possibles  de  y/i  —  x2  viennent  se  confondre  :  cette  fonction 
sera  déterminée  si  on  a  choisi  la  détermination  que  l'on  veut  faire 
correspondre  à  une  valeur  /„  de  /.  Quand  le  lien  traverse  l'une  ou 
l'autre  des  coupures,  les  choses  se  passent  comme  pour  \,lx-  De 
même, on  pourra  définir  y/i  — x2  comme  une  fonction  continue  de 
x  clans  tout  domaine  simple  auquel  les  points  H-  1  et  —  1  sont 
extérieurs. 


II.  —  SÉRIES  ENTIÈRES  EN  x  ;  SÉRIES  ET  PRODUITS  INFINIS  DONT 
LES  TERMES  SQftT  DES  SÉRIES  ENTIÈRES  EN  x  ;  PROLONGEMENT 
D'UNE  FONCTION. 

342.  —  La  considération  de  séries  dont  les  termes  sont  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaginaire  fournit  un  moyen  précieux  pour 
étendre  à  une  telle  variable  la  notion  de  certaines  fonctions  d'une 
variable  réelle,  pour  créer  de  nouvelles  fonctions,  comme  aussi 
pour  en  établir  les  propriétés.  Les  séries  qui  procèdent  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  la  variable  tiendront  un  rôle 
prépondérant. 

La  notion  fondamentale  de  convergence  uniforme,  développée 
dans  le  premier  paragraphe  du  Chapitre  V  s'étend  si  facilement 


(')  Il  suffirait  d'observer  que  celte  variation  est  évidemment  négligeable  si  le 
rayon  du  cercle  de  centre  1  est  suffisamment  petit. 
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aux  suites,  aux  séries,  aux  produits  infinis  dont  les  termes  sont 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire,  que  je  crois  inutile  d'y 
revenir  :  on  n'oubliera  pas  toutefois  que  les  mots  «  valeur  absolue  » 
doivent  maintenant  être  entendus  avec  le  sens  qu'ils  ont  dans  la 
théorie  des  nombres  imaginaires.  La  proposition  I  du  n°  183,  en 
particulier,  est  d'une  application  fréquente  ;  rappelons  la  consé- 
quence qu'on  en  a  tirée  au  n°  184,  pour  lui  donner  la  signification 
générale  qu'elle  est  susceptible  de  prendre  maintenant. 
Considérons  une  série  entière  en  x 

(i)  «o  +  aix  H-  aix~  -h  •••  H-  anx"  H-  •••  ; 

les  coefficients  numériques  a0,  ai,  ...,  a„,  ...  sont  des  nombres 
réels  ou  imaginaires  dont  je  désignerai  les  valeurs  absolues  par 
a'0,  a',  ...,  a'n,  ....  Supposons  que  l'on  connaisse  un  nombre  po- 
sitif A  tel  que  la  série  à  termes  positifs 

(2)  a'0  -+-  a[k  +  a',k-  ■+-  ...  -+-  a'nkn  H-  ... 

soit  convergente.  On  est  alors  certain  que  la  série  (1)  est  uniformé- 
ment et  absolument  convergente,  pour  l'ensemble  des  points  x 
pour  lesquels  on  a  |  x  |  <  A  ;  sa  somme  est  une  fonction  continue 
de  x  dans  ce  même  ensemble,  c'est-à-dire  pour  tous  les  points  qui 
appartiennent  au  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  A  :  ce  cercle  rem- 
place maintenant  l'intervalle  ( —  A,  A)  que  l'on  considérait  au 
n°  184  ;  les  autres  conséquences  de  ce  numéro  s'étendent  d'elles- 
mêmes  ;  je  n'y  reviens  pas.  Observons  que  la  supposition  faite  sur 
le  nombre  A  revient  à  dire  que  la  série  (1)  est  absolument  conver- 
gente pour  un  nombre  x  dont  la  valeur  absolue  est  A. 

Si,  pour  x  ==  x0,  l'ensemble  des  termes  de  la  série  (1)  est  borné 
en  haut  ;  si,  en  d'autres  termes,  il  existe  un  nombre  positif  P  tel 
que  l'on  ait,  quel  que  soit  le  nombre  naturel  n, 

la  série  (1)  est  absolument  convergente  pour  tout  nombre  xt  dont 
la  valeur  absolue  est  inférieure  à  celle  de  x0.  Pour  un  tel  nombre 
xit  la  série  à  termes  positifs 
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est,  en  effet,  convergente  :  elle  reste  convergente  si  on  en  multiplie 
respectivement  les  termes  par  les  termes  correspondants  de  la  suite 

|  a0  |  ,       1  QqXq  1  ,     QqXq  I  '  '"  I  ^0^0  I  '  ■••"» 

qui  sont  au  plus  égaux  à  P  ;  or  on  obtient  ainsi  la  série 

|  aQ  |  +  |  a0xi  |  +  |  a0x\  |  +  ...  +  |  a0x"  |  ; 

dire  que  cette  série  est  convergente,  c'est  dire  que  la  série  (1)  est 
absolument  convergente  pour  x  =xi  :  on  pourra  prendre  pour 
le  nombre  A  n'importe  quel  nombre  positif  moindre  que  xQ. 

La  proposition  qu'on  vient  d'établir  est  due  à  Abel. 

Si,  en  particulier,  la  série  (1)  est  convergente  pour  x  =  xQ,  l'en- 
semble des  nombres  j  a0xôn  j  (71  =  0,  1,  2,  ...)  est  certainement 
borné  en  haut  :  la  série  (1)  est  alors  absolument  convergente  pour 
|  x  |<  j  x0  |. 

Soit  a  un  nombre  positif;  si  l'on  sait  que  la  série  (1)  est  abso- 
lument convergente  lorsqu'on  a  [  x  |  <C  a,  on  peut  affirmer  qu'elle 
est  absolument  convergente  sous  la  même  condition.  Si,  en  effet, 
on  a  |  xi  |  <C  a,  il  suffit  de  considérer  un  nombre  x2  dont  la  valeur 
absolue  soit  comprise  entre  «  et  j  xv  ',  la  série  sera  convergente 
pour  x2,  elle  sera  donc  absolument  convergente  pour  x{. 

Si  la  série  (1)  est  divergente  pour  x  =  x' ,  elle  sera  certainement 
divergente  pour  tout  nombre  x"  dont  la  valeur  absolue  dépasse 
celle  dex';  si,  en  effet,  la  série  était  convergente  pour  a?",  elle  serait 
aussi  convergente  pour  x' . 

Ceci  posé,  considérons  l'ensemble  (E)  des  nombres. positifs  ou 
nuls  0  tels  que  la  série 


soit  convergente  ;  si  un  nombre  p  fait  partie  de  cet  ensemble,  il  en 
est  évidemment  de  même  de  tous  les  nombres  positifs  plus  petits 
que  lui  ;  cela  résulterait  d'ailleurs  du  théorème  d'Abel. 

Si  l'ensemble  (E)  n'est  pas  borné  en  haut,  c'est  que  la  série  (1) 
est  absolument  convergente  quel  que  soit  x  ;  inversement,  si  celte 
série  est  convergente  quel  que  soit  x,  l'ensemble  (E)  n'est  pas 
borné  en  haut;  en  effet,  si  on  se  donne  le  nombre  positif  p,  la 
série  (  1  :  doit  être  convergente  pour  un  nombre  dont  la  valeur 
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absolue  dépasse  p,  donc  elle  est  absolument  convergente  pour 
\x\  =p. 

Dans  ce  cas,  la  somme  de  la  série  est  une  fonction  continue 
pour  toute  valeur  de  x;  elle  est  uniformément  continue  dans  tout 
ensemble  clos  :  c'est  une  fonction  (transcendante)  entière. 

Les  séries 


X          X'                               xn 

I       1               1                     1                  1 

I            1.2                           1.2   . 

. .  n 

rp                          /ytO                                           sv*0 

1 

1        1.2.3    '    1.2.3.4  5 

•  1 

x1              x'" 

J                         1 

1.2      '      1.2.3.4 

fournissent  des  exemples. 

Il  peut  arriver  que  la  série  (i)  ne  soit  convergente  que  pour 
x  =  o,  l'ensemble  (E)  se  réduit  alors  au  nombre  o  ;  c'est  le  cas 
pour  la  série 

1  -\-  x  -+-  1.2  x2  -+-  ...  -h  1.2...  nxn  H-  . . . 

Supposons  enfin  que  l'ensemble  (E)  ait  une  borne  supérieure 
non  nulle  R  ;  que,  en  d'autres  termes,  la  série  (i)  soit  convergente 
pour  quelque  valeur  de  x  autre  que  o  et  ne  soit  pas  toujours  con- 
vergente. 

Le  cercle  décrit  du  point  o  comme  centre  avec  le  rayon  R  est 
alors  le  cercle  de  convergence  de  la  série,  R  est  le  rayon  de  conver- 
gence. La  série  converge  absolument  en  tout  point  intérieur  au 
cercle  ;  sa  somme  est  une  fonction  continue  en  tout  point  intérieur 
au  cercle,  uniformément  continue  clans  tout  ensemble  clos  intérieur 
au  cercle.  Lorsque  la  borne  supérieure  R  de  l'ensemble  E  appar- 
tient à  cet  ensemble,  c'est-à-dire  quand  la  série  (3  ;  est  convergente 
pour  p  =  R,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  la  série  (i)  est 
absolument  convergente  en  un  point  de  la  circonférence  de  son 
cercle  de  convergence,  la  série  (i)  est  absolument  et  uniformément 
convergente  dans  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent  (n°  279) 
au  cercle  de  convergence,  qu'ils  soient  intérieurs  ou  sur  la  circon- 
férence ;  dans  ce  même  ensemble,  qui  est  parfait,  sa  somme  est 
uniformément  convergente.  C'est  ce  qui  arrive  pour  la  série 

X  X2  Xn 

-2   H-  —   +    ...    +    - .    +   ,.. 

12-  nÀ 
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Si  R  n'appartient  pas  à  (E),  la  série  peut  être  convergente  ou  di- 
vergente en  certains  points  de  la  circonférence  du  cercle  de  con- 
vergence. Ainsi  la  série 


.r       x-  xn 

-H h  ...  H 

12  n 


pour  laquelle  R  =  1  est  divergente  pour  x  =  i,  convergente  pour 
les  autres  points  du  cercle  (n°  139).  Dans  ce  cas,  si  la  série  con- 
verge en  un  point  de  la  circonférence  du  cercle  de  convergence, 
elle  n'y  converge  pas  absolument.  Elle  peut  diverger  pour  tous  les 
points  de  la  circonférence  du  cercle  de  convergence,  c'est  ce  qui 
arrive  pour  la  série 


dont  le  rayon  de  convergence  est  encore  égal  à  1. 

Les  règles  que  l'on  a  données  au  n°  128  s'appliquent  évidem- 
ment à  la  détermination  du  rayon  de  convergence. 

On  dit  souvent  que  le  rayon  de  convergence  est  infini,  quand 
l'ensemble  (E)  n'est  pas  borné  en  liaut,  qu'il  est  nul  quand  l'en- 
semble (E)  se  réduit  au  nombre  o. 

343.  —  La  série 

(4)  a'0  -h  a[x  -+-  «2 ce2  -h  ... 

dont  les  coefficients  a'0,  a\,  a'2,  ...  sont  les  valeurs  absolues  des 
coefficients  a„,  alt  a.2,  ...  de  la  série  (1  ;  a  même  cercle  de  conver- 
gence que  cette  dernière  ;  sa  somme  est  positive  pour  toute  valeur 
positive  de  x,  elle  croît  quand  x  croît  de  o  à  R  ;  elle  peut  d'ailleurs 
être  finie  ou  infinie  pour  x  =  R.  Désignons  par  x'  la  valeur  abso- 
lue de  x,  par/fx)  la  somme  de  la  série  (1),  par  F  (as)  la  somme  de 
la  série  (4)  ;  il  est  clair  que  l'on  a 

(5)  F(X>)>\f(x)\ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  série  (1)  absolument 
convergente.  L'égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n,  on  a  anxn  —  a'nXn. 

Une  inégalité  telle  que  (5),  considérée  indépendamment  de  la 
définition  particulière  des  fonctions  f(x,  F  x  ,  caractérise  la  fonc- 
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tion  F  (x)  comme  étant  ce  qu'on  appelle  une  fonction  majorante 
de  la  fonction  f{x).  On  doit  entendre  que  cette  dernière  fonction 
est  définie  dans  un  certain  ensemble  (ici  l'ensemble  des  points  x 
intérieurs  au  cercle  de  convergence),  et  que  la  fonction  F  (x)  est 
réelle  quand  on  y  remplace  la  variable  par  la  valeur  absolue  x'  d'un 
quelconque  des  nombres  x  qui  appartiennent  à  l'ensemble  où  fix) 
est  définie. 

Dans  le  cas  particulier  où  je  me  suis  placé,  je  désignerai  la  fonc- 
tion F  (x),  somme  de  la  série  (4),  comme  étant  la  majorante  natu- 
relle de  la  fonction  f(x),  somme  de  la  série  (i).  Lorsque  les  coef- 
ficients de  cette  dernière  série  sont  réels  et  positifs,  la  fonction 
f(x)  est  à  elle-même  sa  majorante  naturelle. 

Tel  est  le  cas,  par  exemple,  en  supposant  |  x  |  <C  i,  pour  la 
fonction 

i  , 
=  i  -+-  x  -+■  x1  -h  ..  -. .  : 


Soit  a  un  nombre  quelconque,   différent  de  o  et  soit  a'  sa  valeur 
absolue  ;  l'égalité  précédente  montre,  en  y  remplaçant  x  par  -  > 
que,  sous  la  condition  x'  <;  a',  on  a 


i         x        x- 
a        a-         er 


la  majorante  naturelle  du  second  membre,  pour  les  valeurs  consi- 
dérées de  a?  est 


telle  est  donc,  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  la  majorante  naturelle 

»        i  i         -*■      1 

de- :  au  reste,  pour  ces  valeurs,  l'inégalité   <=  — ,  > 

x  —  a  '  *  '  ^  x  —  a    —  a  —  x 

résulte  de  l'inégalité  évidente  |  x  —  a  |  >;  a'  — ■  x'  ;   cette  même 

inégalité.,  en  désignant  par  n  un  nombre  positif,  entraîne 


(x  —  a)n 


=  (a1  —  x')"  ' 

la  fonction  ,  , — $-  est  donc,  pour  les  valeurs  considérées  de  x 

une  majorante  de  la  fonction  ^r^TaS"  ;  cIue  ce  S0l{  *a  maj0rante 
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naturelle,  c'est  ce  que  le  lecteur  reconnaîtra  immédiatement,  dès 
qu'il  aura  vu  l'extension  delà  formule  du  binôme  aux  valeurs  ima- 
ginaires de  la  variable. 

On  déduira  encore  sans  peine  de  l'égalité  (  1)  que  les  fonctions 


a1  (a!  —  x) 


sont,  en  supposant  toujours  |  x  |  <C  a,  les  majorantes  naturelles 
des  fonctions 


1  i  \        x 


a  x  —  a        a        a- 


344.  —  Quoique  je  n'aie  pas  l'intention  de  traiter  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  je  dois  cependant  indiquer  une  généralisa- 
tion immédiate  de  la  notion  de  série  entière  en  x. 

Considérons  la  série  à  entrée  pl'PIe 


<■>  2  K, ■*, «,  <' 


où  les  Aai,  «2,  ..  ,  ap  sont  des  coefficients  numériques  et  où 
xt,x.2,  ...,xP  désignent/)  variables  ;  a(,  a2,  ...,  ap  sont  des  nombres 
entiers  positifs  ou  nuls  ;  la  sommation  est  étendue  à  tous  les  sys- 
tèmes distincts  (a4,  a2,  ...,  a.p)  ;  on  a  vu  au  Cbapitre  II  commentées 
systèmes  formaient  un  ensemble  dénombrable. 

En  désignant  par  aif  a2,  ...,  av  des  nombres  positifs,  je  suppose 
que  la  série  à  termes  positifs  ou  nuls  que  l'on  déduit  de  la  série  (i) 
en  y  remplaçant  les  coefficients  ASl,  a2, ...,  *p  par  leurs  valeurs  ab- 
solues et  xit  x.2,  ...,  xv  respectivement  par  au  a2,  ...,  a,,,  soit  con- 
vergente. 11  est  clair  que  la  série  (î)  sera  absolument  convergente 
pour  les  valeurs  de  xi}  x.2,  ...,  xv  qui  satisfont  aux  conditions 

(2)  I  xi  I  ^  ai»  |  a;2  |  <  a2,  ..,,  |  xp  |  <  ap; 

la  somme  de  la  série,  pour  l'ensemble  de  ces  valeurs  est  une  fonc- 
tion des  p  variables  xn  x.x,  ...,  xv.  En  supposant  toujours  que  ces 
variables  satisfassent  aux  conditions  V),  on  peut  ordonner  la  série 
comme  l'on  veut  ;  on  peut  par  exemple,  écrire  le  terme  indepen 
dant  A0,  o,   ..,  o>   puis  les  p   termes   du   premier   degré,  puis   les 
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3oi 


P(P 


1.2 


—  termes  du  second  degré,  etc..  ;  on  peut  aussi  ordonner 


par  rapport  à  l'une  des  variables,  x^  par  exemple  ;  on  obtient  alors 
une  série  entière  en  xv  dont  les  coefficients  sont  des  séries  analo- 
gues à  la  série  (2),  mais  ne  contenant  plus  que  p  —  1  variables 

La  fonction /(ajj,  x2,  ...,  xn)  est  continue,  c'est-à-dire  que  : 
Quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  on  peut  lui  faire  correspondre 
p  nombres  positifs  slt  s2,  ...,  s,,,  tels  que  l'on  ait 

]  J  {^X1,  X2,   ...,  X},)  J  [Xl,  X.2,   ...,  Xj,)    I   <C,  £ 

sous  la  condition  que  les  nombres  x[,  x'2,  ...,  x'p  satisfassent  aux 
conditions  (2)  comme  les  nombres  a?15  x.2,  ...,  xp  et  que  l'on  ait 

I  rA  —  xi  I  <  £i>  I  a?i  —  ?«  !  <  £2>  ••••  I  .4  —  »P  |  <  tp. 

La  rlémonstration  est  pareille  à  celle  que  l'on  a  donnée  pour  le 

cas  d'une  variable. 

Enfin  on  a  une  proposition  semblable  au  théorème  d'Abel: 
Soient  bu  ...,  bv  n  nombres  quelconques,  différents  toutefois 

de  o  ;  si  l'ensemble  des  nombres  positifs  ou  nuls 


A. 


0  -    ...,   b  ' 


est  borné  en  haut,  on  pourra  prendre  pour  «n  a.2,  ...,  av  des  nom- 
bres    positifs     quelconques,     respectivement     plus     petits     que 
|6,[,  \b.2\,  ...,  \bp\  ;  la  série  (1),  à  entrée  pwPle  sera  absolument  con- 
vergente pour  Xi  =  aif  x2  =  a2,  ...,  xv  =  ap. 
En  effet,  les  séries  à  termes  positifs 


aù 


°l 

a\ 

K 

+ 

K 

a, 

a2 

b2 

4- 

I  + 


sont  convergentes,  il  en  est  de  même  de  leur  produit 

v  !  <*  <2  •■•>  <>" 


6fi    b^   -.,   bp 


ai,  a,, ..  ,a. 
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et  de  la  série  que  l'on  déduit  de  celle-là  en  multipliant  respective- 
ment ces  termes  par  des  nombres  positifs  qui  restent  tous  infé- 
rieurs à  un  nombre  positif  fixe,  par  exemple  en  multipliant  par 

\K ■   *  *   &?J  6?2...    K"\  le  terme 

a?i    a?2  ....  a"* 


Ul  U2        ••■'      wï 

la  série  à  termes  positifs  ou  nuls 


A 


a,,  a,, 


.,    a  L  a 


est  donc  convergente,  c'est  ce  que  l'on  avait  annoncé. 

Il  est  tout  naturel  d'étendre  à  ce  cas  l'expression  de  fonction 
majorante,  et  de  dire  que  la  fonction  F(asi,  x2,  ...,  x,,)  somme  de 
la  série 


(3) 


yl   i  [ai        a.)  a„ 

_J       Aa      a  »       »         «V       ■•••    * 

jBmi    |      aj,  ao,  ...,  «pli  2  p 

ax,  a2,  ...,  ccp 

dont  les  coefficients  sont  les  valeurs  absolues  des  coefficients  de  la 
série  (i)  est  une  fonction  majorante  de  la  fonction  fÇxl}x2,  ...,xp); 
on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  xif  x.2,  ...,  x„  qui  satisfont  aux 
conditions  (i), 

Revenons  aux  séries  à  une  variable. 

345.  —  Lorsque  la  série 

aQ  -+-  a{x  -h  ...  -H  anx»  -h-  ..., 

dont  je  désignerai  la  somme  par  y  (a?),  est  absolument  convergente 
poura?  =  £C0,  elle  est,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  uniformé- 
ment convergente  pour  J 'ensemble  des  points  qui  appartiennent  au 
cercle  dont  le  centre  est  au  point  o  et  qui  passe  par  le  point  x0. 
Abel  a  montré  que  si  la  série  est  convergente  pour  x0  (sans  suppo- 
ser qu'elle  le  soit  absolument',  elle  est  uniformément  convergente 
pour  l'ensemble  des  points  appartenant  au  rayon  qui  va  du  point  o 
au  point  x0.   Si  l'on  avait  as0  =  i,  cela  reviendrait  à  dire  que  la 
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série  est  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  (réelles  ;  de  x 
qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  ;  il  suffit,  clans  le  cas  géné- 
ral, de  faire  la  transformation  x  =  x0'£,  pour  être  ramené  à  ce  cas, 
que  je  considérerai  seul. 

En  supposant  donc  que  la  série 

(2)  a0  -+-  a±  -h  ...  H-  a„  -h  ... 
soit  convergente,  il  s'agit  de  prouver  que  la  série 

(1)  a0  -+-  «rT  -H  ...  H-  anxn  -H  ... 

est  uniformément  convergente  clans  l'intervalle  (o,  1). 

Gela  va  résulter  d'une  forme  du  reste,  qui  comme  l'a  montré 
M.  O.  Stolz,  met  en  évidence  non  seulement  le  théorème  d'Abel, 
mais  une  proposition  plus  générale.  Cette  forme  du  reste  résulte 
elle-même  de  l'égalité 

(3)  f(x)  =  (i—x)  (s0  -h  six  4-  ...  H-  s7ix»  +  ...), 

où  sn  désigne  en  général  la  somme  des  n  -+-  1  premiers  termes  de 
la  série  (2;  ;  cette  égalité  est  vraie  pourvu  que  la  valeur  absolue 
de  x,  que  je  désignerai  par  x',  soit  moindre  que  1.  Qu'il  en  soit 
ainsi,  c'est  ce  que  l'on  voit,  soit  par  une  simple  vérification,  en 
effectuant  la  multiplication  indiquée  clans  les  econd  membre  et  en 
constatant  qu'on  retrouve  ainsi,  après  avoir  ordonné,  la  série  1  , 
soit  en  observant  que  la  série 

(4)  s0  -+-  stx  -f-  ...  +  snxn  -h  ... 

résulte  de  la  multiplication,  par  la  règle  ordinaire,  de  la  série  (1) 
par  la  série 

4 

(5)  1  H-  x  H-  ...  H-  xn  -+-  ... 

dont  la  somme  est  — —  .  Les  deux  opérations  sont  légitimes  : 

d'une  part,  en  effet,  de  ce  que  la  limite  de  sn,  pour  n  infini,  est  la 
somme  f(i)  de  la  série  (2),  il  résulte  que  la  valeur  absolue  des 
nombres  sn  ne  peut  dépasser  un  certain  nombre  positif  fixe  P,  la 
borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  \  sn\,  que,  par  consé- 
quent, la  série  (4)>  dont  le  terme  général  est  au  plus  égal,  en 
valeur  absolue,  à  P„as'"  est  (absolument)  convergente  pour  x'  <  1, 
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en  sorte  que  la  multiplication  de  cette  série  par  i  —  x  ne  com- 
porte aucune  difficulté;  d'autre  part,  la  série  (5)  est  absolument 
convergente,  comme  la  série  (i),  pour  x'  <  i  ;  la  règle  de  la  mul- 
tiplication s'applique  donc  bien  à  ces  deux  séries. 

Ceci  posé,  quand  x'  est  moindre  que  i,  la  somme  de  la  série  (4) 
est  au  plus  égale  en  valeur  absolue  à 

p 

P(i  +  x'  H-  ...  -h  x'n  +  ...)  = — ,. 

'  l    X 

Sous  la  condition   x'  <<  i,  on  aura  donc,   à  cause  de  l'iden- 
tité (3), 

l/HI^P^^,1; 

Ceci  posé,  soit  /.  un  nombre  réel  plus  grand  que  i  ;  pour  l'ensemble 
des  nombres  x  qui  vérifient  les  deux  conditions 

I   t   —  cr  \ 
X'  <    I  , 


I   X'      = 

on  aura 

(6)  l/(*)I^P-> 

et  cette  inégalité  subsiste  pour  x  =  i  ;  en  effet  les  relations 
j  s„|<  P,  lim.   sn=f(i), 


n  =  oo 


impliquent  f/(i)  j  5==  P- 

Le  reste  de  la  série  (i),  limitée  au  terme  anxn,  peut  s'écriçe 

Rn(x)  =  xn+iff(x) 
en  posant 

v  (as)  —  an+l  +  an+,x  +  ...  ; 

l'inégalité  (6)  s'applique  aussi  bien  à  la  série  o  (x)  ;  seulement  on 
doit  remplacer  P  par  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nom- 
bres 


(?)        I  «»+l   I       '       I  a"Jr I    +  a«+2  I       '       I  an+l 


ln+z  |  v 


or,  en  raison  de  la  convergence  de  la  série  (1)  on  peut  faire  corres- 
pondre à  chaque  nombre  positif  £  un  nombre  naturel  p  tel  que 
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tous  les  nombres  (7)  soient  moindres  que  1  sous  la  condition  n>p  ; 
sous  cette  condition,  on  aura  donc 

|R»(*)'|<Xb 

pourvu  que  x  satisfasse  aux  conditions  suivantes  :  ou  bien  x  est 
égal  à  1,  ou  bien  on  a  à  la  fois 

(8)  x'  <  1  ,  [  l~x}  <  X. 

1  —  x     = 

En  d'autres  termes  la  série  (2)  est  uniformément  convergente  'au 
sens  étroit)  pour  tout  ensemble  de  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  ces 
conditions,  par  exemple  pour  l'intervalle  (o,  1),  où  l'on  a  x  =  x'. 
Quand  à  l'ensemble  des  points  a?  qui  vérifient  les  conditions  (8), 
on  reconnaît  bien  facilement  qu'il  constitue,  en  y  comprenant  le 
point  1,  un  domaine  simple  dont  le  contour  est  la  petite  boucle 
d'un  limaçon  de  Pascal  ayant  son  point  double  au  point  1  ;  si  l'on 
prend  ce  point  pour  pôle  et  la  direction  qui  va  vers  le  point  o  pour 
axe  polaire,  on  pourra  construire  cette  boucle  au  moyen  de  l'équa- 
tion, en  coordonnées  polaires  /*  et  0, 

r  =  p (X  cos  0  —  1  ) , 

en  faisant  croître  0  de  —  arc  cos  j  à  +  arc  cos  >  .  On  voit  tout  de 

suite  que  cette  courbe  est  aussi  voisine  qu'on  veut  du  cercle  de 
convergence  pourvu  que  ).  soit  assez  grand,  et  que  l'angle  des  tan- 
gentes au  point  double  qui  contiennent  la  courbe  est,  clans  ces 
conditions,  aussi  voisin  de  deux  droits  que  l'on  veut.  Dans  ce 
domaine,  la  série  est  uniformément  convergente  ;  sa  somme  est 
donc  une  fonction  continue  de  x,  puisque  ses  termes  sont  des  fonc- 
tions continues. 

En  particulier,  quand  le  pointas  s'approche  du  point  1  en  suivant 
une  corde,  ou  le  diamètre,  qui  aboutit  en  ce  point,  f(x)  a  pour 
limite  /(i). 

Voici  des  applications  où  je  supposerai  x  réel,  d'autant  que  les 
fonctions  log(i  -I-  x),  arc  tg  x  n'ont  pas  encore  été  définies  pour 
d'autres  valeurs  de  x. 

Tannkry   H.  —  Introduction  à  la  Théorie   des  fonctions  '20 
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On  a  démontré,  en  supposant  |  x  ]  <;  i,  les  égalités 

arc  te  x  —  — g-  -+-  ~e ...  ; 

D  i  o  5 

elles  subsistent  pour  x  =  i,  puisque,  pour  cette  valeur  log(i  -h  à) 
et  arc  tg  x  sont  des  fonctions  continues  ;  on  a  donc 


I 

0°'  2  = 

D                 I 

i       i 

h  o  — 

2            3 

1 
4 

Jt            I 

I        I 

-     o     -h    ^~ 

3        o 

î 
7 

On  a  démontré  que,  si  les  deux  séries 


&o  H-  h  -h  ...  +  èB-|-  .... 
étaient  absolument  convergentes,  la  série 

«o^o  +  («A  -H  «A)  H-  —  +  {aubn  4-  ...  H-  a;i60)  4-  ... 

était  absolument  convergente,  et  que  sa  somme  était  égale  au  pro- 
duit des  sommes  des  deux  premières  ;  il  suffit,  pour  pouvoir  affir- 
mer cette  dernière  propriété,  que  les  trois  séries  soient  convergentes  ; 
en  effet  les  trois  séries 

a0  4-  atx  H-  ...  4-  anxn  H-  ..., 
b0  -+-  biX  4-  ...  4-  b„x"  -h  .... 
a0b0  4-  (a0fei  4-  a,ib0)x  4-  ...  4-  (a0b„  4-  ...  -+-  a„b0)xn  -h  ... 

sont  absolument  convergentes  pour  |  x  ]  •<  i  ;  pour  de  telles  valeurs, 
on  a 

P  (x)  =  A(x)  x  B  (x) 

en  désignant  par  A  (as),  B(a?),  P(œ)  les  sommes  de  ces  trois  séries. 
Il  suffit  maintenant  de  faire  tendre  x  vers  i  par  valeurs  réelles  et 
plus  petites  que  i  pour  arriver  à  la  conclusion  énoncée. 

346.  —Soit 

(i)  /{■'■)  =  cQ  4-  ayx  4-  a,x-  +  ... 
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une  série  que  je  suppose  convergente  tant  que  l'on  J  x  j  <<  R,  en 
désignant  par  R  un  nombre  positif. 

Pour  x  =  o,  f(x)  se  réduit  à  a0;  c'est  d'ailleurs  une  fonction 
continue  ;  si  a0  n'est  pas  nul,  f(x)  ne  sera  pas  nul  tant  que  la 
valeur  absolue  de  x  sera  suffisamment  petite  ;  en  d'autres  termes 
on  pourra  décrire  de  o  comme  centre  un  cercle  de  rayon  suffi- 
samment petit  pour  que  f{x)  soit  différent  de  o  pour  tous  les 
points  x  qui  appartiennent  au  cercle. 

Supposons  maintenant 

o0  =  o,  a{  =  0,...,  an._i  =0,  a„^fo; 


on  aura 


f(x)  =■  œn(an  -h  an+ix  -+-  ...). 

Dans  un  cercle  suffisamment  petit  décrit  autour  du  point  o 
comme  centre,  la  série  qui  figure  entre  parenthèses  clans  le  second 
membre  ne  s'annule  pas;  dans  le  même  cercle,  la  fonction  f(x)  ne 
peut  s'annuler  qu'au  centre,  pour  x  =  o. 

Si  donc  tous  les  coefficients  de  la  série  (1  ne  sont  pas  nuls,  la 
fonction /(x)  ne  peut  s'annuler  pour  tous  les  points  d'un  ensemble 
dont  o  serait  un  point  d'accumulation.  En  particulier,  elle  ne  peut 
être  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Deux  séries  entières  en  x  ne  peuvent,  sans  êfre  identiques  terme 
à  terme,  prendre  des  valeurs  égales  pour  tous  les  points  d'un 
ensemble  dont  o  serait  un  point  d'accumulation. 

347.  —  Si  l'on  a  des  séries  entières  en  x,  convergentes  tant  que 
Ton  a  I  x  |  <C  R,  on  peut  les  ajouter,  les  retrancher,  les  multiplier 
par  des  règles  semblables  à  celles  que  l'on  applique  aux  poly- 
nômes ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  :  le  résul- 
tat est  toujours  une  série  entière  en  x,  convergente  tant  que  l'on 
a  |œ|  <  R. 

Pour  ce  qui  est  de  la  division,  on  donnera  plus  tard  (n°  398) 
une  règle  plus  précise  que  celle  qui  suit  ;  il  nous  sera  toutefois 
commode  de  savoir  immédiatement  que  l'opération  peut  se  faire  et 
qu'elle  est  valable  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  la  variable  soit 
suffisamment  petite. 
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Considérons  d'abord  une  série  de  la  forme 

©  (x)  =  I  -+-  ot-yX  -h  cc.2x2  -j-  ...  -+-  anxn  -+-  ..., 

dans  laquelle  on  suppose  |aw|  f^  i,  en  sorte  que  cette  série  est 
absolument  convergente  pour  ]  x  j  <C  i .  Je  me  propose  de  cher- 
cher s'il  y  a  une  série 

ty(x)  =  i  -h  Pta;  -h  M2  -+-•■•. 

tel  que  le  produit  /(ce)  #(a?)  soit  égal  à  i  pour  toutes  les  valeurs 
de  x  qui  rendent  les  deux  séries  convergentes  ;  d'après  le  numéro 
précédent,  il  faut  que,  si  l'on  forme  le  produit  o  (x)  d»  (x)  par  la 
règle  ordinaire,  le  premier  coefficient  soit  égal  à  i  et  que  les  autres 
coefficients  soient  nuls  ;  on  obtient  ainsi  les  équations 

(  Pi  +  «i  =  o 

(i)  ;  h  +  *$i  -+-  x2  =  0 

(  Pa  +  aip2  +  «îPi  +  «3  =  0 

qui  déterminent  successivement  et  sans  ambiguïté  les  nombres 
j3t,  fia,  /33,...  ;  Ces  nombres  satisfont  évidemment  aux  inégalités 

|Pi|  =  |«i|<  i, 

i  h  I  ^  i  xi  I  +  j  a2 1=  2> 

!  Ps  I  <  2  I  *d  I  +  I  «2  I  +  I  *3  I  <  22, 


et  ]  j3„  |  5S  2"  l,  comme  il  est  bien  aisé  de  le  reconnaître. 

La  série   i  -h  x  -+-  ix-  -+-  ...  H-  2"~'£Cn  -f-  ...    est  absolument 

convergente  pour  {  x  j  -<  -  ;  il  en  sera  de  même  de  la  série  <b(x), 

en  supposant  les  coefficients  |3i,  /3o,...  j3n>...  déterminés  par 
les  équations  (i),   et  il  est  clair  que   l'on  aura  (p(x)  <l>(x)  =  i, 

pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  soit  inférieure  à  .  —  On  re- 
marquera que,  si  l'on  veut  calculer  seulement  |3t,  /5>,...,  Bn,  il 
suffit  de  connaître  ai,  a*,...,  an  et  que,  au  lieu  d'employer  la 
mélhode  des  coefficients  indéterminés,  on  pourra  faire  la  division 
de  i  par  le  polynôme  i  +  aix  +...-+-  a„xn,  en  s'arrêtant,  au 
quotient,  au  terme  en  xn. 
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Observons  encore  que,  par  le  raisonnement  dont  on  s'est  servi, 
on  est  assuré  que   l'équation  ©(a?)  =  o  n'a   pas  de  racine   dont 

la  valeur  absolue  soit  inférieure  à  -. 

2 

Si   l'on   veut  diviser  par  ®(x)    une   série   entière  <î>(a? },   pour 

laquelle  le  rayon  de  convergence  est  R,  il  suffit  de  former  la  série 

ty(x),  puis  d'effectuer  le  produit  $(x)  d;(cc);  le  résultat  est  une 

série  entière  absolument  convergente  pourvu  que  la  valeur  absolue 

de  x  soit  inférieure  à  la  fois  à  R  et  à 

2 

On  ramènera  au  cas  précédent  la  division  par  une  série  entière 

f(x)  =  a0  -h  atx  -+-  a.,x2  +  ..., 

clans  laquelle  on  suppose  que  a0  ne  soit  pas  nul,  en  faisant  d'abord 
le  changement  de  variable  x  =  k£,  ce  qui  donne 


/m 


a0     i  -+- 


aj/t'  £ 


do 


et  en  déterminant  le  nombre  positif  k  de  manière  que  l'on  ait,  quel 
que  soit  le  nombre  naturel  n, 


n  I 


La  division  par  f(k£)  sera  légitime  si  l'on  a  j  H  ]  <  -  et,  par  consé- 
quent, la  division  par  f(x)  sera  elle-même  légitime  si  l'on  a 
j  x  j  <<  —t.;  Quant  à  la  condition  imposée  à  k,  on  peut  certaine- 
ment y  satisfaire;  soit  en  effet  X  un  nombre  positif  pour  lequel  la 
série    proposée    soit  convergente;    on   aura  lira.  ]anXrej  =  o;    Il 

existe  donc  un  nombre  naturel  n  à  partir  duquel  on  a  J  a>Xn  ]  <C  [  Oo  [, 


ou 


*<V|?I; 

*        I    «H    I 

on  prendra  k  plus  petit  que  ).  et  que 

V    aj' V  UJ'  •  '  V 


q0 
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Dans  la  pratique,  pour  effectuer  la  division  par  f(x)  d'une  série 
entière  en  x,  ou  plutôt  pour  calculer  les  termes  du  quotient 
jusqu'au  terme  en  xm,  on  substituera  au  dividende  et  au  diviseur 
les  deux  polynômes  que  l'on  obtient  en  supprimant  les  termes  de 
degré  supérieur  à  m,  on  effectuera  la  division  d'après  la  règle  rela- 
tive aux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x,  et  en  s'arrêtant  au  terme  en  xm. 

On  reconnaît  immédiatement  que  le  quotient  contient  un  terme 
indépendant  de  x  s'il  y  en  a  un  au  dividende;  plus  généralement, 
si  le  dividende  commence  par  un  terme  en  xp,  il  en  sera  de  même 
du  quo lient. 

348.  —  On  a  supposé  que  le  premier  coefficient  a0  da  diviseur 
n'était  pas  nul  ;  si  ce  coefficient  est  nul,  si  le  diviseur  par  exemple 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

anxn  -h  a,l+lxn+l  -+-  an+ixnJr*  -H  ..., 

on  voit  tout  de  suite  comment  les  choses  se  passent  en  se  reportant 
à  la  division  des  polynômes  ;  on  peut  continuer,  pour  trouver  les 
premiers  termes  du  quotient,  d'appliquer  la  même  règle;  on 
peut  aussi  effectuer  la  division  par  la  même  série 

an  -+-  an+ix  -+-  an+ix2  -+-..., 

puis  diviser  chaque  terme  du  quotient  par  x11  ;  ce  quotient,  si  l'on 
ne  peut  pas  mettre  en  facteur  au  dividende  une  puissance  de  x 
égale  ou  supérieure  à  m,  se  présentera  sous  la  forme 


X  Ju  X 


|—    •  .  ..   — 1  T~    "0   ~r~    O-l^   ~T~    CloX 


où  r  désigne  un  nombre  naturel.  Cette  forme  est  valable  pourvu 
que  x  ne  soit  pas  nul  et  que  sa  valeur  absolue  soit  suffisamment 
petite.  On  dit  alors  que,  pour  le  quotient,  le  point  o  est  un  pôle 
d'ordre  r. 

Cette  notion  de  pôle,  qui  s'est  déjà  introduite  dans  les  fractions 
rationnelles,  est  très  importante,  il  convient  de  la  présenter  d'une 
façon  générale. 

On  dit  que  a  est  un  pôle  d'ordre  r  de  la  fonction  f(x)  de  la 
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variable  imaginaire  x  si  celle  fonction  peut,  pour  les  valeurs  cle  x 
autres  que  a  et  suffisamment  voisines  cle  a,  se  mettre  sous  la  forme 

(a)    f(x)  =,  7—^-r  +  ,     A'-1u.  -t  H-  •■■  H-  -^-  -4-  P(x  —  a) 

où  P (x  —  a)  désigne  une  série  entière  en  x  —  a,  convergente 
quand  x  —  a  est  suffisamment  petit  en  valeur  absolue  et  où 
A,.,  Ar_x,...,  Ai  sont  des  constantes  dont  la  première  n'est  pas 

nulle  :  Dans  ce  développement,  le  coefficient  Ai  cle  — ^j— joue  un 

rôle  particulièrement  important  :  on  l'appelle  résidu  du  pôle  a.  Ce 
pôle  est  dit  simple  quand  r  est  égal  à  i  ;  dans  ce  cas  le  résidu  est 
manifestement  la  limite,  pour  x  =  a,  du  produit  f  [x)  {x  —  a). 

D'une  façon  générale,  le  second  membre  de  l'égalité  (2)  sera 
dit  le  développement  de  la  fonction  f(x)  relatif  au  pôle  a  et 
l'expression 

A>-    _+_  _A=.*_  .  . .  .  _A_ 

(x  —  a)r       (x  —  a)''-1  x  —  a 

sera  désignée  comme  la  partie  principale  de  ce  développement,  ou 
de  la  fonction,  relative  au  pôle  a.  C'est  un  polynôme  en  — — — 
sans  terme  constant. 

349.  —  Soit 

(1)  Ua{x)  -f-  »!  (x)  -h  ...  4-  uH(x)  -f-  ... 

une  série  dont  les  termes  sont  eux-mêmes  des  séries  entières  en  x; 
je  poserai  en  général 

nn(x)  =  u0>n  -+-  uiy7lx  +  ...  -f-  aVi1lxP  -+-  ...  ;  (a  =  o,  1,  2...). 

Je  suppose  toutes  les  séries  Unix)  absolument  convergentes  pour 
x  =  a,  a  étant  un  nombre  positif.  Je  désignerai  en  général  par 
Un(x)  la  majorante  naturelle  de  un(x)  et  par  A»  la  valeur  que 
prend  Unix)  pour  x  —  a;  en  d'autres  termes  A„  est  le  nombre 
positif  ou  nul 

I  «0,»  I  +  |  «i,n«  I  +  •••  +|  up,naP  j  -h  ... 
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Je  suppose  enfin  que  la  série,  à  termes  positifs  ou  nuls 

A0  +  At  -+-  ...  +ÀP  +  ... 

soit  convergente;  on  a  alors  les  deux  propositions  qui  suivent 

I.  La  série 

u0(x)  +  iii(x)  +  ...  -+-  un(x) 

est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  le  domaine  des 
points  x  défini  par  l'inégalité  J  x  j  <  a  ;  clans  ce  domaine,  la 
somme  de  la  série  est  une  fonction  continue  de  x  et  peut  se  repré- 
senter par  une  série  entière  en  x,  absolument  convergente. 

II.  Dans  le  même  domaine,  le  produit  infini 

(2)  [1  +  n0(x)]  [1  -h  ih(x)}  ...  [1  -h  an(x)]  ... 

est  absolument  et  uniformément  convergent;  sa  valeur  est  une 
fonction  continue  de  x,  et  peut  se  représenter  par  une  série  entière 
en  x,  absolument  convergente. 

Ces  deux  propositions  seront  généralisées  plus  loin  (n°  ^02)  : 
sous  la  forme  restreinte  où  on  vient  de  les  énoncer,  elles  rendent 
déjà  de  grands  services  et  leur  démonstration  est  immédiate.  Il  n'y 
a  évidemment  lieu  à  démontrer  que  les  dernières  parties  des  énon- 
cées ;  que  la  série  (1)  et  le  produit  infini  (2)  soient  absolument  et 
uniformément  convergents  dans  le  domaine  considéré,  que  leurs 
valeurs  respectives  soient  des  fonctions  continues,  c'est  ce  qui 
résulte  évidemment  du  n°  183,  interprété  comme  il  convient 
quand  on  considère  des  nombres  imaginaires. 

I.  D'après  les  hypothèses  que  l'on  a  faites,  la  série  à  double 
entrée 

V|„     av\        ^=0,1,2,..., 

-*-J  II  =  O,    I,    2,..., 

n,  p 

est  absolument  convergente  ;  il  en  est  de  môme,  sous  la  condition 
|  x  |  5^  a,  de  la  série  à  double  entrée 

n,p 

on  peut,  dans  cette  série,  grouper  les  termes  comme  l'on  veut  ; 
en  réunissant  d'abord  les  termes  où  n  est  le  même,  puis  en  faisant 
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varier  n  de  o  à  co  ,  on  reproduit  la  série  (i)  ;  en  réunissant  au 
contraire  les  termes  où  p  est  le  môme  et  en  faisant  ensuite  varier/) 
de  o  à  oc  on  obtient  la  série  entière  en  x 


v0  -+-  vxx  -h  v2x2  4-  ...  H-  vpxi> 


en  posant 


t;.,o  -p-  «r>i 


c'est  le  résultat  qu'on  avait  énoncé. 

II.  La  seconde  proposition  résulte  de  celle  qu'on  vient  de  dé- 
montrer, en  transformant  comme  on  l'a  expliqué  au  n°  124,  le 
produit  infini  en  une  série 

i -h  S,  +  S8  +  ...  +  S,  +  ... 
où 

Sr=    V    "^W    Ua2(X)     ■•■     Ua,.(x)' 
a,,  a2,  ...,a,. 

la  sommation,  étant  étendue  à  l'ensemble  des  systèmes  différents 
de  nombres  entiers,  positifs  ou  nuls,  (ap  a2,  ...,  «,.)  tels  que  l'on 
ait  y,j  -<  c/.,  ...  <C  a,..  La  série  à  entrée  7^*  S,,  est  absolument  con- 
vergente pour  x  <  a  ;  elle  reste  telle  quand  on  y  remplace  un  u2,  ... 
par  At,  A2J  ...  ;  le  terme 


peut  d'ailleurs  être  mis  sous  forme  d'une  série  entière  en  x,  en  ap- 
pliquant les  règles  de  la  multiplication  des  séries  :  le  résultat  est 
toujours  absolument  convergent  dans  le  domaine  défini  par  la  con- 
dition |  x  |  <j  a.  Enfin  la  valeur  absolue  de  ce  terme  est  au  plus 
égal  à  Aaj    Aa.2    ...   Aa,..  La  série 

S,.  =    y    A«,    Aa.,     ...     A, 
Xi  i  -  a,. 

a,,  a2,   ..,  ar 

est  convergente  ;  il  en  est  de  même  de  la  série 

i+2l  +  ï,  +  1..  +  S,.. 

On  voit  donc  que  toutes  les  conditions  imposées  dans  le  théo- 
rème I  sont  vérifiées  pour  la  série  i  +S,  +  S2  +  ...  ;  cette  série, 
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ou  le  produit  infini,  peut  donc  être  mis  sous  forme  d'une  série  en- 
tière en  x. 

Il  convient  de  remarquer  que  le  coefficient  du  terme  en  x  dans 
cette  série  est  le  même  que  dans  le  développement  du  produit  in- 
fini 

(i  -+-  uc>0  -j-  uifix)  (i  +  u0A  ■+-  u1Ax)  ...  (i  H-  H0,n  H-  "l,?i*)  ••• 

Dans  le  cas  où  le  produit  infini 

P0=  (i  H-  n0,0)  (i  -+-  H(m)  ...  (i  H-  «o,»)  ••• 

n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  clans  le  cas  où  le  produit  infini  (2)  ne 
s'annule  pas  pour  x  =  o,  ce  coefficient  peut  s'écrire 

P0  \~^°-  +  -HHL_  +  ...  +  _Hi-_  +  ...1  ; 

si  P0  était  nul,  l'un  des  facteurs,  par  exemple  1  ■+■  w0)^,  serait  nul, 
et  le  coefficient  cherché  s'obtiendrait  en  multipliant  par  ui>p  le  pro- 
duit infini  dont  les  différents  facteurs  s'obtiendraient  en  donnant  à 
r,  dans  1  -1-  u0j,,  toutes  les  valeurs  o,  1,  2,  ....,  sauf  la  valeur  p. 

La  remarque  suivante  nous  sera  encore  utile  :  les  majorantes  na- 
turelles U0(V),  Uific),  ...  des  séries  u0(x),  uL(x),  ...  satisfont 
évidemment  aux  conditions  imposées  à  ces  fonctions  pour  l'appli- 
cation des  théorèmes  (I)  et  (II)  ;  sous  ces  conditions,  par  consé- 
quent, et  dans  le  domaine  |  x  |  <  a,  la  série 

U0(ar)  +  U1(s)  -+-...  -+-U»(x)  -+-  ... 

et  le  produit  infini 

[1  -+■  V0(x)]  [1  4-  U,  (x)]  ...  [1  -h  U„(a?)]  ... 

sont  absolument  convergents,  sont  des  fonctions  continues,  sont 
développables  en  série  entière  en  x  ;  ces  fonctions  sont  respecti- 
vement des  majorantes  de  la  série 

ll0(x)  +   (!,(ï)    +    ...   +   Un(x)   -h    ... 

et  du  produit  infini 

[1  +u0(x)]  [1  -+- Ui(x)]  ...  [1  +n„(a;)]...  . 
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III.  Supposons  que  la  série,  entière  en  y, 

9 (y)  =  bo  -+-  bJ  +  ■•■  ■+■  Ky*  -+- ... 

soit  absolument  convergente  sous  la  condition  [  y  [  <  b,  en  dési- 
gnant par  b  un  nombre  positif.  Soit  maintenant 

j[x)  =  a0  H-  aLx  -h  ...  H-  a/rx"  -h  ..., 

une  série  entière  en  x,  absolument  convergente  sous  la  condition 
|  x  |  <;  a,   en  désignant  toujours  par  a   un  nombre  positif.    Je 
suppose  en  outre  que  la  somme  de  la  série 

I  ao  I  +  I  aia  I  +  •••  +  I  a«a'1  1  "+■  ■•• 

soit  au  plus  égale  à  b. 

Dans  ces  conditions,  si,  clans  la  série  g  (y),  on  regarde  y  comme 
étant  égal  à  f(x),  il  est  clair  qu'on  aura  défini  une  fonction  conti- 
nue de  x  dans  le  domaine  |  x  |  <  a.  Cette  fonction  peut  encore 
être  représentée  par  une  série  entière  en  x. 

C'est  une  conséquence  aisée  de  la  proposition  I  ;  en  effet 
y,  y-,  ...,yn,  ...  sont  des  séries  entières  en  x,  absolument  conver- 
gentes pour  x  ^  a  ;  les  sommes  de  ces  séries,  quand  on  y  rem- 
place les  coefficients  par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  a,  restent 
au  plus  égales  à  b,  b2,  ...,  bn,  ...  ;  on  en  conclut  que  les  condi- 
tions imposées  dans  le  théorème  I  sont  vérifiées  pour  la  série 
b0  +-  6jj+  b.2y2  -h  ...,  quand  on  y  regarde  les  termes  comme  les 
séries  entières  en  x  que  l'on  vient  de  définir. 

Dans  le  cas  où  la  série  g  (y)  est  convergente  quel  que  soit  y,  le 
rayon  de  convergence  de  la  série  en  x  que  l'on  obtient  en  procé- 
dant comme  on  l'a  expliqué  est  au  moins  égal  au  rayon  de  conver- 
gence de  la  série  f(x). 

IV.  La  proposition  III  est  susceptible  d'une  généralisation  qu'il 
suffira  d'énoncer. 

Soit,  en  reprenant  les  notations  du  n°  344, 

{,)  y  Aa    a  a   x"l    x**    ...    xa", 

»1,  2o,  ..    }  (Xp 

une  série  puPle  h  p  variables,  absolument  convergente  sous  les  con- 
ditions 

(2)  l^il^«i.      [««  f <a2, ...,      !  2^  [<;«», 
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où  «,,  a2,  ...,  ap  sont  des  nombres  positifs;  si  l'on  regarde 
xr (}"--=  i)  2î  ■■■■,  p)  comme  la  somme  d'une  série  entière  en  x, 
absolument  convergente  sous  la  condition  |  x  |  <;  a  (a  positif),  et 
dont  la  majorante  naturelle  prenne  pour  x  =  a  une  valeur  au  plus 
égale  à  a,.,  la  somme  de  la  série  (i)  sera  une  fonction  de  x,  définie 
sous  la  condition  |  £c  |  <l  a,  qui  peut  se  mettre  sous  forme  d'une 
série  entière  en  x  absolument  convergente  pour  x  =  a. 

Dans  les  propositions  I,  II,  III,  IV,  u„  (x),  f  (x),  xr  ont  désigné 
des  séries  entières  en  x  ;  naturellement  les  propositions  subsistent 
quand  quelques  unes  de  ces  séries  se  réduisent  à  des  polynômes  ; 
c'est  ce  qui  arrive  dans  l'importante  proposition  qui  suit. 

350.  —  Soit 

(i)  f(x)  =  a0  -\~axx  -h  . . .  -+■  anxn  -+-  ... 

une  série  entière  en  x.  Pour  ne  pas  multiplier  les  notations,  je  me 
permettrai  d'employer  le  même  symbole  fix)  pour  désigner  la  sé- 
rie et  sa  somme.  Je  désignerai  par  x'  la  valeur  absolue  de  x  et  par 
a'n  celle  de  an(n  =  o,  i,  2,  ...).  Je  suppose  que  la  série  (1)  con- 
verge (absolument)  sous  la  condition  x'  <C  A,  A.  étant  un  nombre 
positif,  que  l'on  pourra  prendre  arbitrairement  si  la  série  (1)  con- 
verge quel  que  soit  x,  que  l'on  prendra,  dans  le  cas  contraire,  égal 
ou  inférieur  au  rayon  de  convergence  R  de  la  série  (1).  Il  est  à 
peine  besoin  de  dire  que  l'on  exclut  le  cas  insignifiant  où  ce  rayon 
serait  nul. 

Je  regarderai  provisoirement  x  et  x'  comme  fixes  ;  on  suppose 
x'<A;  soit  H  un  nombre  positif  fixe  moindre  que  A  —  x'  ;  soit 
h  une  variable  assujettie  à  la  condition  |  h  |  <  H.  La  fonction 
de  h 

j  (x  -f-  h)  =  a0  -4-  ai  (x  -+-  h)  -+•  ,..  -j-  an(x  +  h)"  -+■  ... 

est  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  h  qui  satisfont  à  cette  condi- 
tion ;  la  série 

a'Q  +  a\(x'  +H)  +  ...  +  a'n(x'  +  II)»  +  ... 

est  d'ailleurs  convergente  puisque  x'  +  II  est  moindre  que  A . 
Il  suit  de  là  que  la  série 

(h)  a()  -f-  «,  (x  -h  h)  -h  ...  -+-  a„(x  -+-  h)n  -+-  .... 
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où  h  est  la  variable,  satisfait  aux  conditions  sous  lesquelles  le  théo- 
rème I  du  numéro  précédent  est  applicable  :  an  (x  -h  h)n  remplace 
un(x)  ;  a'n(x'  H-  H)ra  remplace  A„.  On  peut  donc  développer  et  or- 
donner suivant  les  puissances  de  h  ;  le  coefficient  de  hn  est  le  pro- 
duit par 

1 
1.2  ...  n 

de  la  série 

n  (n —  1) ...  1  a„-h(n+  1)  n  ...  2an+ix-\-(n-h2)  (n-+- 1) ...  3anj_2x2-t-  ... 

■+■  (n  +  p)  (n  -+-  p  —  0  •••  (p  ■+-  0°»+^  _1~  •••' 

qui,  en  vertu  du  théorème  même  que  l'on  applique,  est  une  série 
convergente  pour  |  x  |  <C  A. 

En  résumé,  on  est  parvenu  au  théorème  que  voici  : 

Soit 

(1)  f(x)  =  «0  H-  ayx  4-  ...  -+-  anxn  -+-  .. 

une  série  entière  en  x,  convergente  pour  |  x  |  <C  A  ;  sous  la  même 
condition,  les  séries 

J'  (x)  =  a,  -h  2  a2x  -+-  3  aax2  -f-  ...  -h  (/i-h  i  )  anJrixn  +  . . . , 

j" (x)  =  i.2a.2+  2 .3 a3œ-t-3./i a4a;2-H. . . H-  (/i+ 1  )  (^+2) ans-iXn-\- ..., 

2)  <  "     "    ■■■" 
1      W(i»)(a:)=  1.2  ...  pa;,  -f-  2.3  ...  (/j  -h  i)a,,+  lx  -\-  ... 

j  -+-  {n  -+-  1  )  (n  -h  2)  . . .  (n  -f-  p)  a;!+2,a;ra  H-  . . . , 


sont  absolument  convergentes  et  l'on  a 

(3)  f(x  +  h)=f(x)  +  \f{x)  +  ^J>(x)  +  ...  +  ~^iJ^(x)  +  ..., 

sous  les  conditions 

(4)  |  œ  |<  A,  !  s  |  +  |  h  |  <  A. 

La  première  de  ces  conditions,  nécessaire  pour  que  la  seconde 
puisse  être  vérifiée  par  quelque  valeur  de  h,  est  nécessaire  aussi 
pour  que  l'on  soit  assuré  de  la  convergence  des  séries  f  (as),  f"  (x),  ... 
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On  remarquera  que  la  série  f"  (se)  se  déduit  de  la  série  /'  (x) 
comme  la  série/'  (as)  se  déduit  de  la  série  f[x)  ;  de  même,  la  série 
f'"(x)  de  la  série  f"  \X),  etc..  Si  l'on  se  donnait  la  série  f  (x),  les 
coefficients  de  la  série  f(x)  seraient  tous  déterminés,  sauf  aQ  ;  f(x) 
serait  déterminée  à  une  constante  additive  près. 

Les  séries  f  (ce) ,  f" (x) ,  ...  convergent  pourvu  que  l'on  ait 
|  x  |  <C  A  ;  leur  rayon  de  convergence  est  au  moins  égal  à  A. 

Si  la  série  f(x)  est  convergente  quel  que  soit  x,  il  en  est  de 
même  des  séries  f  (x) ,  f"  (x) ,  ... 

Si  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (i)  est  R,  il  en  est  de 
même  pour  les  séries  f  (as)  ,f  (x) ,  ...  D'abord  le  rayon  de  conver- 
gence de  ces  dernières  séries  est  au  moins  égal  à  R,  puisqu'on 
peut  prendre  A  =  R.  Si,  maintenant,  la  série/'  (x),  par  exemple, 
converge  pour  la  valeur  x,  son  n,ème  terme  nanxn~l  tend  vers  o 
quand  n  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de  même,  a- fortiori; 
de  anxn"s  et,  par  suite  de  anxn;  on  a  donc  |  x  j  <  R  (n°  342)  et 
par  conséquent  le  rayon  de  convergence  de  la  série  f  (x)  ne  peut 
dépasser  R  :  il  est  égal  à  R. 

Toutefois,  sur  la  circonférence  même  du  cercle  de  convergence, 
le  caractère  de  la  série  f{x)  et  de  la  série/'  (x)  n'est  pas  le  même, 
en  général.  Si  la  dernière  série  est  absolument  convergente  au 
point  x,  il  en  est  de  même  de  la  première,  dont  les  coefficients 
sont  plus  petits  en  valeur  absolue  ;  mais  la  réciproque  n'est  pas 
vraie,  comme  on  le  voit  en  prenant,  par  exemple, 

f(X)   =  72+    22+    •••    +    ^I+    -' 

d'où  l'on  tire 


oc 
2 


La  première  série  converge  pour  x  =  1,  et  non  la  seconde. 

Si  la  série  (1)  est  convergente  quel  que  soit  x,  on  peut  prendre 
A  aussi  grand  qu'on  le  veut,  la  série  (h)  est  convergente  quel  que 
soit  /<  ;  l'égalité  (3)  a  lieu  quels  que  soient  x  et  h. 

Si  le  rayon  de  convergence  de  la  série  ,1  est  R,  on  peut  prendre 
A  =  R  ;  x  est  une  constante  assujettie  à  la  condition  |  x  \  <C  H; 
la  série  (h    est  absolument  convergente,  et  la  formule    3    est  \a- 
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lable,  pourvu  que  l'on  ait  |  h  |  <  R  —  |  x  [;  le  rayon  de  conver- 
gence cle  la  série  (h),  entière  en  h,  est  au  moins  égal  à  R  —  [  x  \. 
11  est  aisé  cle  montrer  sur  un  exemple  que  le  rayon  cle  conver- 
gence peut  dépasser  R  —  |  x  |.  Considérons  par  exemple  la  série 

1  +  x  -+-  x1  -f-  ...  , 

dont  le  rayon  de  convergence  est  i  et  dont  la  somme  est  — ^—  ;  si 

l'on  y  remplace  x  par  x  -H  Ji,  et  qu'en  ordonne  par  rapport  à  h, 
les  opérations  seront  légitimes  sous  les  conditions 

|  x\<  1,         |A|<i  —  \x\; 

la  série  en  Ji  à  laquelle  on  parviendra  aura  pour  somme 

1  1  1 

I  —  X  —  h  I  —  X  h 


I   —  X 

I  II  h" 


.TV  +  1 


I  —  x        (1  —  x)2  (1  —  x) 

elle  sera  donc  identique  à  la  série  qui  figure  dans  le  dernier  membre 
de  l'égalité  précédente;  c'est  ce  qu'on  reconnaîtrait  d'ailleurs  aisé- 
ment en  faisant  le  calcul;  l'égalité  précédente  est  valable,  et  la  série 
qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente,  sous  la  seule 
condition  \  h  \  <C  |  i  —  x  |  :  or,  on  a  |  i  —  x  \  >■  1  —  |  x  |, 
si  x  n'est  pas  réel. 

Il  est  tout  naturel  de  se  demander  si  les  choses  se  passeront  en 
général  comme  dans  l'exemple  précédent,  c'est-à-dire  si  l'égalité  (3), 
qui  n'est  démontrée  que  sous  la  condition  |  //  |  <C  R  —  |  x  |, 
subsiste  tant  que  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  est 
convergente;  on  établira  un  peu  plus  tard  qu'il  en  est  bien  ainsi, 
en  supposant 

\.x  |<  R,      [  x  H-  h  |  <  R. 

On  établira  aussi  que  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (h)  est 
au  plus  égal  à  R  -+-  \  oc  ). 

La  proposition  qui  fait  l'objet  principal  du  présent  numéro 
s'étend  sans  peine  aux  séries  entières  à  plusieurs  variables.  Je  me 
borne  à  quelques  indications  sur  ce  sujet. 
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351.  —  Reprenons  les  notations  du  n°  344  relatives  à  la  série 

J  \xn  xii  •■■  xv) —  ^^  A-oLUoLi,...CLpxi    x-i"'"xv     ' 

regardons  £Cls  cc2,  ...,  îcp  comme  des  constantes  satisfaisant  aux 
conditions 

|  x,  |  <  a,,       |-as,  |  <  a2,  ...,       |  x,,  |  <  a;), 

où  cette  fois  l'égalité  est  exclue;  soient  H, ,  H3,  ...,  H^  des  nombres 
positifs  respectivement  inférieurs  à 

et  hi,  h.2,  ...,  /i,,  des  variables  assujetties  aux  conditions 

sous  ces  conditions,  la  fonction  f(xL  -+-  /ii,  œ2  H-  h.2,  ...,  £c;j  h-  /i;)) 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série  entière  en  ht,  h.v  ...,  hp 
absolument  convergente;  les  coefficients  sont  eux-mêmes  des  séries 
entières  en  x{,  x,  ...  xv,  absolument  convergentes  sous  les  condi- 
tions énoncées.  Je  n'insiste  pas  sur  la  loi  de  ces  coefficients,  je  me 
contenterai  de  remarquer  que  le  coefficient  de  hv  est 

,-  |  ^-a^a.,,.  .,ctpaix1  x2~  •••  xp   y 

OCj,  SCoj  ..-,  Otp 

où  il  est  entendu  qu'il  ne  figure  pas  de  puissance  des  variables  à 
exposant  négatif;  le  terme  écrit  disparait  quand  <*!  est  nul. 

352.  —  Supposons  que  la  fonction  f(x)  soit  définie  au  point  x 
et  aux  environs.  Si,  en  désignant  par  s  un  nombre  positif,  qui  peut 
d'ailleurs  être  aussi  petit  qu'on  le  veut,  la  fonction  f(x  H-  h)  de  la 
variable  h  peut  sous  la  condition  |  h  |  <C  s,  se  mettre  sous  la  forme 

h                h'2                                 h'1 
f(x  ■+■  h)  —  A0  -+-  A.  -  -+-  A- f-  ...  -h  A„ h  •  •  • , 

J  V  '  °  '    1  *    I  .  2  1 . 2    ...   71 

la  fonction  f(x)  est  dite  régulière  au  point  x.  Le  nombre  A0  est 
forcément  égal  à  f{x),  puisque  l'égalité  précédente  doit  subsister 
pour  li  —  o.  La  fonction  ne  peut  pas  être  régulière  au  point  x  sans 
y  être  continue. 
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Les  nombres  A,,  A2,  ...,  A„,  ...  sont,  par  définition,  les  dérivées 
première,  seconde,   ...,  nième,   ...  de  la  fonction  / '(as)  an  point  as. 

Supposons  que  la  fonction  /(as)  soit  régulière  en  chaque  point  as 
d'un  continuum  G;  alors,  à  chaque  point  correspondra  une  suite 
de  nombies  Ai,  A2,  ...,  A„,  ...,  qui  pourront  donc  être  regardés 
comme  les  valeurs  au  point  as  d'une  suite  de  fonctions  /'(as), 
/"(as),  •••,  /"(as),  ...  définies  dans  le  continuum,  fonctions  aux- 
quelles on  donne  aussi  le  nom  de  (fonctions)  dérivées  successives  de 
la  fonction/(as).  Ainsi,  à  chaque  point  as  du  continuum  correspond 
un  nombre  s  tel  que  l'on  ait,  sous  la  condition  |  h  |  <C  s, 

f(x  +  h)  =f(x)  +  \f  (x)  +  ...  +  Y^—J^)  +  -  J 

on  dira  alors  que  la  fonction  est  régulière  dans  tout  le  continuum 
(G). 

Supposons,  par  exemple,  en  désignant  par  as0  un  nombre  fixe, 
que /(as)  soit  la  somme  de  la  série  entière  en  x  —  as0, 

a0  -h  at(ar  —  x0)  -h  a2(x  —  as0)2  4-  ...  +  an(x  —  x0)n  -+-  ...  , 

dont  je  suppose  le  rayon  de  convergence  égal  à  R0  ;  cette  fonction, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  sera  régulière  dans  le 
continuum  défini  par  l'inégalité  \x  —  as0|  <R0;  ses  dérivées  suc- 
cessives seront 

f'(x)  =  a.  H-  2a,{x  —  x0)  -(-  ...  H-  nan(x  —  x0)n~l  -+-  ..,, 

f"{x)  =  i.2«2  -t-  2.3a3(a;  —  x0)  +  ...  -h  (n  —  i)  nan{x  —  ^0)"-2  ■+-•••« 


A  la  vérité,  c'est  dans  le  cas  où  as0  est  nul  que  ces  propositions 
ont  été  établies,  mais  le  passage  d'un  cas  à  l'autre  se  fait  évidem- 
ment en  prenant  x  —  as0  pour  variable.  Rappelons  encore,  en 
passant,  que  la  série,  entière  en  X  —  as, 


1.2 

est  convergente  et  a  pour  somme  /(X)  si  l'on  a 
|X  —  x\  <  R()  —  \x  —  .'c„|. 
La  loi  par  laquelle  la   série /'(as)   se  déduit  delà  série  /(as)  est 
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manifeste  :  c'est  la  même  loi  qui  donne  la  dérivée  d'un  polynôme. 
C'est  aussi  par  la  même  loi  que  /"(as)  se  déduit  de  /'(as),  que /'"(as) 
se  déduit  de /"(as),  etc.  Ainsi  la  dérivée  seconde  est  la  dérivée  de 
la  dérivée  première,  la  dérivée  troisième  est  la  dérivée  de  la  dé- 
rivée seconde,  etc. 

Cette  dernière  proposition  s'étend  évidemment  à  une  fonction 
régulière  quelconque  F  (as),  puisqu'une  fonction  régulière  au  point 
xQ  peut  être  représentée,  aux  environs  de  ce  point,  par  une  série 
entière  en  a?  —  as0. 

353.  —  Cette  façon  d'introduire  la  notion  de  dérivée,  qui  ne 
s'applique  d'ailleurs  qu'aux  fonctions  qu'on  a  définies  comme 
étant  régulières,  est  tout  à  fait  différente  de  la  façon  que  l'on  a 
adoptée  au  Chapitre  VI  dans  le  cas  des  variables  réelles.  Je  veux, 
dès  à  présent,  dire  un  mot  sur  l'extension  au  cas  des  variables 
imaginaires  de  cette  dernière  définition  de  la  dérivée. 

Soit  en  général  /(as)  une  fonction  de  la  variable  imaginaire  x, 
définie  dans  un  continuum  (C).  Soit  x  un  point  de  ce  continuum 
et  h  une  variable,  suffisamment  petite  en  valeur  absolue  pour  que 
x  H-  h  appartienne  aussi  à  (G)  ;  en  d'autres  termes,  \h\  doit  rester 
inférieure  à  la  distance  de  x  à  la  frontière  de  (C).  Considérons  la 
fonction  de  h 

f(x  +  h)  -f(x) 

h 

définie  pour  les  valeurs  de  h,  autres  que  o,  qui  satisfont  à  la  con- 
dition précédente.  Si  cette  fonction  de  h  admet  une  limite  pour 
h  =  o,  on  dit  que  la  fonction  f(x)  admet  une  dérivée  au  point  x, 
dérivée  qui  n'est  autre  que  la  limite  dont  on  suppose  l'existence. 

Si  la  fonction  y  (as  admet  une  dérivée  en  chaque  point  du  conti- 
nuum, la  fonction  dérivée  /'(as)  est  définie  en  chaque  point  de  ce 
continuum  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  est  évidemment  nécessaire 
que  la  fonction  f(x)  soit  continue  en  chaque  point  de  ce  conti- 
nuum ;  mais  cette  condition  est  loin  d'être  suffisante. 

Cette  nouvelle  définition  de  la  dérivée  est  la  généralisation  im- 
médiate de  la  définition  de  la  dérivée  dans  un  intervalle  donné  au 
Chapitre  VI  ;  toutefois  clans  ce  chapitre,  on  a  considéré  la  dérivée 
pour  les  bornes  de  l'intervalle;  pour  poursuivre  l'analogie,  il 
conviendrait  de  parler  de  la  dérivée  pour  les  points  frontières  du 
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continuum.  C'est  un  point  sur  lequel  je  reviendrai  aux  nos  378 
et  379. 

Je  laisse  de  côté,  pour  le  moment,  les  conséquences  de  cette  se- 
conde définition  de  la  dérivée  ;  je  me  borne  à  remarquer  que  si  la 
fonction  f  (x)  est  régulière,  au  point  x,  si  l'on  peut  poser,  pourvu 
que  h  soit  suffisamment  petit  en  valeur  absolue, 

/(*  +  h)  =f(x)  +  \f{x)  +  £/'(*)  +  ...  ; 

f'(x)  sera  bien  la  dérivée  de  la  fonction  f(pc),  au  point  x,  avec  le 
sens  de  limite  qu'on  vient  de  donner  au  mot  dérivée;  l'égalité  pré- 
cédente montre  en  effet  que  l'on  a 

le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  h  qui,  pour  h  =  o, 
se  réduit  à  f(x) . 

J'abandonne  maintenant  le  point  de  vue  où  je  me  suis  placé 
dans  ce  numéro,  pour  m 'attacher  à  la  définition  de  la  dérivée  tirée 
de  la  notion  de  fonction  régulière. 

354.  —  Les  règles  élémentaires  pour  le  calcul  des  dérivées  se 
déduisent  très  aisément  de  cette  définition  ;  ainsi  le  lecteur  recon- 
naîtra sans  aucune  peine  que,  si  les  fonctions  f(x),  ■?{%)  sont  ré- 
gulières au  point  x,  il  en  est  de  même  de  leur  somme,  de  leur 
produit,  de  leur  quotient  (en  supposant  que  le  diviseur  ne  soit  pas 
nul  au  point  ce)',  et  retrouvera  immédiatement  les  règles  usuelles 
pour  prendre  la  dérivée  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient. 
Voici  quelques  cas  un  peu  plus  compliqués. 

Reprenons  les  notations  des  propositions  T,  II  du  n°  349.  Les 
séries  un(x)  (/i  =  o,  i,  2,  ...),  entières  en  ce,  sont  absolument 
convergentes  pour  x  =  a  (a  >•  o)  ;  U«(a?)  est  la  majorante  natu- 
relle de  un(x).  Les  fonctions  un(x),  Un(œ)  ont  des  dérivées 

u'n(x),    un{x),  ..., 

u»,  u;;(x),...; 

les  fonctions  qui  figurent  sur  la  seconde  ligne  sont  manifestement 
les  majorantes  naturelles  des  fonctions  qui  figurent  sur  la  première 
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ligne  :  on  suppose,  en  posant  A„  =  U,/a),  que  la  série  A0  -+-  Ax  -+-  . . . 
est  convergente. 

Il  est  bien  aisé  de  voir  que  la  fonction 

(i)  f(x)  =  a0(x)  -+-  Ui(x)  ...  H-  un(x)  -h  ... 

est  régulière  en  tout  point  x  du  continuum  défini  par  la  condition 
\x\  <C  a. 

Dans  la  démonstration,  je  regarderai  x  comme  fixe  ;  h  sera  la 
variable  ;  pour  la  commodité  de  l'écriture  je  poserai 

|a?|  =  x' ,        \h\  =  h',        H  =  a  —  x' . 

H  est  un  nombre  positif  fixe,  la  variable  h  est  assujettie  à  la 
condition  h'  <H.  On  a 

(2)  j(x  -+-  h)  =  uQ(x  -h  h)  +  ut(x  ■+■  h)  H-  ...  -+-  u„(x  -h' h)  -h  ... 

Si,  dans  la  série  obtenue  en  développant  iin(x  -+-  h)  suivant  les 
puissances  de  h,  on  remplace  les  coefficients  par  leurs  valeurs 
absolues  et  h  par  h',  la  somme  de  la  série  (à  termes  positifs)  à 
laquelle  on  parvient  ainsi,  sera  au  plus  égale  à 

U»(x'  +  h')  <  Un(x'  h-  II)  ou  A„. 

Dès  lors,  on  voit  que  la  proposition  I  du  n°  349  s'applique  à  la 
série  qui  forme  le  second  membre  de  l'égalité  (2),  série  dont  les 
termes  peuvent  être  regardés  comme  des  séries  entières  en  h,  sous 
la  condition  \h\  <  H  ;  on  pourra  donc  ordonner  suivant  les  puis- 
sances de  h  et  l'on  aura 

(3)  f{x  +  h)  =f(x)  +  \f(x)  +  £-f(œ)  +  ...  +  -£_/*(»)+..., 
en  posant 

f'(x)  =  u[,(x)  -h  u'^x)  4-  ...  +  <(œ)  +  .... 


(3)  ir(x)=-u"0(x)  +  u\(x)  +  ...  +  «£(*) 

Les  seconds  membres  de  ces  dernières  égalités,  où  u'n(x)\ 
u"„  x  ,  ...  n=  o,  1,  2,  ...)  désignent  les  dérivées  première,  se- 
conde, ...  de  la  fonction  u„(#  ,  sont  des  séries  absolument  conver- 
gentes sous  la   condition  \x\  <  a.  Les  sommes  de  ces  séries  sont 
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les  dérivées  première,  seconde,  ...  de  la  fonction  f'x)  définie  par 
l'égalité    i). 

On  obtient  donc  la  dérivée  de  cette  fonction,  en  prenant  les 
dérivées,  terme  à  terme,  du  second  membre,  comme  s'il  s'agissait 
d'une  somme  finie.  La  règle  relative  à  la  formation  de  la  dérivée 
d'une  série  entière  en  x  peut  être  regardée  comme  un  cas  particu- 
lier de  celle  qu'on  vient  d'établir. 

Si,  en  conservant  Sa  même  signification  aux  fonctions  un(x),  en 
leur  imposant  les  mêmes  conditions,  et  en  regardant  toujours  x 
comme  un  point  satisfaisant  à  la  condition  \x\  <;  a,  on  considère 
la  fonction  ©  [x)  définie  par  l'égalité 

o{x)  =  [i  +  a0(x)]  [1  H-  u^x)]  ...  [i  -+-  un(x)]  ... 
on  reconnaîtra  que  la  fonction  de  h 

cp  (x  -+-  h)  =  [ i  H-  «0  (x  -f-  h))  [i  -f-  Ui  (x  -+-  h)}  ...  [i  -+-  un(x  -+-  h)]  ... 

peut  être  ordonnée  suivant  les  puissances  de  h,  que  cp(x)  est  régu- 
lière au  point  x  et  que  si,  en  ce  point,  aucun  des  facteurs  du  pro- 
duit infini  n'est  nul,  la  dérivée  o'  (x)  de  ©(œ)  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

(6)    v(x)\   -  -  -v-x  h ,  \  -+-  •••  h — --V-v  +  •••   ; 

v  '      ■  w  L  i  H-  «o  (»)         i  -h  "i  (#)  l  +  ««  (a?)  1 

si  le  facteur  i  H-  uH(x)  était  nul,  la  dérivée  de  o  (oc''  s'obtiendrait 
en  remplaçant  dans  le  produit  infini  ©  (as)  le  facteur  i  -f-  zj„  (x)  par 
sa  dérivée  u^  (a?) . 

Les  propositions  III  et  IV  du  n°  349  fournissent  de  même  des 
propositions  que  je  me  contenterai  d'énoncer,  le  mode  de  démons- 
tration étant  suffisamment  éclairci  par  ce  qui  précède  :  le  lecteur 
ne  manquera  pas  de  rapprocher  ces  propositions  de  celles  qui  ont 
été  établies,  pour  les  variables  réelles,  aux  nos  212  et  220. 

Conservons  aux  séries 

g{y)  =  bo  -+-  hy  -+■  •••  h-  &»r  -+-  ••• 

f  (x)  =  a0  -h  «iX  -t-  ...  -+-  aHxn  -4-  ... 

la  signification  du  n°  349  (III),  ainsi  que  les  conditions  imposées 
à  ces  séries;  la  fonction  de  x  obtenue  en  regardant,  dans  g  [y), 
y  comme  égal  à  f(x)  est  régulière  pour  tous  les  points  x  qui  satis- 
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font  à  la  condition  J  x  |  <  a  et  la  dérivée  de  cette  fonction  par 
rapport  à  x  est  égal  au  produit  g'  (y)  /  (x). 
Conservons  à  la  série  p"Ple 

04,  a2,...,  ap 

la  signification  du  n°  349,  IV  et  imposons-lui  les  mêmes  condi- 
tions; désignons-en  la  somme  par/(iCi,  x-i,...,  xP)  ;  la  fonction 
dep  variables  f\Xi,  x-2,...,  x,,)  est  définie  pour  les  valeurs  de  ces 
variables  qui  satisfont  aux  conditions 

j  Xi  j  <  a±       ,       x-2  <  a-2  . . .       ,       xp  <  ap  ; 

elle  admet  des  dérivées  partielles  pour  tout  système  de  valeurs 
de  Xi,  xi,...,  xp  qui  satisfont  aux  conditions, 

|  2*1  |   <C  «1  )  2*2  <  a2»--«  )  Bp  <C  «;>  ' 

adoptons  pour  ces  dérivées  partielles  le  même  symbolisme  que 
pour  les  fonctions  de  variables  réelles  (*).  Regardons  maintenant 
xT (r  =  i,  2,...  /))  comme  la  somme  d'une  série  entière  en  as,  sou- 
mise aux  conditions  qui  ont  été  énumérées  au  n°  349,  IV  ;  alors, 
f(xi,  Xi,...,  xp)  devient  une  fonction  composée  de  x,  régulière  sous 
la  condition  x  <<  a  ;  sa  dérivée  est 

</;1  +  ^  +  ---  +  4/v 

en  désignant  par  x[,  x'.2,...,  x'v  les  dérivées  de  Xi,  x-2,,...,  xp  par 
rapport  à  x. 

355.  —  Soit  (C)  un  continuum  borné  et  (?(x)  une  fonction 
régulière  en  chaque  point  de  ce  continuum. 

Par  hypothèse,  à  chaque  point  x0  du  continuum  correspond  un 
nombre  positif;  dont  on  peut  affirmer  la  propriété  suivante  :  sous 
la  condition  \x  —  x0 1  <C  s,  le  point  x  appartient  à  (C),  et  la  série 

(i)  o  fa)  +  X^  j  (x0)  +  ^f0)-  o"(.r„)  +  ... 

(')  Notons  que  la  proposition  f"x  x  =fxx  résulterait  ici  de  la  règle  pour 
prendre  la  dérivée  d'une  série  entière  et  de  ce  que  celte  proposition  est  vraie 
quand  la  fonction  /se  réduit  à  un  monôme. 
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converge  absolument,  sa  somme  est  égale  à  ©(se).  Il  y  a  évidem- 
ment une  infinité  de  nombres  positifs  s  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété, car  si  £  la  possède,  il  en  est  de  même  des  nombres  positifs 
plus  petits  ;  mais  l'ensemble  des  nombres  positifs  c  qui  jouissent 
de  cette  propriété  est  borné  en  haut,  puisque  le  nombre  s  ne  peut 
dépasser  ni  la  distance  du  point  x0  à  la  frontière  du  continuum, 
ni  le  rayon  de  convergence  de  la  série.  Soit  o(xo)  la  borne  supé- 
rieure de  l'ensemble  des  nombres  i  ;  dire  qu'à  chaque  point  x0  de 
(C)  correspond  un  nombre  o(xQ),  c'est  dire  que  la  fonction  p  (a?) 
est  déterminée  dans  le  continuum  (C)  :  o{x)  est  un  nombre  positif 
qui  n'est  jamais  nul,  qui  devient  d'ailleurs  aussi  petit  que  l'on 
veut,  quand  x  s'approche  suffisamment  de  la  frontière  de  (C). 

Soit  maintenant  (D)  un  ensemble  clos,  contenu  dans  (C)  ;  Je 
vais  démontrer  que  la  borne  inférieure  de  l'ensemble  des  valeurs 
que  prend  la  fonction  p  (x)  pour  les  points  x  qui  appartiennent  à 
l'ensemble  clos  (D)  n'est  pas  nulle. 

Supposons  en  effet,  pour  arriver  à  une  contradiction,  que  cette 
borne  inférieure  soit  nulle.  Alors,  à  chaque  nombre  positif  a.,  si 
petit  qu'il  soit,  doivent  correspondre  un  ou  plusieurs  points  x, 
appartenant  à  D),  tels  que  l'on  ait  o(x)  •<  a;  soit  E(a)  l'ensem- 
ble de  ces  points.  Si  l'on  a  a'  <C  a,  l'ensemble  E(a')  est  évidem- 
ment contenu  dans  E  (a).  Il  y  a  donc  un  ensemble  E  o)  (nos  283, 
156  de  points  k  dont  chacun  jouit  de  la  propriété  suivante  :  ou  le 
point  k  appartient  à  tous  les  ensembles  E  a),  ou  il  est  un  point 
d'accumulation  pour  chacun  de  ces  ensembles.  Dans  le  premier 
cas,  le  point  k  appartient  à  (D)  puisque  tous  les  points  de  E  (a) 
appartiennent  à  (D)  ;  il  en  est  de  même  dans  le  second  cas,  car 
tout  point  d'accumulation  de  E  a  est  un  point  d'accumulation  de 
(D)  et,  par  conséquent,  appartient  à  cet  ensemble  (D),  qui  est 
clos.  L'ensemble  E  (o)  est  donc  contenu  dans  (D  . 

Prenons  pour  x0  un  point  de  cet  ensemble  E  o).  Quelque  petit 
que  soit  le  nombre  positif  a,  il  devrait  y  avoir,  aussi  près  qu'on 
voudra  du  point  x0,  des  points  Xi  appartenant  à  ;  D)  tels  que  l'on 
eût  p(xi)  <i&..  Mais  cela  est  impossible  :  si  l'on  a  en  effet 
\xi  —  xQ  ]  <;  p(xo),  le  point  Xi  appartient  à  (C)  et  le  rayon  de 
convergence  de  la  série 

(2)  T(aîl)+?'(a.1)?L^i  +  (p'(a^'<  *Tl)2 


1.2 
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est  au  moins  égal  à  o  (a?0)  — —  j  a?i  —  x0  \  ;  tout  point  x  intérieur  au 
cercle  de  centre  Xi  et  de  rayon  p{xo)  —  {  Xi  —  x0\,  cercle  qui  est 
tangent  intérieurement  au  cercle  de  centre  x0  et  de  rayon  p(x0) 
appartient  évidemment  à  (C)  ;  d'ailleurs  en  un  tel  point  x  la 
somme  de  la  série  (2)  est  égale  à  ©  (x)  ;  on  a  donc 

P  (^i)  ^  P  (^0)  —  j  xi  —  xo  J  ; 
il  suffit  de  supposer 

|  ~i  —  x0  ]<  \  p  (a-0) 

pour  que  l'on  ait  p  [xC)  >>  -  p  (xq)  ;  il  y  a  une  borne  au-dessous  de 
laquelle  p{xi)  ne  peut  pas  descendre. 

356.  ■ —  Convenons  de  dire  de  deux  fonctions  œ(œ),  '^(x)  régu- 
lières au  point  Xo,  qu'elles  coïncident  complètement  en  ce  point 
quand  on  a 

'f(^o)  =  M^o),  ?(u)(^o)  =  Vn)fa),    {n  =  1,  2,...). 

Le  lemme  du  précédent  numéro  a  été  établi  afin  de  démontrer 
l'importante  proposition  que  voici  : 

Si  les  deux  fonctions  (?(x),  <\>(x),  régulières  en  tout  point  du 
continuum  (G)  coïncident  complètement  en  un  point  de  (C),  elles 
coïncident  complètement  en  tout  point  de  ce  continuum. 

Soit,  en  effet,  X  un  point  du  continuum  autre  que  x0.  On 
prendra  pour  l'ensemble  parfait  (D)  un  lien  intérieur  à  (G)  et  joi- 
gnant le  point  Xo  au  point  Xi  ;  supposons  que  ce  lien  soit  défini 
par  les  formules 

oh  f{t),  g(i)  désignent  des  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  /. 
Conservons  à  la  fonction  o(x)  la  même  signification  que  dans  le 
précédent  numéro  ;  cette  fonction  dépend  de  la  fonction  œ  (x)  ;  à  la 
fonction  di  (a?)  correspond  une  fonction  analogue  ûi  [x)  ;  les  bornes 
inférieures  des  deux  fonctions  p(x),  pi  (os)  pour  les  points  x  qui 
appartiennent  au  lien  (D)  ne  sont  pas  nulles  ;  soit  s  un  nombre 
positif  plus  petit  que  ces  deux  bornes  ;  intercalons  entre  a0  et  a 
des  nombres  croissants  U,  (>,...  t„,  assez  voisins  pour  que,  si  l'on 
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désigne  par  Xi,  x%,...,  xn  les  points  du  lien  qui  correspondent  aux 
nombres  intercalaires,  la  distance  entre  deux  points  consécutifs  de 
la  suite 

soit  toujours  moindre  que  s;  décrivons  des  points  x0,  Xi,...  x„ 
comme  centres,  avec  le  même  rayon  s,  des  cercles  (C0),  (Ci ),..., (C„)  ; 
chacun  des  cercles  contiendra,  à  son  intérieur,  le  centre  du  sui- 
vant ;  le  point  X  est  intérieur  au  dernier. 

Partons  du  point  x0;  en  vertu  de  la  supposition,  les  deux  séries, 
entières  en  ce  —  x0, 

?(*o)  +  ^^  ?'(*o)  +  (^f°-  ?'(*.)  +  -i 


\2 


<K*o)  +   —T^  *'«>  +  K^^L  *"(0  H"  - 

sont  identiques  terme  à  terme  :  à  l'intérieur  du  cercle  (Co),  un 
même  développement  convient  aux  deux  fonctions,  qui  coïncident 
donc  complètement  en  tout  point  intérieur  à  (C0),  au  point  Xi,  en 
particulier.  A  l'intérieur  du  cercle  (Ci),  un  même  développement 

*(*.)  +  XjI^Cl  ?'(*.)  +  {X~l  *'(*i)  +  - 

convient  aux  deux  fonctions,  qui  coïncident  donc  complètement 
en  tout  point  intérieur  à  (Cj)  :  elles  coïncideront  de  même  à  l'in- 
térieur de  (C2),  ...,  de  (G„)  et,  finalement,  au  point  X.  La  propo- 
sition énoncée  est  démontrée. 

On  peut  l'appliquer  en  particulier  à  la  fonction  (p(x)  et  à  la 
somme  4>  (a?)  de  la  série 

?(*.)  +  ^=P  ?'(*.)  +  ^  72:r°)2  <?>»)  +  ••• 

qui  coïncident  complètement  au  point  sc0. 

S'il  arrivait  que  le  continuum  (C),  où  l'on  sait  que  la  fonction 
(p  (x)  est  régulière,  fût  intérieur  au  cercle  de  convergence  de  la  série 
qu'on  vient  d'écrire,  si,  en  particulier,  la  série  était  partout  conver- 
gente, les  deux  fonctions  o(x),  $>(x)  coïncideraient  complètement 
en  tout  point  de  (G).  Si  le  continuum  (C)  des  points  intérieurs  au 
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cercle  de  convergence  de  la  série  est  contenu  dans  (G),  on  appli- 
quera le  même  théorème  au  continuum  (C)  ;  à  l'intérieur  du  cercle 
de  convergence  la  somme  de  la  série  représente  toujours  la  fonction 
©(ce).  On  démontrera  d'ailleurs  ultérieurement,  par  des  considé- 
rations d'une  toute  autre  nature,  que  le  rayon  de  convergence  de  la 
série  ne  peut  pas  être  inférieur  à  la  distance  du  point  x0  à  la  fron- 
tière de  (C). 

357.  —  Considérons  maintenant  deux  fonctions  ©(ce),  i|>(cc) 
respectivement  régulières  dans  les  continuums  ($),  (*¥)  supposons 
que  ces  deux  fonctions  coïncident  complètement  en  un  point  £ 
commun  aux  deux  continuums  (0),  (*F). 

Le  point  c  étant  commun  aux  deux  continuums,  les  points  voi- 
sins du  point  £  seront  aussi  communs  à  ces  deux  continuums  : 
l'ensemble  des  points  reliés  au  point  £  par  un  lien  appartenant  à  la 
fois  à  ($)  et  à  (W)  constitue  un  continuum  (C)  auquel  s'applique  le 
théorème  du  numéro  précédent  :  en  tout  point  de  ce  continuum 
les  deux  fonctions  ©(ce),  d»(ce),  coïncident  complètement  ainsi  que 
leurs  dérivées. 

Les  deux  continuums  (<ï>),  (M7)  peuvent  avoir  des  continuums 
communs  autres  que  le  continuum  (C)  ;  naturellement,  on  ne  peut 
affirmer  que  les  deux  fonctions  ©(ce),  ^(x)  coïncident  dans  ces 
autres  continuums,  à  moins  qu'on  ne  sache  d'ailleurs  qu'elles  y 
coïncident  complètement  en  quelque  point. 

Dans  le  cas  où  les  continuums  (0),  (¥)  n'ont  pas  de  points 
communs  en  dehors  de(C),  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent 
soit  à  (<ï>),  soit  à  (W)  constitue  manifestement  un  continuum  (C  et 
l'on  peut,  sans  contradiction,  définir  une  fonction  y  (ce),  régulière 
dans  tout  le  continuum  (C),  comme  étant  égale  à  ©(ceï  pour  tout 
point  de  (0),  à  û)(x)  pour  tout  point  de  (W).  On  remarquera  en 
passant  que  si  2  est  un  point  de  la  frontière  de  (W)  qui  soit  inté- 
rieur à  (4>),  on  aura  certainement 

lim.  ty(x)  =  <p(ÉJ); 

en  supposant  que  x  s'approche  de  £  sans  sortir  du  continuum  Qi), 
supposition  nécessaire  pour  que  le  premier  membre  de  l'égalité  ait 
un  sens. 
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La  proposition  précédente  s'applique  en  particulier  dans  le  cas 
où  ®(x)  et  di(x)  sont  des  séries  entières,  l'une  en  x  —  x0,  l'autre 
en  x  —  xt,  h  savoir 

o  (ce)  —  a0  -+-  at  (as  —  xQ)  -+-  a.2(x  —  x0)2  -+-  ..., 
<l[x)  =  b0  H-  6j  (x  —  x^  -+-  b2(x  —  Xi)2  -h  .... 

lorsqu'il  y  a  un  point  £  intérieur  à  la  fois  aux  cercles  de  conver- 
gence des  deux  séries,  pour  lequel  les  fonctions  o[x)  et  <l>'x)  coïn- 
cident complètement. 

Soient  alors  (C0),  (C,)  les  cercles  de  convergence  des  séries  <p(x), 
'i>  [x),  cercles  dont  les  centres  sont  en  x0,  x^  et  dont  je  désignerai  les 
rayons  par  R0,  RÂ  ;  on  peut  prendre  pour  (<E>),  (W)  les  continuums 
intérieurs  aux  deux  cercles  ;  l'hypothèse  est  alors  qu'il  y  a  un 
point  ç  intérieur  à  la  fois  aux  deux  cercles,  pour  lequel  les  deux 
fonctions  <p(x),  d»(œ)  coïncident  complètement. 

Les  notations  précédentes  supposent  que  les  deux  rayons  de 
convergence  sont  finis  ;  si  l'un  des  rayons  de  convergence  est  in- 
fini, si,  en  d'autres  termes,  l'une  des  séries,  o{x)  par  exemple,  est 
convergente  dans  tout  le  plan,  ou  pourra  prendre  pour  ($)  le  con- 
tinuum  intérieur  à  un  cercle  de  centre  xQ  et  de  rayon  arbitrairement 
grand  :  il  résulte  alors  de  ce  qui  a  été  dit  un  peu  plus  haut  que,  en 
supposant  toujours  l'existence  d'un  point  |  où  les  deux  fonctions 
coïncident  complètement,  la  série  <|  (x)  est  convergente  dans  tout  le 
plan,  comme  la  série  ©(se);  les  deux  fonctions  coïncident  dans 
tout  le  plan. 

Si  le  centre  x:  du  cercle  (Ci)  est  intérieur  au  cercle  (C0),  les 
deux  fonctions  ©(as),  <|>(œ),  qui  coïncident  complètement  en  tout 
point  intérieur  aux  deux  cercles,  coïncident  complètement,  en  par- 
ticulier, au  point  Xi  ;  on  a  donc 

h  =  ?  fa)»—,  6n  =  ~\^l  •        (n  =  i,  a,  ...)  ; 
et,  d'après  ce  qui  a  été  établi  au  n°  350 

Rt  >  R0  —  |  xt  —  x0  \. 

Supposons,  en  restant  dans  ce  même  cas,  Rj  >  R0  —  \x{  —  x0  j; 
on  savait  par  le  n°  350  que  les  deux  fonctions  <l>(x),  (Dix)  coin- 
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cident  complètement  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  x{  comme 
centre  et  tangent  intérieurement  au  cercle  (G0),  on  sait  maintenant 
que  la  coïncidence  subsiste  dans  tout  le  continuum  intérieur  aux 
deux  cercles.  On  a  d'ailleurs 

Ri  ^R0  H-  |  xi  —  x0  l; 

car  si  R1  dépassait  le  second  membre,  le  point  x0  serait  intérieur 
au  cercle  (G,)  et,  d'après  ce  qu'on  a  dit  quand  on  supposait  au 
contraire  Xi  intérieur  à  (C0),  on  doit  avoir 

R0  ^  Ri  —  I  ^o  —  xi  I  • 

Ainsi  quand  il  y  a  un  point  ç  intérieur  à  la  fois  aux  deux  cercles 
de  convergence  (C0),  (Ci)  pour  lequel  les  deux  fonctions  o[x), 
ty(x)  coïncident  complètement,  les  deux  cercles  (C0),  (Gj)  peuvent 
se  couper,  l'un  d'eux  peut  être  tangent  intérieurement  à  l'autre; 
mais  il  ne  peut  pas  arriver  qu'un  des  cercles  soit  intérieur  à  l'autre, 
(sans  lui  être  tangent).  Les  rayons  de  convergence  R0,  Rj  et  la 
distance  des  centres  |  xi  —  x0  |    satisfont  aux  inégalités. 

I  Ri  —  Ro  I  ^  1  x>  —  xo  |.        Ri  +  Ro  >  I  *i  —  '«o  I- 

Supposons  la  fonction  fix)  régulière  en  tout  point  du  conti- 
nuum (C);  faisons  correspondre  à  chaque  point  x0  du  continuum 
le  rayon  de  convergence  R  (cc0)  de  la  série 

/(*.)  +  "7'W  h-  {~:pY-f"(xo)  +  -; 

la  première  des  inégalités  qu'on  vient  d'écrire  permet  de  reconnaître 
immédiatement  que  la  fonction  R(.'c)  définie  dans  tout  le  conti- 
nuum, est  continue  en  chaque  point  de  ce  continuum. 

Si  l'on  considère  un  ensemble  clos  (D)  contenu  dans  (G),  la 
fonction  R(a?)  est  uniformément  continue  dans  cet  ensemble;  elle 
y  atteint  son  minimum  ;  la  borne  inférieure  de  R  (as)  pour  les  points 
x  qui  appartiennent  à  (D)  ne  peut  donc  être  nulle. 

358.  —  Voici  maintenant  quelques  propriétés  des  fonctions  ré- 
gulières en  chaque  point  d'un  continuum,  qui  résultent  immédia- 
tement des  propositions  qu'on  vient  d'établir.  Dans  le  présent  nu- 
méro, (p(x)  désignera  toujours  une  fonction  régulière  en  chaque 
point  du  continuum  (C),  et  x0  un  point  de  ce  continuum. 
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Si  les  dérivées  de  la  fonction  <p  (se)  à  partir  de  la  (n  -+-  i)ième  sont 
toutes  nulles  au  point  x0,  cette  fonction  se  réduit  au  polynôme 

?  (*o)  +  X-=~  ?'  (*o)  +  ^^  ?"  (*.)  +  •  ; 

Ce  polynôme,  en  effet,  peut  être  regardé  comme  une  série 
entière  en  se  —  x0,  convergente  dans  tout  le  plan  et  il  coïncide 
complètement  avec  la  fonction  ©(se),  au  point  x0. 

Si  toutes  les  dérivées  à  partir  de  la  première,  étaient  nulles,  la 
fonction  ©(se)  serait  une  constante;  elle  serait  identiquement  nulle 
si  l'on  avait  en  outre  ©(sc0)  =  o. 

Ecartons  le  cas  où  la  fonction  ©  (x)  serait  identiquement  nulle  et 
supposons  qu'elle  s'annule  au  point  x0;  il  peut  se  faire  que  les 
dérivées  ©'(se),  ©"(se),  •  ••  soient  nulles  pour  x  =  se0;  mais  il  y  a 
certainement  une  première  dérivée  ©(n)(sc)  qui  n'est  pas  nulle  en  ce 
point;  on  peut  mettre  alors  a  (oc)  sous  la  forme 

tp  (a?)  =  (x  —  x0)n  <E>  [x], 
en  posant 

$  (x)  = ^-^-L  -+-  (x  —  xn) *-°-  -h  ...  : 

v   '         1.2  ...  n        v  0J    1.2  ...  71 

<t>(sc)  est  une  fonction  régulière  en  sc0,  qui  ne  s'annule  pas  pour 
x  =  x0;  dans  ces  conditions,  on  dit  que  x0  est  une  racine  de  ©(se) 
d'ordre  n  de  multiplicité.  En  tout  point  du  continuum,  autre  que 
x0,  la  fonction  $  (se)  pourrait  être  définie  comme  étant  le  quotient 
de  ©(se)  par  (se  —  Xo)n;  en  un  pareil  point  elle  est  régulière 
puisqu'elle  est  le  quotient  de  deux  fonctions  régulières  dont  la 
seconde  ne  s'annule  pas;  la  fonction 

<P  (x)  =  -, — '  v  '  .    . 


à  laquelle  on  attribue,  pour  se  =  x0,  sa  vraie  valeur 


1.2  ...  n 


est  donc  régulière  en  chaque  point  de  (C). 

Il  ne  peut  pas  y  avoir  un  ensemble  (E)  contenu  dans  (C),  ad- 
mettant x0  comme  point  d'accumulation,  tel  que  ©(se)  soit  nul  en 
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tous  les  points  de  cet  ensemble  :  si,  en  effet,  il  existait  un  tel 
ensemble,  la  série  entière  en  h 

1  h  2 

?K>)  -*~  -  ?'fa.)  -+-  j~  *"(xo)  ■+■  ■••• 

aurait  une  somme  nulle  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /i  aussi 
voisines  de  zéro  qu'on  le  voudrait  ;  tous  ses  coefficients  devraient 
être  nuls. 

Mais  rien,  dans  la  démonstration  précédente,  ne  s'oppose  à 
l'existence  d'un  ensemble  (E),  contenu  dans  (C),  pour  différents 
points  duquel  la  fonction  o(x)  s'annulerait,  si  tous  les  points 
d'accumulation  de  cet  ensemble  appartiennent  non  à  G),  mais  à 
sa  frontière. 

Si  (D)  est  un  ensemble  clos  contenu  clans  (G),  l'équation 
w  (x)  =  o  ne  peut  avoir  qu'un  nombre  fini  de  racines  appartenant 
à  l'ensemble  (D). 

En  effet,  si  l'ensemble  des  points  racines  qui  appartiennent  à 
(D)  était  infini,  il  admettrait  un  point  d'accumulation,  qui  serait 
un  point  d'accumulation  de  (D),  qui  appartiendrait  donc  à  (D), 
puisque  (D)  est  clos,  et  par  conséquent  aussi  à  (G)  :  la  fonction 
©  (as)  serait  identiquement  nulle. 

Soit  'j'(as)  une  fonction  régulière  en  tout  point  de  (C),  comme 

W{x). 

Si  l'on  a  d>(?;>(as0)  =  o^(x0),  pour  toutes  les  valeurs  dep  qui 
dépassent  n,  la  différence  entre  les  deux  fonctions  d(as),  <p(x)  est 
un  polynôme  en  x,  de  degré  inférieur  ou  égal  à  n. 

Si  l'on  avait  <|>(js)  =  o  [x)  pour  une  infinité  de  points  x  appar- 
tenant à  un  ensemble  clos,  contenu  dans  (C),  on  pourrait  affirmer 
l'identité  des  deux  fonctions  di  (oc),  ©(as),  dans  tout  le  continuum  C  . 

359.  —  Soit  toujours  <p(x)  une  fonction  régulière  en  tout  point 
du  continuum  (G)  ;  je  suppose  essentiellement  que  cette  fonction 
ne  soit  pas  identiquement  nulle.  Soit  D)  un  domaine  simple 
contenu  clans  (C).  On  a  vu  que  les  points  de  (D)  pour  lesquels 
©(as)  s'annule  sont  en  nombre  fini  et  que  la  fonction  ©(as),  si  elle 
s'annule  pour  un  point  a  du  continuum  pouvait  se  mettre  sous  la 
forme 

ç(x)  =  (x  —  a)*?i(*), 
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en  désignant  par  ©i(œ)  une  fonction,  régulière  en  tout  point  du 
continuum,  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a. 

Soit  maintenant  b  une  autre  racine  de  Z)(x)  appartenant  à  D  ; 
ce  sera  aussi  une  racine  de  fi(x)  ;  on  pourra  écrire 

T^a)  =  (*—*)**,(*), 

en  désignant  par  (D^x)  une  fonction,  régulière  en  tout  point  du 
continuum,  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  b,  non  plus  que  pour 
x  =  a  ;  on  a  alors 

cp  (x)  =  (x  —  a)7-  (x  —  b)?  o2(x), 

et  l'on  reconnaît  sur  cette  égalité  que  |3  est  l'ordre  de  multiplicité 
de  la  racine  b,  pour  o  (ce).  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  la  con- 
clusion suivante  : 

Soient  a,  b,  ...,  /les  racines  de  ®(x)  qui  appartiennent  au  do- 
maine (D)  et  a,  8,  ...  ).  les  ordres  de  multiplicité  de  ces  racines  ; 
on  peut  mettre  o  (x)  sous  la  forme 

cp(rr)  =  (a;  —  a)x  (x  —  b)°  ...  (x  —  /)H(», 

en  désignant  par  O(as)  une  fonction  régulière  en  tout  point  de  (G) 
et  qui  ne  s'annule  pour  aucun  point  de  (D). 

En  raisonnant  maintenant  comme  on  a  fait  au  n°  334  on  recon- 
naît que  si  le  point  x  décrit  la  frontière  iF  du  domaine  (D),  dans 
le  sens  direct,  l'argument  de  (d(x)  s'accroîtra  de  la  quantité 
27i (a  -+-  |3  -t-  ...  4-  X)  ;  inversement,  si  l'on  a  un  moyen  d'évaluer 
l'accroissement  de  l'argument  de  c  x)  quand  le  point  x  décrit  une 
courbe  fermée  simple  contenue  clans  (G),  on  a,  par  cela  même,  le 
nombre  de  racines  de  la  fonction  oix)  contenues  à  l'intérieur  de 
cette  courbe.  On  peut  dire  encore  que  le  nombre  a  +  ^  +  ...  +  )> 
est  l'ordre  du  point  o  par  rapport  au  lien  fermé  décrit  par  le  point 
(p(x)  quand  le  point  x  décrit  la  courbe  simple  (F),  dans  le  sens 
direct. 

Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  que  si  A  est  une  constante,  la 
fonction  o(x)  —  A  est  régulière  comme  la  fonction  o{x).  Par 
conséquent,  il  n'y  aura  qu'un  nombre  fini  de  points  de  (D)  pour 
lesquels  la  fonction  ç>[x  peut  prendre  la  valeur  A.  La  variation 
de  l'argument  de  gx   —  A  quand  le  point  x  décrit,  dans  le  sens 
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direct,  la  courbe  fermée  simple»  (F)  est  le  produit  par  2tt  du 
nombre  de  racines  de  l'équation  ©  (x)  =  A  appartenant  au  do- 
maine (Dj,  chacune  étant  comptée  avec  son  ordre  de  multiplicité. 

360.  —  J'emploierai  le  symbole  P(ic  ;  a)  pour  désigner  une 
série  entière  en  a?  —  a  ;  la  lettre  P  peut  d'ailleurs  être  affectée  d'un 
indice,  afin  de  distinguer  des  séries  qui  procèdent  suivant  les 
puissances  du  même  binôme.  Une  série  P(a?;  a)  semble  tout 
d'abord  ne  définir  une  fonction  qu'à  l'intérieur  de  son  cercle  de 
convergence;  mais  les  propositions  établies  dans  les  numéros  pré- 
cédents permettent  souvent  de  continuer  la  fonction  au-delà  du 
cercle  de  convergence;  une  telle  série  est  ce  que  Weierstrass  appelle 
un  élément  de  Jonction,  analytique  ;  on  verra  tout  à  l'heure 
comment  il  permet  d'engendrer  les  autres. 

Je  désignerai  sous  le  nom  de  chaîne  de  cercles  et  de  chaîne  cor- 
respondante à' éléments  de  fonction,  une  suite  de  cercles 

(C),  (co.  -  (c„) 

dont  chacun,  sauf  le  dernier,  contient  à  son  intérieur  le  centre  du 
cercle  suivant,  et  une  suite  d'éléments  de  fonction 

V{x;  a),  P(.r;  a,) V(x  ;  an), 

pour  lesquels  les  points  a,  an  ...,  an  sont  les  centres  respectifs  des 
cercles  (C),  (Ci),  ...,  (C„),  chaque  série  qui  représente  un  élément 
de  fonction  étant  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  correspondant 
et  coïncidant  complètement  au  centre  de  ce  cercle  avec  l'élément 
de  fonction  qui  précède. 

Les  cercles  peuvent  être  les  cercles  de  convergence  des  éléments 
de  fonction  qui  leur  correspondent. 

Considérons  un  lien  (L)  ayant  son  origine  au  point  a  et  son 
extrémité  au  point  h  ;  je  suppose,  comme  d'habitude,  que  les 
points  de  ce  lien  soient  déterminés  au  moyen  d'un  paramètre  réel  t  ; 
je  désignerai  en  général  par  la  lettre  c.,  affectée  ou  non  d'indices, 
le  point,  du  lien  qui  correspond  à  la  valeur  /  du  paramètre,  affectée 
ou  non  des  mêmes  indices. 

Imaginons  qu'on  intercale  entre  a  et  fi  les  nombres  croissants 
/,,  /.,  •••  £»_ij  auxquels  correspondent  les  points  £n  ç.,,  ...  £„_i. 
Il  nous   sera  commode  d'employer  les  lettres  /0,  /„,  !;„,  |„  avec  la 
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même  signification,  respectivement,  que  les  lettres  a,  (l,  a,  b.  Dési- 
gnons par  (A),  (7o),  ...,  (/„)  les  liens  partiels  que  l'on  obtient  en 
faisant  varier  /  de  t0  ou  a  à  tlt  de  ti  à  t2  .*.,  de  tn_i  à  2„  ou  |3.  Sup- 
posons qu'on  puisse  constituer  deux  chaînes  correspondantes  de 
cercles  et  d'éléments  de  fonction  qui  jouissent  des  propriétés  sui- 
vantes :  Les  cercles 

C(a),  C(£0,  ...>G(e,_0,C(6) 

ont  pour  centres  respectifs  les  points  ç0  ou  a,  ç,,  ...,  ^n_1?  |„  ou 
è  ;  les  /i  premiers  contiennent  respectivement  à  leur  intérieur  les 
liens  partiels  (/,),  (/2),  ...,  (/.„)  ;  quant  aux  éléments  de  fonction 
correspondants 

V(x;a),P(x;  £,),  .-,  P  (*;  £„-,),  P(s;  6) 

le  premier  est  donné  et  l'élément  P(sc;  £P)  est  déterminé  par  la 
condition  de  coïncider  complètement  avec  l'élément  précédent 
P(x;  'ép-i)  au  point  fr 

Soit  maintenant  /:  une  valeur  du  paramètre,  appartenant  par 
exemple  à  l'intervalle  {tp_i,  tf<  et  £  le  point  correspondant,  qui 
fait  alors  partie  du  lien  (lp).  A  ce  point  £,  ou  plutôt  au  nombre  /, 
faisons  correspondre,  d'une  part,  un  nombre  que  je  désignerai  par 
©*(£)  et,  d'autre  part,  une  série  entière  en  x  —  ç,  que  je  dési- 
gnerai par  Pr(cc  ;  £),  le  nombre  <p<(£)  est  la  valeur  que  prend  en  £ 
la  série  P(œ  ;  2;j_i)  ;  la  série  P,(x  ;  £)  est  la  série  entière  en  x  —  £ 
qui  coïncide  complètement  en  £  avec  la  fonction  P(x;  £,,_,)  ;  on  a 
d'ailleurs  (pi('£)  =  P«(£",  S).  Si  if  était  égal  à  /,,,  la  série  P^(x  ;  BP) 
ne  serait  autre  chose  que  la  série  qu'on  désignait  plus  haut  par 
P  (x  ;  ëp)   et  cjui  coïncide  complètement   en  £p  avec  la   fonction 

P(»;i-i). 

Le  lecteur  reconnaîtra  tout  de  suite  la  vérité  des  propositions 
suivantes  : 

Si  les  nombres  t' ,  t"  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  jS)  et  sont 
suffisamment  voisins,  les  deux  séries 

P,(*;Ê').Pr(*iP) 

coïncident  complètement  en  tous  les  points  du  lien  partiel  que  l'on 
obtient  en  faisant  varier  t  de  t'  h  t";  pour  tous  les  points  de  ce 
lien  partiel,  leur  valeur  est  égale  à  celle  de  la  fonction  ©/£). 

Tannehy  II.  —  Introduction  à  la  Théorie  îles  fonctions  22 
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Cette  dernière  fonction,  considérée  comme  une  fonction  de  /, 
est  continue  clans  l'intervalle  [a,  S)- 

Le  rayon  de  convergence  Ri(S)  de  la  série  V/rx  ;  c)  est  aussi 
une  fonction  continue  de  t  dans  le  même  intervalle  et  reste  supé- 
rieur à  un  nombre  positif  fixe  ;  cette  dernière  proposition  s'établit 
en  raisonnant  comme  à  la  fin  du  n°  357. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  séries  P/x;  £),  à  supposer 
qu'elles  existent,  sont  déterminées  par  la  fonction  ©/(£),  puisque 
deux  séries  entières  en  x  —  |,  qui  prennent  les  mêmes  valeurs 
pour  les  points  d'un  ensemble  infini  admettant  le  point  c  pour 
point  d'accumulation  sont  identiques  terme  à  terme  :  les  points 
du  lien  (L)  voisins  de  £  constituent  un  tel  ensemble. 

En  partant  du  même  élément  initial  P  (x  ;  a)  et  du  même  lien 
(L),  on  aurait  pu  intercaler  entre  a  et  jS,  au  lieu  des  nombres 
tt,  t,,  ...  tn_{,  d'autres  nombres  t'r  /',,  ...  t'T_i  auxquels  auraient 
correspondu  sur  le  lien  les  points  ç[,  cl,  ••■,  ç,'_i  puis  des  séries 
P(as;  £i),  ...;  en  procédant  de  proebe  en  proche,  le  lecteur  se 
convaincra  sans  peine  qu'on  serait  parvenu  au  même  résultat  final, 
aux  mêmes  fonctions  Vt(x\  ç),  0/(|)  que  tout  à  l'heure.  Dès  lors 
il  se  rend  compte  de  ce  qu'on  doit  entendre  quand  on  dit  que, 
en  partant  du  point  a  avec  l'élément  de  fonction  P(sc,  a)  et  en  sui- 
vant le  chemin  (L),  on  parvient  au  point  ç,  qui  correspond  à  la 
valeur  /  du  paramètre,  avec  l'élément  de  fonction  Pt(as;  c\  et 
avec  la  valeur  ©,('ç)  =  P*(ç  ;  ç). 

Si  le  lien  (L)  était  simple  et  ouvert,  on  pourrait  simplifier  un 
peu  les  notations  ;  un  point  ç  du  lien  ne  peut  alors  être  fourni  que 
par  une  seule  valeur  du  paramètre  /  ;  on  pourrait  alors  supprimer 
l'indice  t  dans  les  symboles  ©*(£),  Vt(x;  '£),  ...  ;  mais  quand  un 
même  point  ç  correspond  à  plusieurs  valeurs  de  /,  il  est  nécessaire 
de  garder,  par  exemple  au  moyen  de  l'indice,  la  trace  de  la  valeur 
de  t  d'où  l'on  suppose  que  le  point  ç  provient,  car  rien  n'implique 
clans  les  hypothèses  précédentes,  qu'aux  diverses  valeurs  de  /  qui 
fournissent  le  même  point  £  correspondent  le  même  nombre  a  c  , 
la  même  série  P  [x  ;  £).  Si,  en  particulier,  le  lien  est  fermé,  si  le 
point  b  est  le  même  que  le  point  a,  rien  n'oblige  à  supposer  que 
les  séries  sont  identiques,  que  l'on  a  désignées  plus  haut  par 
V  (x  ;  a),  P  x  ;  b)  et  que  l'on  pourrait  désigner  plus  explicitement 
par  Pa  x  ;  a  ,  Pp  x  :  b  ,  dans  le  cas  surtout  où  l'on  a  b  =  a. 
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361.  — -  Reprenons,  en  conservant  les  mêmes  notations,  la  suite 
de  séries 

P{x;a),       V(x;^),       P(x;l2),  ...,       P  (x,  b)  ; 

il  est  clair  que  les  conditions  qu'on  a  imposées  à  ces  séries,  seront 
vérifiées  d'elles-mêmes  pour  les  séries  dérivées 

P(x;a),       P'C*:6i),       P'(*:5,),  ....       P'(x,b), 

qui  ont  mêmes  cercles  de  convergence  c[ue  les  séries  primitives  :  si 
l'on  partait  du  point  a  avec  la  série  P'  [x  ;  a)  et  si  on  appliquait  à 
cette  série  le  même  procédé  qu'on  a  appliqué  à  la  série  P(œ;  a), 
en  suivant  le  chemin  ,L),  on  parviendrait  au  point  c  avec  la.  série 
~P't(x,  ç).  La  même  observation  s'appliquerait  aux  dérivées  seconde, 
troisième,  ... 

Désignons  maintenant  par 

®(x;a),       S(x\^),       «(as;  y,...,       S{x,b) 

les  séries  qui  ont  pour  dérivées  premières  les  séries 

V(x;a),       PfcjÇJ,       P(a?;5a) P(*,  6) 

et  qui  s'annulent  respectivement  pour  a;=«,  a?=£, ,  a?=£2, . . . ,  x=6  ; 
ici  encore  les  séries  correspondantes  ont  même  cercle  de  conver- 
gence. Il  est  aisé  de  voir  que  les  séries  avec  lesquelles  on  parvient, 
en  suivant  le  chemin  L,  aux  points  çl5  |2,  ...,  b,  en  partant  du 
point  a,  avec  l'élément  de  fonction  £(x  ;  a)  sont  respectivement 

*&;«)  + *(*■.*!>■ 


«(St;  a) -h  35(5,;^)  h-  •••  -h  «(*;  è«-i). 
«(Ç,  ;  a)  +  ...  +  £(6;  £„_,)  +  £(*:  6). 

La  remarque  suivante  ne  sera  peut-être  pas  inutile  :  supposons 
que  le  lien  (L)  soit  un  lien  fermé  simple,  en  sorte  que  le  point  6 
coïncide  avec  le  point  a,  et  que  la  série  P  (x,  b)  soit  identique  à  la 
série  P  (x,  a)  ;  la  série  S  (x,  b)  sera  bien  identique  à  la  série  S  (x,  a)  ; 
mais  la  valeur  avec  laquelle  on  parvient  au  point  6,  c'est-à-dire 

£(Êi;a)H-S&;  Çf)  +  ...  H-  if  (6  ;  L.) 
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n'est  pas,  pour  cela,   identique  à  la  valeur  c£(a,  a)  =  o  avec  la- 
quelle on  était  parti  du  point  a. 

362.  —  Si  le  lien  (L)  est  intérieur  au  cercle  de  convergence 
C(a)  de  la  série  P  (as  ;  a),  rien  n'empêche  de  procéder  comme  on 
l'a  expliqué  au  n°  360  ;  mais  le  résultat  n'est  guère  intéressant, 
l'élément  de  fonction  P,  (as  ;  £)  qui  correspond  à  chaque  point  c;du 
lien  n'est  autre  que  la  série  entière  en  as  —  2  qui  au  point  2  coïn- 
cide complètement  avec  la  fonction  P(as  ;  a)  ;  en  tout  point  2  du 
lien  la  fonction  (Ot(c)  est  égale  à  P(2;  a).  Dans  ces  conditions, 
on  a  donné  une  forme  nouvelle  à  la  fonction  P(as,  a),  on  ne  peut 
pas  dire  qu'on  l'a  prolongée.  Il  en  est  tout  autrement  quand  le 
lien  (L)  sort  du  cercle  G  (a).  On  n'oubliera  pas  dans  ce  cas  que  la 
valeur  avec  laquelle  on  arrive  en  b  dépend  en  général  du  chemin 
suivi  ;  si,  en  particulier,  le  point  b  est  intérieur  au  cercle  G  (a),  on 
ne  revient  pas  nécessairement  en  6  avec  la  valeur  de  la  fonctioi^ 
P  (x  ;  a)  en  ce  point. 

Lorsqu'il  existe  une  fonction  d>(as),  régulière  clans  un  côntinuum 
(C),  que  a  est  un  point  de  ce  côntinuum,  que  la  série  P(x  ;  a)  est 
la  série  entière  en  x  —  a  qui  coïncide  complètement  en  a  avec  la 
fonction  <|(as)  et  que  le  lien  (L)  est  intérieur  au  côntinuum  (G),  la 
série  P  (as  ;  2)  qui  correspond  à  n'importe  quel  point  2  du  lien 
coïncide  toujours  complètement  en  2  avec  la  fonction  d»  (x)  ;  en 
particulier,  quel  que  soit  le  chemin  suivi,  pourvu  que  ce  chemin 
soit  intérieur  au  côntinuum  (G),  on  arrive  au  point  b  avec  la  même 
valeur  et  le  même  élément  de  fonction  P  (x  ;  b). 

Si  on  se  donne  le  point  a,  l'élément  de  fonction  P  (as  ;  a),  le 
point  b  et  le  lien  (L),  il  n'est  pas  toujours  possible  de  procéder 
comme  on  l'a  expliqué,  de  trouver  des  nombres  intercalaires  qui 
satisfassent  aux  conditions  imposées  ;  si  l'on  ne  se  donne  pas  le 
lien  (L),  et  si  on  se  donne  a,  b  et  P  (as  ;  a),  il  n'existe  pas  toujours 
de  lien  (L)  allant  de  a  à  b,  pour  lequel  les  opérations  décrites 
soient  possibles. 

Il  y  a  en  effet  des  séries  P(as;  a)  telles  que,  quel  que  soit  le 
point  5  intérieur  au  cercle  de  convergence  G(a),  le  rayon  de  con- 
vergence R  (|)  de  la  série  P  (as  ;  |)  qui  coïncide  complètement  avec 
la  fonction  P(as  ;  a)  au  pointe:  soit  toujours  égal  à  R  [à  —  r  —  a\; 
en  d'autres  termes  le  cercle  de  convergence  C  (£)  est  toujours  le 
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cercle,  de  centre  c,  tangent  intérieurement  au  cercle  C  (a)  ;  de 
quelque  façon  qu'on  choisisse  le  point  £,  on  reste  enfermé  dans  le 
cercle  C  (a)  ;  telle  est  par  exemple  la  série 

f(x)  =  ï  +  x  +  a;1-2  -+-  ce1-'2*3  -h  ...  -+-  a;1-2"3---»  -+-  ... 


signalée  par  M.  Lerch,  pour  laquelle  le  rayon  de  convergence  est  ï; 
on  reconnaît  sans  peine  que,  pour  tout  point  du  cercle  de  conver- 
gence dont  l'argument  est  commensurable  à  tt,  tous  les  termes  de 
la  série  finissent  par  être  égaux,  à  ï  ;  en  un  pareil  point  x' ,  la  série 
est  divergente  en  ce  sens  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de- 
vient aussi  grande  qu'on  le  veut  pourvu  que  n  soit  assez  grand  ;  si 
l'on  s'approche  de  x' ,  en  suivant  le  rayon,  f(x)  croîtra  indéfini- 
ment en  valeur  absolue,  comme  il  est  bien  aisé  de  s'en  assurer;  or 
cela  est  incompatible  (n°  342^  avec  la  supposition  qu'on  puisse  en- 
fermer le  point  x'  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  d'une  sé- 
rie P  {x  ;  £),  entière  en  x  —  £,  qui  coïnciderait  complètement  au 
point  £  avec  la  fonction  J(x).  Il  est  impossible  de  prolonger  la 
fonction  f(x)  au-delà  du  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  ï . 

Weierstrass  donnait  le  nom  de  fonction  analytique  à  l'ensemble 
de  toutes  les  séries  P  {x  ;  ç)  entières  en  x  —  c  que  l'on  peut  dé- 
duire d'un  élément  de  fonction  particulier  P  (x  ;  a),  par  le  procédé 
expliqué  plus  haut,  en  suivant  un  chemin  allant  de  a  à  ç.  Le  mot 
fonction  est  pris  alors  dans  un  sens  tout  autre  que  celai  qu'on  lui  a 
attribué  dans  le  présent  livre  et  c'est  dans  un  sens  un  peu  différent 
que  sera  employée  l'expression  de  fonction  analytique.  Il  convient 
toutefois  de  remarquer  que  l'ensemble  considéré  est  entièrement 
déterminé  par  l'une  des  séries,  ou  si  l'on  veut,  par  la  suite  des 
coefficients  de  cette  série  :  Deux  fonctions  analytiques,  au  sens  de 
Weierstrass,  coïncident  quand  elles  ont  en  commun  un  élément  de 
fonction. 


III.  —  FONCTIONS  ÉLÉMENTAIRES 

363.  —  On  a  défini,  au  début  du  présent  chapitre,  les  fonctions 
rationnelles  d'une  variable  imaginaire,  puis  quelques  fonctions 
agébriques  simples  comme  \/x,  \/i  — x2  etc..  Les  propositions 
générales  que  l'on  a  démontrées  ensuite  sur  les  séries  entières,  sur 
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les  séries  et  produits  infinis  qui  peuvent  se  transformer  en  séries 
entières,  enfin  sur  le  prolongement  d'une  fonction,  fournissent  un 
moyen  naturel  d'étendre  aux  variables  imaginaires  la  définition  et 
les  propriétés  d'un  grand  nombre  de  fonctions  d'une  variable  réelle. 
Si  l'on  sait,  par  exemple,  qu'une  fonction  f(x)  de  la  variable 
réelle  x  est,  dans  un  certain  intervalle,  développable  en  une  série 
entière  en  x,  ou  qu'elle  peut  être  mise  sous  forme  de  l'une  de  ces 
séries  ou  de  l'un  de  ces  produits  infinis  que  l'on  a  considérés  au 
n°  349,  on  pourra  prendre  cette  série,  ce  produit  infini  comme 
définition  de  la  fonction  de  la  variable  imaginaire  x  ;  cette  défini- 
tion sera  valable  dans  un  continuum  (C)  contenant  la  portion  de 
de  l'axe  réel  qui  représente  l'intervalle  considéré,  ou  une  partie  de 
cet  intervalle.  Si  maintenant  on  connaît  une  propriété  de  la  fonc- 
tion de  la  variable  réelle  qui  s'exprime  par  quelque  égalité  dont  les 
deux  membres  soient  des  fonctions  régulières  en  tout  point  du 
continuum  (G),  cette  égalité  subsistera  dans  tout  le  continuum, 
et  la  propriété  qu'elle  exprime  sera  ainsi  étendue.  Le  présent 
paragraphe  contiendra  un  grand  nombre  d'applications  de  cette 
méthode. 

364.  —  Considérons,  comme  premier  exemple,  la  formule 

(i)  (i  -h  x)m  =  i  H x  H >—    '-  x-  -f-  ..., 

w  x  '  1  1.2 

qui  est  établie  (n°  188)  pour  les  valeurs  réelles  de  m  et  pour  les 
valeurs  réelles  de  x  intérieures  à  l'intervalle  ( —  i,  i). 

Dans  le  présent  numéro,  je  désignerai  par  f(x)  la  série  qui 
figure  dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  ou  la  somme  de 
cetLe  série  supposée  convergente. 

Le  rayon  de  convergence  de  la  série  f(x),  regardée  comme  une 
série  entière  en  x,  est  i  :  la  fonction  f(x)  a  un  sens,  quelque 
soit  m,  si  l'on  a  ]  x  J  <C  i  ;  cette  fonction  peut  être  regardée  comme 
une  fonction  des  deux  variables  x  et  m  ;  à  ce  point  de  vue  les 
remarques  faites  au  début  du  n°  188  subsistent  :  si  a  est  un  nombre 
positif  plus  petit  que  i  et  M  un  nombre  positif  quelconque,  la 
fonction  f(xj  est  continue  dans  l'ensemble  des  valeurs  de  x  et  de  m 
qui  vérifient  les  conditions 


a, 


M. 
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Pour  ce  qui  est  de  la  signification  du  premier  membre  (i  -h  x)m 
de  l'égalité  (i },  il  y  a  lieu  d'examiner  successivement  le  cas  où  m 
est  entier,  fractionnaire,  irrationnel,  imaginaire. 

Supposons  d'abord  m  entier  ;  (i  -+-  x)m  a  un  sens  bien  net,  c'est 
une  fonction  rationnelle  de  x,  un  polynôme  de  degré  m  quand  m  est 
entier  et  positif;  l'égalité  (i)  résulte  alors  des  règles  qui  concernent 
la  multiplication,  elle  est  vraie  quel  que  soit  x.  Il  est  aisé  de  voir 
qu'elle  subsiste  quand  m  est  un  entier  négatif,  sous  la  condi- 
tion |  x  |  -<  i. 

Si  en  effet,  on  multiplie  le  second  membre  f{x)  par  le  polynôme 


m  (m  -+-  i 


de  degré  —  m 

(l  -+-  x)~m=  i  - 

m           m  (m  -h  i)     , 
x  -\ * —     — '-  x2 

I                         1.2 

1.2.3  '   •" 

et  qu'on  ordonne  par  rapport  à  x,  on  trouvera  i  comme  résultat 
(n°  346}  puisque,  lorsque  x  est  réel,  le  produit  de  (i  -+-  x)m  par 
(i  -h  x)~~m  est  égal  à  i.  La  règle  pour  multiplier  deux  séries 
entières  en  x,  ou  une  série  entière  en  x  par  un  polynôme  en  x,  ne 
dépend  pas  de  la  réalité  de  x  :  pourvu  qu'on  ait  j  x  J  <i  i,  le  second 
membre  de  l'égalité  (i)  multiplié  par  le  polynôme  (i  -+-  x)~ m 
donne  i  comme  produit. 

L'égalité  (  i)  est  clone  établie  lorsque  m  est  un  nombre  entier 
négatif,  sous  la  condition  |  x  j  <C  i. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  m  est  un  nombre  rationnel  non 

entier  ;  je  suppose  que  m  soit  égal  à  la  fraction  irréductible     ,  à 

dénominateur  positif;  il  est  bien  aisé  de  voir  que  l'on  a  alors,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition  j  x  j  <C  i, 

(2)  [f(-r)]"  =  {i-hxy. 

L'expression  [/(as)]5  s'obtient  en  effet  en  faisant  le  produit  de  q 
séries  égales  kfix)-,  d'après  la  règle  de  multiplication  des  séries, 
valable  sous  la  condition  )  x  J  <C  i  ;  sous  cette  condition  et  si  x  est 
réel,  la  somme  de  la  série  entière  en  x  ainsi  obtenue  doit  être 
égale  à  (i  H-  x)v  et,  par  conséquent,  à  la  série  (ou  au  polynôme) 

p  p(n  —  i)    , 

i  -+-'-x-h  t-SL —    — '  x-  +  ... 

1  1..2 
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qui  doit  donc  (n°  346)  être  identique  terme,  à  terme,  à  la  série  pro- 
duit; l'égalité  (2)  est  établie  sous  la  condition  ]  x  |  <<  1, 

Sous  cette  condition,  la  fonction  j [x),  qui  a  un  sens  bien  précis, 
fournit  donc  une  solution  de  l'équation  en  y 

(,3)  yi  =  (i+xy; 

mais  cette  dernière  équation,  quand  on  se  donne  x,  ne  détermine 
pas  complètement  y,  qui  est  susceptible  de  q  valeurs,  toujours 
distinctes  tant  que  x  n'est  pas  égal  à  —  1  et  qui  se  déduisent  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  en  la  multipliant  par  les  q  racines 
de  l'unité  (n°  325).  Il  importe  de  savoir  distinguer  laquelle  de  ces 
racines  est  égale  à  la  série  f(x) . 

Soit  a  un  nombre  positif  fixe  plus  petit  que  1.  Dans  le  domaine 
défini  par  l'inégalité  ]  x  J  <j  a,  !a  valeur  absolue  de  la  différence 
entre  deux  racines  de  l'équation  (3)  reste  supérieure  à  un  nombre 

positif  fixe  ;    elle  est,   en  effet,  au  moins  égale  à   2/1  —  a  sin  - 

(n°  325).  D'ailleurs,  dans  ce  domaine,  la 
fonction  f(x)  est  continue  ;  il  y  a  donc, 
dans  ce  domaine,  q  fonctions  continues 
qui  vérifient  l'équation  (3),  et  qui  restent 
distinctes  entre  elles,  puisque  la  différence 
entre  deux  d'entre  d'elles  reste  supérieure 
à  un  nombre  fixe.  Celle  des  solutions  de 
°'      '  l'équation  (3)  que   l'on   a    désignée    par 

f(x)  jouit  de  cette  propriété  de  se  réduire  à  la  valeur  arithmétique 

de  \/(i  -t-  x)v  quand  x  est  réel  et  appartient  à  l'intervalle  ( —  a,  a). 

'  '' 
D'un  autre  côté,  un  procédé  pour  définir  sans  ambiguïté  (1  +  x)  1 

consiste  à  regarder  sa  valeur  absolue  comme  étant  égale  à  la  valeur 
arithmétique  de  y/|  1  -4-  x  \v  et  son  argument  comme  étant  égal  au 

produit  par^  de  l'argument  de  1  -h  x  (n°  327);  dès  que  l'on  a 

v 
choisi  ce  dernier  argument,  la  signification  de  (1  -4-  x)q  est  fixée. 

Or  il  suffit  de  regarder  la  figure  38  pour  constater  que,  lorsque  x  est 

un  point  intérieur  au  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  1,  l'argument 

de  1  -+-  x,  ou  l'angle  dont  le  premier  côté  est  la  direction  positive 

sur  l'axe  réel  et  dont  le  second  côté  est  la  direction  qui  va  du 
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point  —  i  au  point  x,  peut  être  supposé  compris  entre  —  -  et  4-  -  ; 

il  est  alors  nul  quand  x  est  sur  l'axe  réel  ;  le  point  x  est  supposé 
ne  pas  atteindre  le  point  —  1  où  l'argument  de  1  -+-  x  serait 
complètement  indéterminé.  Dans  le  domaine  |  x  j  <  a,  l'argument 
ainsi  défini  est  une  fonction  continue  de  x,  il  en  est  de  même  de 

son  produit  par     ,  delà  valeur  arithmétique  de  y/]  1  -+-  x  \i'  et  enfin 

v_ 
de  la  fonction  (1  4-  x) q  définie  comme  ayant  son  argument  égal 

p  •  p 

au  produit  par  -  de  l'argument  de  1  -h  x.  Cette  fonction  (1  -+-  x) q , 

ainsi  définie,  a  d'ailleurs  son  argument  nul,  quand  x  est  réel  et 
appartient  à  l'intervalle  ( —  a,  a)  ;  elle  est  alors  réelle  et  positive, 
elle  coïncide  donc  avec  f{x)  dans  tout  le  domaine  J  x  |  <  a.  Il  en 
est  d'ailleurs  ainsi  dans  tout  le  continuum  défini  par  l'inégalité 
j  x  \  <^  1 :,  puisque  le  nombre  a  peut  être  supposé  aussi  voisin  de  1 
qu'on  voudra. 

Dans  le  cas   où  l'on  aurait     =  = — ,  la  fonction  f(x),   dont 

q  1  j  k  !■> 

J  argument  doit  être  compris  entre  —  j  et  -.  ,  peut  être  caractérisée 

comme  étant  celle  des  valeurs  y/i  -f-  x  ou  de  — =   ==  dont  la  partie 

Vi  H-  x 

réelle  est  positive;  notons  en  particulier  l'égalité 

1  I  „  1.3  ,  1.3...     (2/1      i)  g 

valable  sous  la  condition  j  x  j  <  1,  et  dans  laquelle  il  est  entendu 
que  le  premier  membre  a  sa  partie  réelle  positive. 

Si  m  est  un  nombre  irrationnel,  la  fonctiony(,r),  en  supposant  tou- 
jours \x\  <  1 ,  peut  être  regardée  comme  ayant  )  1  -t-  x\m  pour  valeur 
absolue  et  un  argument  égal  au  produit  par  m  de  l'argument  de 

1  H-  x  supposé  compris  entre  —  -  et  — .  C'est  ce  qui  résulte  aisé- 
ment de  la  continuité  de  ia  fonction  f(x)  regardée  comme  fonction 
de  m.  L'égalité  (1  )  subsiste  donc  en  adoptant  pour  (1  -+-  x)m  la  défi- 
nition qu'on  vient  de  donner  au  moyen  de  la  valeur  absolue  et  de 
l'argument. 

Dans  le  cas  où  m  est  imaginaire,  l'égalité  (1}  pourrait  servir  à 
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définir  i  H-  x)m  lorsque  l'on  a  |  x  |  <  i  ;  c'est  une  autre  définition 
qui  sera  adoptée  ultérieurement  ;  le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à 
faire  le  raccord.  Je  me  borne  à  observer  que,  si  l'on  suppose 
j  x  |  <C  i ,  /(x),  regardée  comme  une  fonction  de  m,  peut  être 
développée  en  une  série  entière  en  m,  convergente  quel  que  soit  m  ; 
c'est  une  conséquence  aisée  du  théorème  I  du  n"  349. 

365.  —  La  série 

i  H 1 h  ...  h h  .  •  •  : 

I         1.2  1.2... n 

est  convergente  dans  tout  le  plan,  sa  somme  est  ce  qu'on  a  appelé 
une  fonction  (transcendante^  entière  ;  lorsque  x  est  réel,  cette 
somme  n'est  autre  chose  que  e*  ;  il  est  naturel  de  définir,  quelle  que 
soit  la  variable  x,  la  fonction  ex  par  l'égalité 

i)  ex  =  i -\ 1 f- ...  h h..-; 

'  1  1.2  1.2... Il 

d'ailleurs  le  raisonnement  du  n°  189  permet  de  reconnaître  que  la 
série  qui  figure  au  second  membre  est,  quel  que  soit  le  nombre  x, 
la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

quand  n  croît  indéfiniment  par  valeurs  naturelles. 

La  règle  de  la  multiplication  des  séries  s'appliquant  aux  séries 
absolument  convergentes,  il  est  clair  que  la  fonction  ex  jouit  de  la 
propriété 

(2)  ex  X  en  =  eT+y, 

d'où  l'on  conclut,  en  particulier  ; 

ex  x  e~ x  =  e°  =  1 . 

En  remplaçant,  dans  la  définition  de  cr,  x  par  xi,  on  trouve 

/q<  xi xi        .'•-  x2i  .r'1' 

^  '  1        1.2        1.2.3        1.2.3.4 
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de  la  convergence  absolue  du  second  membre  résulte  la  conver- 
gence absolue,  pour  troutes  les  valeurs  de  x,  des  séries 

X2  X*  X* 


1.2        1.2.3.4        1.2. 3. 4-5. 6 


«A/  %Aj  %Xs 


I  1.2.3  1.2.34.5 

qui  s'aperçoit  d'ailleurs  directement  :  les  fonctions  entières  que  ces 
séries  définissent  dans  tout  le  plan,  sont  précisément,  lorsque  x  est 
réel,  les  fonctions  cos  x  et  sin  x  définies  au  n°  197  ;  ici  encore,  les 
seconds  membres  des  égalités 

x-  x1"  x6 


1.2  1.2.3-4  1.2.3.4.5.6 

in  x  = g  H -—=  —  ••• 

1         1.2.0         1.2.0.4.O 

définissent  les  premiers  membres,  quel  que  soit  x  ;  des  fonctions 
cos  x,  sin  x,  la  première  est  paire  et  la  seconde  impaire.  On  a 
d'ailleurs,  en  vertu  de  l'égalité  (3),  et  en  changeante  en  — x  dans 
celte  égalité 

(5)  exi  =  cos  x  -(-  i  sin  x,       e~xl  —  cos  x  —  i  sin  x, 

et,  par  conséquent, 

//n                                   eTi  H-  e-'1            .              eli  —  e~ri 
(0)  cos  x  = ,  sin  ,r  =  —    — : 

W  2  2  1 

Si,  dans  ces  formules,  on  remplacée  par  x-\-y,  puise(r+y)i,  e  -(z+^' 
par 

exi   ^   eyi  _  ^cos  x  _|_  j  s;n  x^j  (cos  y  _|_  f  sin  j), 

e~xi  X  e~y'  =  (cos  x  —  i  sin  as)  (cos  y  —  i  sin  y), 

il  vient 

\    cos  (jc  H-  y)  =  cos  x  cos  y  —  sin  x  sin  y 
)    sin  (x  H-  y)  =  sin  x  cos  y  -+-  cos  x  sin  y. 

C'est  à  Euler  que  sont  dues  les  formules  qui  relient  la  fonction 
exponentielle  aux  fonctions  trigonométiiques. 
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La  fonction  tg  x  sera  définie,  pour  toutes  lés  valeurs  de  x  qui 
n'annulent  pas  cos  x  par  la  formule 

sin  x 


et  les  formules  (7)  conduiront  sans  peine  à  la  relation 

,             >           tg  x  H-  tg  y 
tg  (x  +  y)  =  — 8— - ?-^-  • 

D    \  J  /  j    tg  CC  tg  J 

On  a  introduit  au  n°  195  les  notations 

,             ex  -+-  e~x           ,             eT  —  e~x 
eu.  x  ■=■ ,       sh  x  = , 


et  l'on  a  établi  quelques  relations  qui  mettent  en  évidence  les  ana- 
logies des  fonctions  ch  x,  sh  x,  th  x  avec  les  fonctions  cos  x, 
sin  x,  tg  x  ;  il  ne  s'agissait  alors  que  de  variables  réelles,  mais  rien 
n'empêche,  maintenant  que  la  fonction  ex  est  définie  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  d'adopter  les  précédentes  formules  pour  définir 
les  fonctions  ch  x,  sh  x,  th  x  quel  que  soit  x  ;  les  relations  éta- 
blies au  n°  195  subsistent  ainsi  que  les  démonstrations  ;  on  a  d'ail- 
leurs à  cause  des  formules  (6) 

ch  x  =  cos  ix,       sh  x  =  .  sin  ix,       th  x  =  -  tg  ix  ; 

1  '  1     ° 

et  ces  relations  montrent  que  l'emploi  des  notations  ch  x,  sh  x, 
th  x  est  inutile  ;  il  est  toutefois  consacré  par  l'usage  et  il  est  com- 
mode pour  séparer  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires. 

Remarquons,  à  ce  sujet,  que  l'on  a,  en  désignant  par  a  et  6  des 
nombres  réels  quelconques, 

ea+bi  _  ea_ebi  —  ea  (cos  £  _j_  j  sJn  ^ 

cos  (a  -h  bi)  =  cos  a  ch  b  —  i  sin  a  sh  b, 
sin  (a  -h  bi)  —  sin  a  ch  6  -h  i  cos  a  sh  6. 

Les  règles  pour  les  dérivées  des  fonctions  e1',  cos  x,  sin  x,  tg  a?, 
ch  ce,  sh  x,  th  x  résultent  immédiatement  des  nos  350,  354.  Les 
formules  sont  les  mômes  que  lorsque  x  est  réel. 

La  démonstration  qui  a  été  donnée  au  n°  198  des  formules 


COS X 
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subsiste,  quel  que  soit  x  ;  mais  il  convient  de  remarquer  que  la 
vérité  de  ces  formules  quand  x  est  réel  entraîne  leur  généralité  : 

en  effet,  cos  as  et  sin  (  -  —  x),  par  exemple,  sont  des  fonctions  de 


2 
x  partout  régulières  ;  la  relation  cos  x  ==  sin  f-  —  x),  vraie  pour 

toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  montre  que  ces  deux  fonctions  coïn- 
cident complètement  en  un  point  quelconque  x0  situé  sur  l'axe 
réel  ;  si  on  les  prolonge  à  partir  de  ce  point  (n°  357).,  le  long  d'un 
chemin  quelconque,  elles  ne  cesseront  pas  de  coïncider  complète- 
ment ;  la  relation  cos x  =  sin  (  -  —  x]  a  donc  lieu  quel  que  soit  x. 

C'est  le  mode  de  raisonnement  sur  lequel  on  a  appelé  l'attention 
au  début  du  présent  paragraphe. 

La  fonction  ex  ne  s'annule  jamais  ;  si  en  effet  on  a  x  =  a  +  iv, 
u  et  v  étant  réels,  on  aura 

et  aucun  des  facteurs  du  second  membre  ne  peut  être  nul. 

Il  est  aisé  de  construire  une  infinité  de  fonctions  entières  qui 
jouissent  de  cette  propriété.  Si,  en  effet,  g  ,x)  est  une  fonction  en- 
tière, il  en  sera  de  même  (n°  349)  de  la  somme  de  la  série 

i  +  3_(x)  +  [jl(*)J!  ,  IgMil  +  .. 

1  1.2  1.2.3  '""' 

dont  la  valeur  est  e!l{r)  et  cette  valeur  n'est  jamais  nulle.  Récipro- 
quement il  résultera  de  considérations  ultérieures  que  toute  fonc- 
tion entière  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x  peut  être  mise 
sous  la  forme  e9(r)  en  désignant  par  g  (x)  une  fonction  entière. 

On  étudiera  bientôt  la  résolution  d'une  équation  telle  que  ex=a, 
où  a  est  un  nombre  donné  ;  de  là  et  des  relations  entre  la  fonction 
exponentielle  et  les  fonctions  circulaires  résulte  immédiatement  la 
résolution  d'équations  telles  que 

cos  x  =  a,       sin  x  =  a,       tg  x  =  a,       ch;r  =  a,       etc. 

Je  veux  me  borner  à  remarquer  ici  que  les  équations  cosx  =  o, 
sin  as  =  o  n'admettent  pas  d'autres  solutions  que  les  solutions 
réelles  ;  le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  tirer  ces  résultats  des 
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formules  d'addition  ;  il  les  reconnaîtra  aussi  sur  les  produits  in- 
finis qui  représentent  cos  x  et  sin  x,  produits  infinis  qui^  comme 
on  le  verra  bientôt,  conviennent  aussi  bien,  que  x  soit  réel  ou  qu'il 
soit  imaginaire. 

366.  — ■  Les  fonctions  cos  x,  sin  x  admettent  la  période  it.  ;  la 
fonction  e,x,  à  cause  des  formules  (5)  du  numéro  précédent,  admet 
cette  même  période  ;  la  fonction  eT  admet  donc  la  période  21/,  ce 
qui  résulte  d'ailleurs  des  égalités 

2  Tii  est  d'ailleurs  une  période  primitive  ;  c'est-à-dire  qu'elle  n'est 
pas  un  multiple  entier  d'une  autre  période  ;  en  d'autres  termes,  si 

2  7} 

n  est  un  nombre  naturel,  —  n'est  pas  une  période  pour  la  fonc- 
tion eT  ;  l'égalité 

*+™ 

e  n    =  ex^ 


2~l 


entraînerait  en  effet  l'égalité  en  =1,  qui  n'est  pas  vraie.  Les  fonc- 
tions ch  x,  sh  x  admettent  évidemment  la  même  période  2  7Eï  que 
eT  ;  ni  est  une  période  primitive  pour  th  x. 

Supposons  que  le  plan  des  x  soit  décomposé  en  bandes  égales 
par  des  parallèles  à  l'axe  réel,  telles  que  la  distance  entre  deux  pa- 
rallèles soit  égale  à  2  n,  et  considérons  l'une  (B)  de  ces  bandes. 
On  connaîtra  la  fonction  er  dans  tout  le  plan  si  on  la  connaît  pour 
tous  les  points  qui  appartiennent  à  cette  bande  (B)  ;  en  effet  à  tout 
point  x  du  plan  correspondra  un  point  x'  appartenant  à  (B),  ayant 
même  abscisse  que  x  et  tel  que  la  différence  des  ordonnées  soit  un 
multiple  de  2  7t  ;  le  point  x'  sera  unique  si  le  point  x  n'est  pas  sur 
une  des  parallèles  ;  s'il  est  sur  une  de  ces  parallèles,  on  peut  le 
prendre  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux  droites  qui  forment  la  fron- 
tière de  (B)  :  clans  tous  les  cas,  la  fonction  ex  aura  la  même  valeur 
aux  points  x  et  x' . 

Prenons  en  particulier  pour  la  bande  (B)  la  bande  limitée  par 
les  deux  parallèles  (P),  (Pj)  à  l'axe  réel,  situées  de  part  et  d'autre 
de  cet  axe,  à  une  distance  égale  à  t.  Il  y  a  intérêt  à  connaître  la 
façon  dont  se  correspondent  le  point  x  de  cette  bande  et  le  point 
y  =  eT  ;  je  regarderai  ce  dernier  point  comme  l'image  du  point  x. 
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Posons  donc  x==  n  H-  iv,  u  et  v  étant  deux  nombres  réels  dont 
le  second  appartient  à  l'intervalle  ( —  ~,  rr),  on  aura 

y  =  e**-H»  =  eu  (cos  v  -+-  i  sin  v)  ; 

la  valeur  absolue  de  y  est  e11  ;  son  argument  peut  être  pris  égal  à  u. 
Il  est  commode  de  regarder  les  points  x,  y  comme  appartenant  à 
des  plans  distincts  que  l'on  désignera  sous  le  nom  de  plan  des  x 
et  de  plan  des  y. 


(P) 

Jtr 

ar 

0 

(U) 

(P,) 

-Tt7 

(V) 


fyi) 


Fig    3o 


Donnons  à  u  une  valeur  fixe  appartenant  à  l'intervalle  —  ix,  rr) 
et  supposons  que  «  croisse  de  —  90  à  H-  00  ;  en  d'autres  termes, 
#  décrit  une  droite  (1)  parallèle  à  l'axe  réel  ;  l'argument  de  y  res- 
tera fixe,  sa  valeur  absolue  croît  de  o  à  -+-  00  ;  le  point  y  décrit 
donc  la  demi-droite  (V)  qui  part  du  point  o  et  dont  l'argument 
est  v  ;  à  proprement  parler,  le  point  y  n'est  jamais  au  point  o,  dont 
on  peut  dire  qu'il  est  l'image  du  point  à  l'infini  à  gauche  sur  la 
droite  (V)  ;  à  mesure  que  u  augmente,  le  point  3'  s'éloigne  sur  la 
demi-droite  (V). 
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La  demi-droite  ("V'j  est  confondue  avec  l'axe  positif  pour  v  =  o, 
avec  l'axe  négatif  pour  v  =  n  on  pour  v  =  —  n  ;  l'image  de  l'axe 
réel  du  plan  des  x  est  l'axe  positif  du  plan  des  y.  Les  deux  paral- 
lèles (P),  (P,)  ont  toutes  deux  pour  image  l'axe  négatif  du  plan 
des  y.  Quand  v  croît  de  —  n  à  71,  la  demi-droite  (V),  d'abord  con- 
fondue avec  l'axe  négatif  du  plan  des  y  tourne  dans  le  sens  direct 
et  vient  pour  v  =  n  se  confondre  à  nouveau  avec  l'axe  négatif. 
Lorsque  u  reste  fixe  et  que  v  croît  de  — -  n  à  -+-  n,  quand  le  point  ce 
décrit  un  segment  (U),  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées,  allant  d'un 
point  delà  droite  (P,)  à  un  point  de  la  droite  P),  son  image  dé- 
crit un  cercle  (U)  dont  le  centre  est  le  point  o,  dont  le  rayon  est 
eu  ;  elle  part  du  point  du  cercle  situé  sur  l'axe  négatif  pour  y  reve- 
nir. Les  images  des  deux  extrémités  de  (U)  sont  confondues. 

On  voit  que  l'image  de  la  bande  du  plan  des  x  recouvre  tout  le 
plan  des  y  (sauf  le  point  o).  Le  demi-plan  des  y  situé  au-dessus  de 
l'axe  réel  est  l'image  de  la  demi-bande  du  plan  des  x  située  au- 
dessus  de  l'axe  réel  ;  les  coefficients  de  i  des  nombres  correspon  - 
dants  x,  y  sont  de  même  signe  ;  deux  points  x  symétriques  par 
rapport  à  l'axe  réel  (deux  points  dont  les  affixes  sont  imaginaires 
conjuguées),  ont  pour  images  deux  points  y  symétriques  par  rap- 
port à  l'axe  réel.  Deux  points  distincts  de  la  bande  ont  des  images 
distinctes  sauf  si  ces  deux  points  appartiennent  respectivement  aux 
droites  (P),  (P,)  et  sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  ces 
deux  droites. 

On  supprimera  cette  exception  en  regardant  l'axe  négatif  du  plan 
des  y  comme  double,  comme  une  coupure  à  deux  bords  dont  le 
bord  supérieur  est  l'image  de  la  droite  (P)  et  dont  le  bord  inférieur 
est  l'image  de  la  droite  (P,).  De  cette  façon,  deux  points  distincts 
de  la  bande  du  plan  des  x  auront  toujours  deux  images  distinctes  ; 
les  points  de  la  bande  voisins  de  (P)  auront  des  images  voisines  de 
l'axe  négatif  et  au-dessus  ;  ces  images  seront  regardées  comme 
voisines  du  bord  supérieur  de  la  coupure  ;  les  images  des  points  de 
la  bande  voisins  de  (P,.)  seront  de  même  regardées  comme  voisines 
du  bord  inférieur  de  la  coupure. 

Dans  ces  conditions,  tout  point  y  du  plan  des  y,  autre  que  le 
point  o  sera  l'image  d'un  point  x  =  u  H-  iv  de  la  bande  el  d'un 
seul.  Supposons  d'abord  que  le  point  y  ne  soit  pas  sur  la  coupure 
(que  y  ne  soit  pas  un  nombre  négatif  ;  ce  point  y  sera  l'intcrsec- 
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don  unique  d'un  cercle  (U')  et  d'une  demi  droite  V  ;  le  cercle  (U') 
sera  l'image  d'un  segment  (U)  ;  la  demi  droite  (V)  sera  l'image 
d'une  droite  (V)  ;  le  segment  (U)  et  la  droite  (V)  se  couperont  en 
un  point  unique  x  dont  y  sera  l'image  ;  en  se  reportant  à  la  cons- 
truction de  (U')  et  de  (V)  au  moyen  de  (U)  et  (Y),  on  voit  que 
l'abscisse  du  point  x  dont  y  est  l'image  est  le  logarithme  naturel 
de  la  valeur  absolue  de  y  et  que  son  ordonnée  est  la  valeur  princi- 
pale de  l'argument  de  y.  Si  le  nombre  y  est  négatif,  l'abscisse  de  x 
sera  le  logarithme  naturel  de  —  y,  son  ordonnée  sera  %  ou  —  x, 
suivant  que  y  appartiendra  au   bord  supérieur  ou  inférieur  de  la 
coupure.  Le  nombre  x  ainsi  défini  est  ce  que  l'on  appelle  la  valeur 
principale  du  logarithme  de  y  ;  je  la  représenterai  habituellement 
par  la  notation  Igj'.  La  fonction  Igy  est  définie  dans  tout  le  plan 
des  y,   sauf  au  point  o  ;  elle  se  confond  avec  le  logarithme  naturel 
de  y  quand  y  est  positif.  Elle  est  continue  en  tout  point  qui  n'ap- 
partient pas  à  la  coupure.  Si  l'on  considère  un  point  y0  de  la  cou- 
pure, du  bord  supérieur,  par  exemple,  on  peut  dire  encore  que  la 
fonction  lg y  est  continue  en  ce  point,  si  on  l'entend  dans  le  sens 
suivant  :   à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  positif 
Y)  tel  que  l'on  ait  |  lg  y  —  lgj0  |  <  s,  si  l'on  a  |  y  —  y0  |  <  Y)  et 
si  le  point  y  est  au-dessus  de  l'axe  réel  négatif,  ou  sur  cet  axe, 
mais  sur  le. bord  supérieur  de  la  coupure.  En  deux  points  con- 
fondus en  réalité,  mais  situés  l'un  sur  le  bord  supérieur,  l'autre 
sur  le  bord  inférieur  de  la  coupure,  la  différence  des  deux  valeurs 
de  la  fonction  lg}'  est  2izi. 

367.  —  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer,  sur  ce  même  exemple 
simple,  un  autre  mode  de  raisonnement  qui  est  souvent  commode 
pour  la  définition  des  fonctions  inverses. 

Reprenons  l'étude  de  la  correspondance  entre  les  deux  plans  des 
x  et  des  y  définie  par  l'équation  y  =  eT  et  considérons  dans  le  plan 
des  x  le  rectangle  ABA/B'  ;  les  deux  côtés  AB,  A'B'  sont  des  paral- 
lèles à  l'axe  réel,  à  une  distance  tï  de  cet  axe  ;  ils  sont  des  segments 
des  droites  qui  étaient  désignées  clans  la  figure  précédente  par 
(Pi)t  (P)-  Quant  aux  côtés  AA',  BB'  parallèles  à  l'axe  imaginaire 
je  les  suppose  très  éloignés,  à  des  distances  a,  b  cpie  je  me  réserve 
de  faire  grandir  indéfiniment. 

Les  points  A,  A'  du  plan  des  x  ont  des  images  confondues  en 
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A,,  Aj  dans  le  plan  des  y  sut  l'axe  négatif,  très  près  du  point  o  ; 
la  droite  AA'  a  pour  image  un  petit  cercle  de  centre  o,  passant  par 
les  points  confondus  A1?  A[.  Les  points  B,  B'  du  plan  des  x  ont 
des  images  confondues  en  un  point  très  éloigné  Bj  ou  B^  du  plan 
des  y,  sur  l'axe  négatif  de  ce  plan  ;  la  droite  BB'  a  pour  image  le 
cercle  de  centre  o  et  de  très  grand  rayon  qui  passe  par  le  point  Bt 
ou  B[  ;  les  côtés  AB,  A'B'  ont  leurs  images  confondues  en  AjB^ 
AjBj.  La  fonction  ex  est  régulière  en  tout  point  qui  appartient  au 
recfeanole. 


X 

Kl 

0 

A 

-71/ 

Fig.  ho. 


Si  le  point  x  décrit  le  rectangle  dans  le  sens  direct  ABB'A'A, 
le  point  y  =  ex  du  plan  des  y  décrit  le  lien  fermé  (F)  que  l'on 
obtient  en  partant  du  point  A1?  décrivant  la  droite  AjBj,  puis  le 
grand  cercle  dans  le  sens  direct,  puis  la  droite  BJA,,  puis  le  petit 
cercle  dans  le  sens  indirect  de  manière  à  revenir  au  point  Aj.  Ce 
lien  fermé  est  la  frontière  du  continuum  (C)  que  l'on  obtient  en 
supprimant  tous  les  points  situés  sur  le  segment  A,Bj  de  l'ensemble 
des  points  intérieurs  au  grand  cercle  et  extérieurs  au  petit. 

Lorsque  le  point  x  décrit  le  contour  ABB'A'A,  que  le  point  e* 
du  plan  des  y  décrit  le  lien  fermé,  comme  on  vient  de  l'expliquer, 
le  vecteur  qui  va  du  point  y0  au  point  t>r  tourne  d'un  angle  égal  à 
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27i  ;  en  d'autres  termes,  l'argument  de  ex  —  j0  s'accroît  de  iiz.  Il 
résulte  de  là  (n°  359  j  que  l'équation  er  —  y0  =  o  admet  une  racine 
et  une  seule  à  l'intérieur  du  rectangle.  On  en  conclut  en  suppo- 
sant que  les  côtés  AA',  BB'  s'éloignent  indéfiniment,  que  si  y0  est 
un  nombre  quelconque  non  négatif  ou  nul,  l'équation  ex  =  j0 
admet  une  racine  et  une  seule  représentée,  dans  le  plan  des  x  par 
un  point  intérieur  à  la  bande  formée  par  les  deux  parallèles  (Pj, 
fPj);  sans  doute,  on  connaissait  déjà  ce  résultat,  qui  est  la  chose 
essentielle  pour  la  définition  de  lgy0  ;  mais  il  y  a  intérêt  à  montrer 
comment  il  résulte  immédiatement  de  la  seule  considération  de 
l'image  du  rectangle  ABB'A'. 

368.  —  On  vient  de  définir  la  fonction  lg  x,  le  logarithme  prin- 
cipal de  x.  Définissons  maintenant  toutes  les  valeurs  du  logarithme 
de  x  et  la  fonction  log  x  dans  sa  généralité. 

Le  nombre  z  sera,  par  définition,  une  valeur  du  logarithme  du 
nombre  x  si  l'on  a  ez  =  x. 

Soient  r  et  Q  la  valeur  absolue  et  l'argument  de  x,  en  sorte  que 
l'on  ait  x  =  7-  (cos  6  H-  i  sin  6>  ;  cherchons  à  déterminer  deux 
nombres  réels  ç,  rt  tels  que  l'on  ait 

eÇ  +  T,t    _    x    _    ,.    J-cos    Q    _|_    l    gJn    0^  . 

le  premier  membre  est  égal  à  <r  (cos  rt  H-  i  sin  yj)  ;  sa  valeur  absolue 
est  égale  à  eç,  son  argument  à  Y]  ;  pour  qu'il  y  ait  égalité  avec 
r  (cos  6  -h  i  sin  0),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

e*  =  r,       t)  =  6  -f-  2  hti, 

n  étant  un  entier  quelconque.  Pour  x  =  o,  le  problème  n'a  pas  de 
solution  ;  pour  x  ;z£  o,  il  y  a  une  infinité  de  logarithmes  de  x, 
donnés  par  la  formule  lg  r  +  (Q  -h-  iim)  i;  la  partie  réelle  du  lo- 
garithme de  x  est  le  logarithme  naturel  de  la  valeur  absolue  de  x\ 
le  coefficient  de  i  est  l'un  quelconque  des  arguments  de  x;  la  valeur 
principale  du  logarithme,  définie  plus  haut,  répond  à  l'argument 
principal  de  x;  elle  est  définie  si  x  n'est  pas  négatif. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  remarquer  en  passant  que, 
puisqu'on  peut  prendre  l'entier  n  aussi  grand  qu'on  veut  en  valeur 
absolue,  il  y  a  des  nombres  ez  égaux  au  nombre  donné  non  nul  x 
et  pour  lesquels  |  z  \  dépasse  tel  nombre  positif  que  l'on  voudra. 
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On  voit  combien,  en  quelque  sorte,  ez  est  indéterminé  quand  z 
augmente  indéfiniment;  on  se  rappellera  toutefois  que  ez  tend  vers 
o  quand  la  partie  réelle  de  z  tend  vers  —  ce  . 

Les  fonctions  ex,  log  x  étant  définies,  on  peut,  lorsque  a  n'est 
pas  nul,  regarder  ah  comme  égal  à  la  valeur  de  la  fonction  ex  pour 
x  —  b  log  à  ;  cette  valeur  est  déterminée  quand  on  a  fixé  la  déter- 
mination du  logarithme.  Ainsi,  la  fonction  (i  +  x)"1  du  n°  364 
peut  être  définie,  quel  que  soit  m,  par  l'égalité 


i  -f-  x) 


,m  log(i+.r) 


Pour  la  définition  générale  de  la  fonction  log  x,  on  pourra  pro- 
céder comme  aux  nos  337,  338  :  d'abord  on  pourra  convenir  de 
prendre  le  coefficient  de  i  toujours  égal  à  l'argument  de  x;  là  où 
l'argument  de  x  est  défini,  la  fonction  log  x,  dont  la  partie  réelle 
est  log  [  x  |,  sera  alors  définie  sans  ambiguïté.  Par  exemple  sur 
un  lien  qui  ne  passe  pas  le  point  o,  dans  un  domaine  simple  qui 
ne  contient  pas  ce  point,  l'argument  est  défini  par  continuité,  du 
moment  que  l'on  a  choisi  sa  valeur  en  un  point  du  lien  ou  du  do- 
maine ;  il  en  sera  de  même  de  la  fonction  log  a;,  qui  sera  une 
fonction  continue  de  x,  pour  le  lien  ou  pour  le  domaine;  toute 
autre  fonction  continue  dans  les  mêmes  ensembles,  dont  la  valeur 
est  toujours  l'un  des  logarithmes  du  nombre  x,  s'obtiendra  en 
ajoutant  à  celle-là  un  multiple  de  2Tti. 

369.  —  Lorsque  x  est  réel  et  moindre  que  i  en  valeur  absolue, 
on  a 

iog(i+ao  =  ?-Y  +  T----; 

le  second  membre,  que  je  désignerai  par  f(x),  a  un  sens  tant  que 
l'on  a  |  x  |  <i  i.  Si,  en  outre,  x  est  réel,  on  a 

e/(')  =  i  -\-JS-l  _|_  U  V   Jl    +  ï>#  _  r  + 

î  1.2 

En  se  reportant  au  théorème  III  du  n°  349,  on  voit  tout  de  suite  que 
les  conditions  requises  pour  l'application  de  ce  théorème  sont  véri- 
fiées,et  que  l'identité  précédente  en  x  est  vraie  tant  que  l'on  a  |  x  I  <C  t  ; 
il  en  résulte  que,  sous  cette  condition,  la  valeur  de/(x)  est  toujours 
l'un  des  logarithmes  de  i  H-  x;  d'ailleurs  la  fonction  /(x)  est  con- 
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tinue  dans  le  domaine  défini  par  l'inégalité  |.  as  |"<  a,  où  a  est  un 
nombre  positif  plus  petit  que  i  ;  dans  ce  domaine,  i+œne  s'annule 

pas;  son  argument  principal,  compris   entre  — -et-,    s  annule 

quand  as  est  réel;  la  différence  lg(i  -+-  x)  — f(x)  est  continue  dans 
le  domaine  as  <  a;  elle  est  un  multiple  entier  de  ira;  c'est  donc 
une  constante  et  cette  constante  est  nulle  comme  on  le  voit  en 
supposant  x  compris  entre  o  et  i .  La  série  f{x)  n'est  donc  autre 
chose  que  la  fonction  lg(i  -t-  as),  sous  la  condition  |  x  |  <  a  et, 
par  conséquent,  sous  la  condition  |  as  |  <<  i,  puisque  a  peut  être 
supposé  aussi  voisin  de  i  qu'on  voudra. 

Supposons  que  la  fonction  log  as  soit  définie,  ainsi  qu'on  l'a 
expliqué  plus  haut,  comme  une  fonction  continue  de  as  dans  un 
domaine  simple  (D),  qui  ne  contienne  pas  le  point  o.  Soit  aso  un 
point  intérieur  au  domaine;  soit  p  un  nombre  positif  inférieur  à  la 
distance  du  point  as0  à  la  frontière  de  (D)  et,  par  conséquent,  à 
|  as0  ].  Supposons  que  le  point  as  =  as0  -h  h  reste  clans  le  cercle  (G) 
défini  par  l'inégalité  |  h  )  <  p;  la  fonction  log  as  —  log-  as0  sera 
continue  dans  ce  cercle  et  s'annule  pour  as  =  as0;  d'ailleurs  sa 
valeur  ne  peut  différer  de  la  valeur  de 

h 


l^=Ie( 


i  + 


que  d'un  multiple  de  27ii;  mais  le  second  membre  est  une  fonction 
continue  de  h  tant  que  l'on  a  |  h  |  <  a;  il  s'annule  pour  h  =  o; 
on  a  donc,  sous  la  condition  |  as  —  as0  |  <  p, 

log  x  =  log  œ0  4-  X-=^-°  -  {X~JoY'  -h  (-^?^  "■■•■ 

la  fonction  log  as  est  régulière  en  tout  point  as  intérieur  au  domaine 

l'D)  et  sa  dérivée  est  - . 

v    '  x 

Supposons  maintenant  que  l'on  définisse  la  fonction  log  as  comme 
une  fonction  continue  le  long  d'un  lien  (ï),  qui  ne  passe  pas  par  le 
point  o,  et  dont  chaque  point  soit  déterminé  par  un  paramètre 
réel  /,  appartenant  à  l'intervalle  (tQ,  /,).  Le  lien  peut  traverser  la 
coupure,  mais  je  suppose  que  son  origine  et  son  extrémité  ne  soient 
pas  sur  la  coupure.  Pour  l'origine  as0,  qui  correspond  à  la  valeur  t0 
du  paramètre,  on  aura 

log  x0  =  lg  x0  +  2  n-i 
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n  élant  un  certain  nombre  entier.   Si  le  lien  (T)  n'a  aucun  point 
commun  avec  la  coupure,  on  aura  tout  le  long  du  lien, 

log  x  =  lg'  x  -+-  2  uni, 

le  nombre  n  restant  toujours  le  même. 

Si,  en  particulier  le  lien  (ï)  est  fermé  et  s'il  n'a  aucun  point 
commun  avec  la  coupure,  on  revient  au  point  de  départ  avec  la 
même  détermination.  Cette  dernière  conclusion  subsiste  si  le  lien 
(T)  est  la  frontière  d'un  domaine  simple  auquel  n'appartient  pas  le 
point  o. 

Supposons  maintenant  que  le  point  ce  soit  sur  la  coupure,  pour 
t  =  Q  mais  non  lorsque  l'on  a  /0  <  /  <<  Q;  pour  les  valeurs  de  t 


«ï. 


qui  appartiennent  à  l'intervalle  (tQ,  Q),  on  aura  toujours  log  ce  = 
lg  x  H-  inni,  n  étant  le  même  que  pour  /  —  t0.  Si  maintenant  le 
lien  traverse  la  coupure  pour  /  =  Q,  on  aura,  pour  les  valeurs  de  / 
un  peu  plus  grandes  que  0, 

log  x  =  ]g  x  -\-  2  (n  ~b  ï)  ixi 

en  prenant,  dans  le  second  membre,  le  signe  -\-  ou  le  signe  — 
suivant  que  l'on  traverse  la  coupure  de  bas  en  haut  ou  de  haut  en 
bas;  t  continuant  à  croître,  le  coefficient  de  27:/  restera  le  même 
dans  le  second  membre  tant  qu'on  n'aura  pas  atteint  la  coupure  à 
nouveau. 

En  supposant  toujours  que  le  point  i,  qui  correspond  à  t  =  B  soit 
sur  l'axe  réel  négatif,  si  pour  les  valeurs  de  t  un  peu  plus  grandes 
que  6  le  point  ce  restait  du  même  côté  de  cet  axe  que  pour  les 
valeurs  plus  petites  que  0,  on  aurait  log  x  =  lg  x  -+-  1  nr.l  pour  les 
valeurs  un  peu  plus  grandes  que  0,  comme  pour  les  valeurs  plus 
petites  et  le  point  |  devrait  èlre  regardé  comme  appartenant  au  bord 
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de  la  coupure  dont  sont  voisins  les  points  x  qui  correspondent  aux 
valeurs  de  l  un  peu  plus  grandes  ou  un  peu  plus  petites  que  6.  On 
peut  aussi  supposer  que  le  lien  se  confonde  avec  ce  bord  de  la  cou- 
pure dans  un  intervalle  (Q,  B')  et  qu'il  quitte  ce  bord  pour  t  =  B' , 
soit  qu'il  traverse  la  coupure,. ou  non.  Tout  cela  ne  peut  offrir 
aucune  difficulté  pour  le  lecteur. 

370.  —  Considérons  la  fonction 

posons 

x  —  b  b  —  au 

=  u,       x  =  -        —• 


Ces  formules   établissent   une  correspondance    entre  les   deux 

variables  x,  u  que  l'on  peut  supposer  représentées  dans  des  plans 

différents.  Lorsque  u  croît  de  —  oo  à  o, 

lorsque  le  point  u  décrit  l'axe  réel  négatif, 

dans  le  plan  des  u,  le  point  correspondant 

x  décrit  le  vecteur  qui  va  du  point  a  vers 

le  point  b.  Employons  les  notations  A,  B,  X 

pour  désigner,    dans  le   plan  des  x,    les 

points  dont  les  affixes  sont  a,  b,  x.  C'est 

le  vecteur  AB  qui,  dans  ce  plan,  jouera  le  rôle  de  coupure  et  que 

l'on  regardera  comme  ayant  deux  bords,  un  bord  gauche  rattaché 

aux  points  du  plan  voisins  de  AB  et   à   gauche,   un  bord  droit 

rattaché  aux  points  du  plan  voisins  de  AB  et  à  droite.  La  fonction 

/x 6\ 

lg  i  — ^^  )  n'est  définie,  quand  le  point  x  est  sur  la  coupure,  que 

si  l'on  dit  sur  quel  bord  il  se  trouve.  Le  lecteur  reconnaîtra  sans 
peine  la  vérité  des  affirmations  qui  suivent  : 

Si  le  point  ce  ou  X  n'est  pas  sur  la  coupure,  on  a 

•s  *=\  =  %  S  +  ■•  (x*.  m. 

en  désignant  par  (XA,  XB)  l'angle  compris  entre  —  tt  et  4-  û  dont 
le  premier  côté  est  XA  et  le  second  XB  :  cet  angle  est  positif  ou 
négatif  suivant  que  X  est  à  gauche  ou  à  droite  de  la  direction  AB. 
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Si  le  point  X  est  sur  le  vecteur  AB,  entre  A  et  B,  on  a 
,    x  —  b       ,      XB    ,      . 

1§^^â  =  l0SxA±7Zt' 

en  prenant  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  x  est  sur  le  bord 
gauche  ou  sur  le  bord  droit.  Quand  le  point  x  s'approche  du  point 
a  ou  du  point  b,  la  partie  réelle  augmente  indéfiniment.  On  dit  que 
la  fonction  est  infinie  pour  ces  points.  Elle  est  réelle  quand  le  point 
X  est  sur  la  droite  AB,  mais  non  entre  A  et  B. 

b  —  x 
En  procédant  de  la  même  façon  pour  définir  la  fonction  lg     

on  est  amené  à  introduire  deux:  coupures  indéfinies  BB',  AA'  sur  la 
droite  qui  passe  par  les  points  AB  et  que,  pour  pouvoir  parler  de  la 
droite  et  de  la  gauche,  nous  regarderons  comme  ayant  la  direction 
qui  va  de  A  vers  B.  La  partie  réelle  de  la  fonction  précédente  est 

toujours  lg   — ^— -  ;  quant  au  coefficient  de  i,  c'est  l'angle  XA,XC  ;, 


Fig.  43. 

compris  entre  —  n  et  n,  dont  le  premier  côté  est  XA  et  le  second 
côté  le  prolongement  XC  de  XB  ;  on  pourrait  prendre  d'ailleurs 
tout  aussi  bien  l'angle  opposé  par  le  sommet  :  cet  angle  est  négatif 
quand  le  point  X  est  à  gauche  de  la  droite,  positif  quand  il  est  à 
droite;  sur  les  bords  gauches  des  coupures  la  partie  imaginaire 
est  —  ni,  elle  est  -4-  ni  sut-  les  bords  droits;  la  fonction  est  réelle 
quant  le  point  x  est  sur  la  droite,  entre  A  et  B.  On  a 

.    x  —  b       ,    b  —  x         i 

1g lff  —  —  =  ±  Ttl  , 

°  x  —  a         °  x  —  a 
suivant  que  le  point  X  est  à  gauche  ou  à  droite  de  la  direction  AB. 
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371 .  —  On  trouve  une  fonction  de  cette  nature  en  cherchant  les 
nombres  y  tels  que  l'on  ait 


lgJ 


ï(W 


e-'v 


-iv\  —  x  ' 


e-iy 


on  tire  en  effet  de  cette  égalité 


,2Uj  — 


on  voit  que  le  problème  admet  une  infinité  de  solutions  pourvu 
que  x  ne  soit  égal  ni  à  i  ni  à —  i;  2Îy  doit  être  l'un  des  loga- 


Fiff.   hh. 


îitbmes  de  ■—     ;  toutes  les  valeurs  de  y  forment  une  progression 

arithmétique  dont  la  raison  est  n.  Considérons,  en  particulier,  la 
solution 


y 


Désignons,  sur  la  figure,  par  X  le  point  dont  l'affixe  est  x,  par 
ïj  et  I  les  points  —  i  et  i,  par  XK  la  direction  opposée  à  la  direc- 
tion XI.  Les  coupures  vont  sur  l'axe  imaginaire  du  point  I  au 
point  à  l'infini  vers  le  haut,  du  point  Ii  à  l'infini  vers  le  bas  ;  on  a 


en  général 


i 

■2  i 


h^^l^e^,^ 


2  ]B'  XI 


où  l'angle  (XI1?  XK)  est  compris  entre  ix  et  —  n,  positif  ou  négatif 
suivant  que  X  est  à  droite  ou  à  gauche  de  l'axe  imaginaire  ;  en 


Î62 
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d'autres  termes,  suivant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive  ou 
négative. 

Le  coefficient  de  i  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  X 
est  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  réel;  en  d'autres  termes, 
suivant  que  le  coefficient  de  i  dans  x  est  positif  ou  négatif.  Quand 
x  est  réel,  le  coefficient  de  i  est  nul,  la  moitié  de  l'angle  (XI,  XR) 
est  égal  à  l'angle  (10,  IX)  dont  la  tangente  est  x  ;  on  peut  donc 
poser  alors 

i   ,    i  —  x 

arc  te  x  =  —. .  le  = , 

en  convenant,  comme  on  a  fait  au  n°  199  de  regarder  arc  tg  x 
comme  compris  entre et  -.  On  peut  adopter  l'égalité  précé- 


Fig.  45. 

dente   comme   définissant  arc  tg  x  pour  toutes  les  valeurs  de   x 
autres  que  /  et  —  i.  La  partie  réelle  de  la  fonction  arc  tg  x  est 

alors  toujours  comprise  entre  — -  et  -  ;  elle  atteint  respectivement 
ces  valeurs  quand  le  point  x  est  sur  le  bord  gauche,  ou  sur  le  bord 

droit,  d'une  coupure.  Quand  x  est  purement  imaginaire  sans  être 

ce 
sur  une  coupure,  c'est-à-dire  quand  le  nombre  réel  •  est  compris 

entre —  i  et  i,  arc  tg  x  est  purement. imaginaire.  La  fonction 
arc  tg  x  est  impaire. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  définir  par  continuité,  sur  un  lien 
qui  ne  passe  par  aucun  des  points  i  et  —  i,  ou  dans  un  domaine 
simple  qui  ne  contient  aucun  de  ces  deux  points,   une  fonction 
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continue  Arc  tg  x  qui  satisfasse  toujours  à  l'équation  tg  Arc  tg  x }= x. 
Le  lecteur  n'a  qu'à  se  reporter  à  ce  qu'on  a  dit  sur  les  logarithmes. 
Supposons  le  lien  défini  pour  les  valeurs  de  la  variable  réelle  t  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  70,  £,),  le  point  x0  correspondant  à  la 
valeur  initiale  t0;  le  lien  peut  traverser  les 
coupures  mais  ne  doit  passer  ni  par  le 
point  i,  ni  par  le  point  —  i  ;  supposons 
qu'on  prenne,  pour  t  =  t0 

Arc  tg  x0  =  arc  tg  x0  ; 

l'égalité  entre  les  deux  fonctions  Arc  igx, 
aie  tg  x  subsistera  tant  qu'on  n'a  pas  une 
valeur  de  t  à  laquelle  correspond  un  point 
d'une  coupure  (*)  ;  si  pour  t  <C  S,  on  n'a 
pas  atteint  une  coupure,  et  si  on  en  tra- 
verse une  pour  t  =  B,  on  aura  pour  les 
valeurs  de  t  un  peu  plus  grandes  que  $ 

Arc  tg  x  =  arc  tg  x  ±  n, 

en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  —  sui- 
vant qu'on  traverse  la  coupure  en  allant 
du  bord  droit  au  bord  gauche,  ou  du  bord 
gauche  au  bord  droit.  L'égalité  subsiste  ensuite  tant  qu'on  n'a  pas 
atteint  les  coupures,  etc. 


Fisr.  46. 


372.  —  Résolvons  de  même,  pour  définir  la  fonction  arc  sin  x, 
l'équation 


ou 


é"j  —  e~L'J 
sin  y  =  —        .      -  =  x, 
2  i 


e'-1'1  —  2  ix  e"J  —  i  =  o 


si  on  se  donne  le  nombre  x,  le  nombre  iy  devra  être  le  logarithme 
de  l'une  des  racines  de  l'équation  en  u 


2  IX  II  —    I   —  O. 


(')  De  même  si  l'on  voulait  définir  la   fonction  Arc  tg  x  dans  un  domaine 
simple  qui  ne  contiendrait  aucun  point  des  coupures. 
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Considérons  en  particulier  la  fonction 

y  =  -  1g  (ix  -h  y/i  —  x2), 

en  adoptant  pour  y/i  —  x-  la  même  détermination  qu'au  n°  341  ; 
celle  pour  laquelle  la  partie  réelle  est  positive.  Je  rappelle  qu'on  a 
dû  introduire  deux  coupures  sur  l'axe  réel  ;  l'une  allant  de  i  à 
-4-  ce  ;  l'autre  de  —  i  à  —  go  .  Lorsque  x  est  sur  une  des  cou- 
pures , 

y/i  —  x2  =  ±  i\\Zx2  —  i| 

est  imaginaire  ;  les  signes  placés  près  des  coupures  indiquent  quel 
signe  on  doit  prendre  suivant  qu'on  est  sur  un  bord  ou  sur  un 
autre;  lorsque  x  est  sur  l'une  des  coupures,  ix  H-  \'\  — x2  est 
purement  imaginaire,  ainsi  que  l'autre  racine  ix  —  \J i  . —  x2  de 
l'équation  en  u  :  inversement,  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  racines 
ne  peut  être  purement  imaginaire  que  si  x  est  situé  sur  l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  coupures  ;  en  effet,   de  l'équation  en  u  on  tire 

1    /          r 
x  =  — .    « 

21   \  U 

et  l'on  voit  immédiatement  que  x  est  réel  et  plus  grand  que  i  en 
valeur  absolue  si  on  suppose  u  purement  imaginaire. 

Par  conséquent,  dans  le  continuum  obtenu  en  supprimant  du 
plan  les  points  qui  appartiennent  aux  deux  coupures,  les  parties 
réelles  de  ix  -+-  \/i  —  x2,  ix  —  /i  —  x2  ne  s'annulent  pas;  elles 
gardent  le  même  signe;  la  première  est  toujours  positive,  comme 
on  le  voit  en  prenant  x  =  o  ;  la  seconde  est  toujours  négative. 
En  supposant  que  x,  n'appartienne  à  aucune  coupure,  on  peut 

prendre  l'argument  de  ix  -+-  \/i  —  x2  entre  —     et  +  -,  l'argu- 

ment   de  —  ix  H-  i/i  —  x2  entre     et  — . 
v  2  2 

Si  donc  x  n'appartient  pas  à  l'une  des  coupures 

-.-  lg  {ix  -t-  \/i  —  x2) 

aura  sa  partie  réelle  comprise  entre  —  -  et  ;  cette  dernière  con- 
dition et  l'équation  sin   y  =  x  suffisent  à  définir  le   nombre   v, 
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puisque  la  partie  réelle  de  ■  log  (ix  —  \/i  —  x*)  n'est  jamais  com- 
prise  entre  —  -  et  -  ,  quelle  que  soit  soit  la  détermination  adoptée 
pour  le  logarithme.  D'aileurs,  lorsque  x  est  réel,  compris  entre 
—  i  et  i,  la  fonction  -  \g  (ix  -h  \/i  —  x2)  est  la  fonction  arc  sin  a; 


—  -101  + 

Fig-  47. 
du  n°  199  :  en  effet,  si  on  pose  x  =  sin  9,  ç  étant  compris  entre 

—  -  et  -,  cos  <p  est  positif  et  par  conséquent  égal  au  nombre  po- 
sitif /i  —  x'2  ;  on  a  alors 

ix  — t-  V^i  —  x'2  =  cos  9  -+-  i  sin  cp  ; 

par  conséquent  la  valeur  absolue  du  premier  membre  est  1  et  son 
argument  principal  est  5  :  on  a  bien 

~  1g  (ix  -+-  v/i  —  a;2)  =  cp. 

D'après  cela,  je  prendrai  la  fonction  •  1g  (ix  H-  \U  —  x-)  comme 
la  définition  de  arc  sin  x. 

D'ailleurs  en  se  reportant  aux  diverses  valeurs  du  logarithme  et 
en  se  rappelant  que  le  produit  des  deux  racines  de  l'équation  en 
11  est  —  1 ,  on  voit  que  toutes  les  valeurs  de  y  sont  données  par 
les  formules 

2  7î~  -+-  arc  sin  x,      (211  -h  1)71  —  arc  sin  x 

où  11  est  un  entier  quelconque. 

Le  schéma  ci-dessous  donne  la  valeur  de  la  fonction  arc  sin  x 
sur  les  différents  bord  des  coupures 

—  -  —  i  la  ( —  x  —  \/aT2  —  1)  -  —  l  lg  (x  —  \/as2  —  0 
2                                                         ,  ,         2 


—  — \-  i  lg  ( —  x  —  \/x2  —  1)  — |-  i  lg  (x  —  \'x-  —  1) 

En  deux  points  confondus  de  la  coupure  de  droite,  mais  appar- 
tenant à  des  bords  opposés,  la  somme  des  valeurs  de  la  fonction 
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ainsi  définie  est  7t  ;  la  somme  analogue,  pour  l'autre  coupure,  est 

7t. 

Ici  encore,  il  sera  facile  de  définir  par  continuité,  le  long  d'un 
lien  ne  passant  par  aucun  des  points  i  et  —  i,  une  fonction 
Arc  sin  x  vérifiant  pour  toutes  les  valeurs  de  x  l'égalité 

sin  (Arc  sin  x)  =  x. 

Si  l'on  suppose  le  lien  défini  pour  les  valeurs  de  la  variable 
réelle  i  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (t0,  /,)  et  si  l'on  a  à  l'origine 
xQ  du  lien 

/Vrc  sin  xQ  =  arc  sin  x0, 

l'égalité  entre  les  fonctions  Arc  sin  x  et  arc  sin  x  subsistera  tant 
qu'on  n'aura  pas  atteint  une  coupure  ;  si  l'on  atteint  et  si  l'on  tra- 


Fig    48. 

verse  une  première  fois,  pour  /  =  9,  l'une  des  coupures,  on  aura 
pour  les  valeurs  de  t  un  peu  plus  grandes  que  0 

Arc  sin  x  =  ±  -x  —  arc  sin  x, 

suivant  que  l'on  traverse  la  coupure  de  droite  ou  la  coupure  de 
gauche  ;  l'égalité  subsistera  tant  qu'on  n'aura  pas  atteint  une  cou- 
pure, etc. 

Supposons,  par  exemple,  crue  le  point  x  se  meuve,  dans  le  sens 
direct,  à  partir  du  point  x0,  sur  un  cercle  décrit  du  point  o 
comme  centre  avec  un  rayon  plus  grand  que  i  et  traversant  les 
coupures  de  droite  et  de  gauche  aux  points  a,  &  ;  supposons  que 
le  point  x0  soit  au-dessus  de  l'axe  réel  et  que  les  deux  fonctions 
Arc  sin  or,  arc  sin  a?  soient  égales  en  ce  point  ;  elles  resteront  égales 
sur  l'arc  qui  va  de  x0  à  fi  ;  quand  on  aura  dépassé  8,  on  aura 

Arc  sin  x  =  —  -  —  arc  sin  x. 
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et  cela  jusqu'à  ce  qu'on  soit  en  a;  quand  on  aura  dépassé  a,  on 
aura  Arc  sin  x  =  iiz  -+-  arc  sin  x;  c'est  avec  cette  valeur,  en  par- 
ticulier, qu'on  reviendra  au  point  x0  ;  l'égalité  subsistera  tant 
qu'on  restera  au-dessus  de  l'arc  réel,  etc.. 

Le  lecteur  n'aurait  pas  de  peine  à  démontrer,  sur  les  définitions 
précédentes,  que  les  fonctions  arc  tg  x,  arc  sin  x  sont  régulières 
en  tout  point  qui  n'appartient  pas  aux  coupures  ;  mais  cela  appa- 
raîtra plus  tard,  d'une  autre  façon  (nos  388,  389,  399). 

373.  —  En  posant 

(o        /(*)=n 


X  \      — 

e     n 
n 


on  a  établi  (n°  263\  pour  les  valeurs  réelles  de  x,  les  formules 
00  rJx)=XeCXf{x) 

(3)  BinTca;  =  ira:/(aO /(—*)==  ras J|    |^i  -h  ^  e~«J 

(n) 

(4)  T{x+i)=xT(x),         T(x)  r(i  -  x)  =  -r- 


sin  tlX 

Je  rappelle  que  C  désigne  la   constante  d'Euler  et  que  l'accent 

dont  est  affecté  le  symbole  J       veut  dire  que  n  doit  prendre  toutes 

■  {n) 
les  valeurs   entières,   positives  ou  négatives,    à  l'exclusion   de  la 

valeur  0. 

On  a  montré  aussi  que,  si  l'on  pose 


(1  +  ^J  e     n  =l  +nB(aî), 


si  l'on  désigne  par  \]n(x)  la  majorante  naturelle  de  la  fonction 

/  x  1     x2        /   1  1     \  xs 

UJx)  =  — 5-  -h o        -à-  +  ...    , 

v    '  1.2  n-  \1.2  1.2.0/  IV 

et  par  A  un  nombre  positif  quelconque,  la  série  à  termes  positifs 

Bi(A)  -+-  u,(A)  4-  ...  H-  b»(A)  -f-  ... 
est  convergente. 
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Il  suit  de  là  que  les  seconds  membres  des  formules  (i),  (2),  (3) 
sont  des  fonctions  (transcendantes)  entières  en  x,  et  qu'on  peut 
leur  appliquer  la  règle  du  n°  354  pour  prendre  la  dérivée  d'un 
produit  infini. 

La  formule  .'2  ,  établie  par  les  valeurs  réelles  de  x,  peut  être 
prise  comme  la  définition  de  la  fonction  Y  (x)  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,  autres  que  o,  —  1,  —  2,  ...  .  La  formule  (3)  est 
certainement  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  x;  car  les  trois 
membres  peuvent  être  mis  sous  forme  de  séries  entières  en  x, 
convergentes  quel  que  soit  x,  et  ces  séries  sont  identiques  puisque 
leurs  valeurs  respectives  sont  égales  lorsque  x  est  réel.  Les  for- 
mules (4)  résultent  sans  peine  des  formules  (2)  et  (3)  ;  elles  sub- 
sistent donc  pour  les  valeurs  imaginaires. 

En  prenant  les  dérivées  d'après  les  règles  du  n°  354  et  en  posant 

on  obtient 


ïl=00 


(5)  9{x)=  y  r— - — -ii 

r  r'(x-l-i)       n         ,   .       ..       /      1  1  1 

(7)     -  cot  «*  =  I  +  <?  (x)  -  ? (_  X)  =  I  +  2'  (—^  -  £ 

Dans  la  dernière  formule  l'accent  dont  est  affecté  le  symbole  2_, 

M 

veut  dire  que  72  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou 

négatives,  mais  non  la  valeur  o  ;  elle  ne  diffère  que  par  la  forme 
de  la  relation 


7T  cot  7CX  = 

X  —* 


V 


comme  on  le  voit  en  réunissant  les  termes  qui  correspondent  à 
des  valeurs  symétriques  de  n. 

La  convergence  des  séries  qui  figurent  aux  derniers  membres 
des  égalités  5),  (7  résulte  de  la  façon  même  dont  elles  ont  été 
obtenues,  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  reconnaître,  sur  les  séries 
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elles-mêmes,  et  la  convergence  de  ces  séries  et  le  caractère  des 
fonctions  qu'elles  définissent. 

Je  raisonnerai,  par  exemple,  sur  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (7 

On  a  vu    n°  343)  que,  des  deux  fonctions 

i  i  x 

x  -+-  n        n  '    n'  (il'  —  x) 

où  n'  =  |  n  [  ,  la  seconde  était  la  majorante  naturelle  de  la  pre- 
mière, en  supposant  |  x  |  <C  n'.  Fixons  un  nombre  positif  quel- 
conque À,  et  un  nombre  naturel  r  >  A;  ne  considérons  que  les 
valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition  |  x  j  <  A  et,  dans  le 
second  membre  de  l'égalité  (7),  négligeons  la  fonction  rationnelle 
S,,  (as)  somme  des  termes  pour  lesquels  on  a  |  n  |  <C  r,  pour  ne 
nous  attacher  qu'à  la  somme  2r(x)  des  autres  termes.  Remplaçons 
dans  2,. (x)  chaque  terme  par  sa  majorante  naturelle  et  x  par  À; 
on  obtiendra  la  série  à  termes  positifs 

n  =  ce 

,   V     ,  A 

_**    n  (n  —  A) 

n  =  r 

qui  est  manifestement  convergente   comme   la   série    >     l.,  .   Le 

coefficient  2  provient  de  ce  qu'on  a  réuni  les  termes  provenant 
de  2r(x)  qui  correspondent  à  des  valeurs  symétriques  de  n.  On 
voit  donc  que,  pour  les  valeurs  considérées  de  x,  la  série  2i,  x 
satisfait  aux  conditions  du  n°  349  ;  elle  est  absolument  et  unifor- 
mément convergente  ;  elle  est  développable  en  une  série  entière  en 
ce;  ce  développement  est  valable  pourvu  que  l'on  ait  |  x  |  <0"> 
puisque  le  nombre  positif  A  peut  être  supposé  aussi  voisin  de  r 
qu'on  voudra.  Ainsi,  en  particulier,  la  fonction 

1Z  COt  T.X 

X 

peut  être  développée  en  une  série  entière  en  x  convergente  sous  la 
condition  |  x  ]  <C  1.  La  fonction  2r(x)  est  régulière  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition  |  x  |  <C  /'  ;  ses  dérivées 
s'obtiennent  en  prenant  les  dérivées  des  termes  de  2r(as),  etc.. 
La  fonction  rationnelle  S» (as),  qu'il  faut  ajouter  à  lr(x)  pour  avoir 
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le  second  membre  de  (7;,  admet  pour  pôles,  les  points 

o,  ±  1,  ±  2,  ...  dz  (r  —  1)  ; 

chacun  de  ces  pôles  est  simple  et  le  résidu  correspondant  est  1  ; 
en  se  rappelant  que  le  nombre  A  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on 
le  veut,  on  aperçoit  immédiatement  les  propriétés  suivantes  de  la 
fonction 


elle  est  partout  régulière,  sauf  aux  points  dont  l'affixe  est  un  nom- 
bre entier  (*)  ;  chaque  nombre  entier  est  un  pôle  simple  et  le  résidu 
correspondant  est  1  ;  les  dérivées  de  la  fonction  sont 


2 


V        ï 


.x  -+-  n)-  '  '    — 1  (x  -4-  n)3  '"' 

(n)     x  '  lB) 

dans  ces  séries,   n  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières,   sans 
exclure  o. 

De  ce  qui  précède  on  déduit  en  particulier  les  égalités 

[)  dx]_T{x)\  .     Ad  (x-hny 

n  —  o 

(Q)  _._?!_  =  y L__. 

\v)  c :„2   ,,„.  Zj    (m   _L   „\2 


On  voit  combien,  en  raison  même  de  la  manière  dont  converge 
la  série  qui  y  figure,  le  second  membre  de  l'égalité  (7  est  avanta- 
geux pour  représenter  la  fonction  cot  %x,  combien,  en  particulier. 
il  est  plus  avantageux  que  l'expression 

n  =  p 

Inn.       > 
p  =  x   Ad  x  +  n 

n  =  —p 


(')  Cette  propriété  suffit  à  prouver  que  l'égalité  (7),  une  fois  établie  pour  les 
valeurs  réelles  de  x,  subsiste  pour  les  valeurs  imaginaires,  puisque  la  l'onction 
col-.'-,  quotient  de  deux  séries  entières  de  x,  est  régulière  pour  toute  valeur 
de  x  qui  n'annule  pas  le  fléiïominatcuT  senrar. 
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(n°  202;.   Remarquons,  à  ce  propos,  la  façon  dont  se  comporte 
l'expression 


jLi  x  -+-  n 


n  =  —  q 

quand  p  et  q  sont  des  nombres  positifs  très  grands. 
On  peut  écrire 

n  =  p  n  =  q  n  =  p 


y  _l_  =  1  +  y  _i_  + 1  )  +  y  _l_  _  1 

^j  ce  -t-  7i        ce        ^j  \x  —  n        n  Au  \x  -+-  n        n 


n=—q 


11  I  II  I  I 

-H H  ...  H (  -  H h  ...  H-  - 

12  p         \x         1  q 


Si  l'on  se  donne  la  valeur  de  x  (non  entière),  la  somme  des 
termes  qui  forment  la  première  ligne  du  second  membre  est  très 
voisine  de  cot  tîx,  pourvu  que  p  et  q  soient  suffisamment  grands; 
quant  aux  termes  qui  figurent  dans  la  seconde  ligne  la  somme 
(n°  194  ;  diffère  très  peu  de 

(C  -4-  log  p)  -  (C  4-  log  q)  =  log  |  ; 

on  peut  donc  écrire,  en  désignant  par  s  une  quantité  qui  tend 
vers  o  quand  p  et  q  augmentent  indéfiniment. 

n  —  p 

V  —  ='it  cot  "x  -h  log  '-  -+-  £  ; 

Au  x  -\-  n  °  q 

n  =  —  q 

on  peut  évidemment  faire  grandir  p  et  q  de  manière  que  le  second 
membre  s'approche  d'une  limite  dont  la  différence  avec  n  cot  nx 
soit  tel  nombre  réel  que  l'on  voudra.  Lorsque  p  et  q  grandissent 
indéfiniment,  le  coefficient  de  i  dans  le  premier  membre  tend  vers 
une  limite,  mais  non  la  partie  réelle. 
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En  changeant  dans  les  formules  (3)  et  (7)  x  en  ix  on  trouve 


ch*x=*xi[[  r/I+^e-?l 


>o) 


n  =  oc 

= 

-n 

n=  1 

(' 

H- 

cc2\ 
n2) 

ch 

■KX 

TZX 

I 

—  -  + 

X 

V' 

w 

(: 

1 

+ 

I 

sh 

c  — 

ni 

ni 

n 
I 

=  00 

23? 

:») 


La  dernière  formule,  en  y  changeant  a?  en  — ,  devient,  après  des 
transformations  faciles, 

1  _  i  +  y'  f_i_  +  -J-.) 

a?  2  ^W     \X  2«TTl  2/lTCf/ 

W 
(12) 

a?        2        ^  x2  -+-  n2Ti2 


Puisque  le  second  membre  de  l'égalité  (7)  est  développable  en  série 
entière  en  x,  convergente  sous  la  condition  |  x  |  <C  1,  les  sommes 

qui  figurent  dans  les  expressions  de  -^-3- —  sont  développables  en 

!x 
—    <i. 

C'est  un  résultat  qu'on  a  annoncé  et  utilisé  au  n°  265,  où  l'on 
avait  écrit 

x      Bj    „         B2  ,      ....     B„       , 

-xf -+-...  +  (—  1V+1 l- — x-i'-h...: 


2         4.2  1.2.0.4 

En  appliquant  au  second  membre  de  la  formule  (12)  la  règle 
donnée  plus  haut  pour  le  développement  en  série  entière  en  x  du 
second  membre  de  la  formule  (7),  on  trouve  sans  peine 

n   ._  î-2.3...  2/> 
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en  posant 

c  I  I  I 

°2p  —  727,  +  ^  +  •■•  +  ^  +  •••  ; 

je  rappelle  que  les  nombres  Bp  (nombres  de  Bernoulli)  sont 
rationnels  et  qu'on  a  donné  au  n°  265  les  valeurs  des  premiers 
de  ces  nombres. 

Signalons  le  développement  suivant,  bien  aisé  à  déduire  de  ce 
qui  précède 

tgx  =  aja«  -  1)        +  a'(a*-i)  B    2        _ 

2S  1.2  1.2.0.4 

1.2.5...  (2/J   -h   2)       '^ 

374.  —  Les  formules  étudiées  dans  le  précédent  numéro 
mettent  en  évidence  certaines  propriétés  des  fonctions  qui  y  figu- 
rent ;  on  a  vu  par  exemple  avec  quelle  facilité  on  reconnaît  que 
la  fonction 


!  +  y'r_J__il 

V  j*Mm      \X   -+-   71  71 J 


X 

[n] 

est  régulière  en  tout  point  autre  que  les  points  Oi±,  i±2,..., 
qu'elle  admet  tous  ces  points  pour  pôles  simples,  et  que  les  résidus 
correspondants  sont  tous  égaux  à  1.  Il  est  dès  lors  bien  naturel 
de  se  poser  la  question  suivante  :  construire  une  fonction  F  [x) 
qui  soit  régulière  en  tout  point  du  plan,  sauf  en  certains  pôles, 
pour  chacun  desquels  on  se  donne  la  partie  principale  :  ainsi,  si  a 
est  un  des  pôles  de  la  fonction  cherchée  F  (as),  on  se  donne  une 
expression  de  la  forme 


A. 


Ai 
x  —  a 


où  a  est  un  nombre  naturel  et  A  ,  Aa_I,...,  Ai  des  constantes 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  telle  que  la  différence  (')  entre  F  [x) 
et  l'expression  considérée  puisse  être  développée  en  une  série  entière 


(')  Il  est  à  jîeine  utile  de  dire  que  la  valeur  attribuée  à  cette  différence  pour 
x  —  a  doit  être  regardée  comme  une  valeur  limite. 
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en  x  —  a,  convergente  pouvu  que  la  valeur  absolue  de  a?  —  a  soit 
suffisamment  petite. 

On  désigne  sous  le  nom  de  fonction  méromorphe  de  x  une 
fonction  qui  est  régulière  partout  sauf  en  certains  pôles.  Un  point 
quelconque  du  plan  est  un  point  où  la  fonction  est  régulière  ou 
un  pôle  ('). 

Les  fonctions  méromorphes  sont  la  généralisation  des  fonctions 
rationnelles  comme  les  fonctions  entières  sont  la  généralisation  des 
polynômes.  Le  quotient  de  deux  fonctions  entières  est  une  fonc- 
tion méromophe  ;  on  démontre  inversement  que  toute  fonction 
miromorphe  est  le  quotient  de  deux  fonctions  entières. 

Le  problème  posé,  dont  je  me  bornerai  d'ailleurs  à  traiter 
quelques  cas  particuliers,  consiste  donc  à  construire  une  fonction 
miromorphe  connaissant  ses  pôles  et  les  parties  principales  corres- 
pondantes. 

Supposons  d'abord  que  les  pôles  soient  en  nombre  fini  ;  et  dési- 
gnons les  par  ai}  a2,...,  an\  soit/* (a?)  la  partie  principale  de  la 
fonction  relative  au  pôle  a%\  je  rappelle  que  fi  [x)  est  un  polynôme 

donné  en     ;  la  somme  /!  (x)  -h  f2  (x)  -f-  ...  +  fn  (x)  répond 

évidemment  à  la  question  posée  ;  elle  est  régulière  en  tout  point 
qui  n'est  pas  un  pôle  comme  somme  de  fonctions  régulières;  et, 
pour  la  même  raison,  sa  différence  avec  la  fonction  f  [x),  par 
exemple,  c'est-à-dire  f  {x)  -\-f(x)  -+-  ...  -+-fn{x),  est  régulière  au 


lue    iuuic    luiiL/iiuii     x.    yj. 

qui  jouit  de  ces  propriétés  est  de  la  forme 


point  a4.   On  reconnaît  immédiatement  que  toute  fonction   F  (x) 


en  désignant  par  g  (x)  une  fonction  régulière  en  tout  point  du 
plan.  Toute  fonction  entière,  transcendante  ou  non,  est  régulière 
en  tout  point  du  plan  ;  on  verra  plus  tard  que  les  fonctions  entières 
sont  seules  à  jouir  de  cette  propriété. 


(')  J'adopte  la  signification  que  M.  Borcl  donne  au  mot  méromorphe.  (Yoir, 
par  exemple  ses  Leçons  sur  les  fondions  méromorphes).  Quelques  auteurs  disent 
d'une  fonction  qu'elle  est  méromorphe  dans  un  domaine  simple,  par  exemple, 
pour  dire  qu'un  point  de  ce  domaine  est  un  point  où  la  fonction  est  régulière, 
ou  un  pôle. 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  l'ensemble  des  pôles  est 
infini.  Je  dis  d'abord  que  cet  ensemble  ne  peut  admettre  de  point 
d'accumulation  ;  supposons  en  effet  que  b  soit  un  tel  point  d'accu- 
mulation et  désignons  toujours  par  F  (se)  une  fonction  qui  réponde 
à  la  question  posée  :  aussi  près  de  b  qu'on  voudra,  il  y  a  des 
pôles  et  par  conséquent  des  points  où  ]  F  (se)  |  dépasse  telle  borne 
que  l'on  voudra  ;  F  (se)  ne  peut  donc  être  régulière  en  b.  Le  point  b 
ne  peut  pas  non  plus  être  un  pôle  ;  s'il  était  un  pôle  en  effet,  à  ce 
pôle  correspondrait  une  partie  principale  f  (se)  :  or  la  différence 
F  se) —  ose)  qui  admet  évidemment  pour  pôles  tous  les  pôles 
de  F  (se),  sauf  b,  qui  admet  donc  des  pôles  aussi  voisins  de  b  qu'on 
le  veut,  ne  peut  être  régulière  en  b.  Ces  conclusions  sont  incom- 
patibles avec  la  supposition  faite  sur  la  fonction  F  (se,,  laquelle  doit 
être  régulière  en  tout  point  qui  n'est  pas  un  pôle,  l'ensemble  des 
pôles  n'admet  pas  de  points  d'accumulation,  le  nombre  des  pôles 
moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  donné  P  est  fini  ; 
ces  pôles  peuvent  être  rangés  clans  un  ordre  tel  que  les  valeurs 
absolues  aillent  en  croissant  ou  plutôt  ne  décroissent  jamais.  En 
faisant  croître  P  indéfiniment,  on  voit  que  l'ensemble  des  pôles  est 
dénombrable  et  que  ces  pôles  peuvent  être  rangés  dans  un  ordre 
ai,  a-i,  ...,  an,  ...  tels,  que  l'on  ait 


hi+i  |  ^ 


lim.  a, 


C'est  ce  que  je  supposerai  dans  tout  le  présent  numéro. 

Continuons  à  désigner  par  fn(x)  la  partie  principale  de  la  l'onc- 
tion cherchée  F  (se)  qui  correspond  au  pôle  a„. 

Il  est  naturel  de  considérer  la  série 

(0  /;(*)■■+/.(*)  +  ••■+/»(*)-+--; 

supposons  non  seulement  qu'elle  soit  convergente,  mais  qu'elle 
satisfasse  à  la  condition  suivante  :  Quel  que  soit  le  nombre  positif 
A,  si  n  est  un  nombre  naturel  tel  que  an  et,  par  conséquent, 
<Vl_i,  an+2,  ...  soient  supérieurs  à  A,  la  série 


<2)  fn{x)  -hfn 


~M 


.'■ 


dont  tous  les  termes  sont  manifestement  développables  en  séries 
entières  en  x,  convergentes  pour  |  se  |  5=  A,  satisfait  aux  condi- 
tions du  n°  349. 
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S'il  en  est  ainsi,  la  somme  F  (as)  de  la  série  (1)  se  décompose  en 
deux  parties  :  d'une  part,  la  somme  des  n  —  1  premiers  termes,  qui 
est  une  fonction  rationnelle,  d'autre  part  la  somme  de  la  série  (2) 
qui,  dans  le  domaine  |  as  |  <  A,  est  absolument  et  uniformément 
convergente  et  peut  être  mise  sous  forme  d'une  série  entière  en  as 
uniformément  convergente  dans  ce  même  domaine.  En  tout  point 
de  ce  domaine  autre  que  les  points  a15  at,  ...,  an  v  la  somme  de  la 
série  (1)  est  régulière  comme  somme  de  fonctions  régulières  ;  aux 
environs  du  pôle  ar(r  <<  n),  la  différence  F  (x)  —  fr(x)  sera  mani- 
festement régulière.  Gomme  le  nombre  A  peut  être  pris  aussi  grand 
qu'on  veut,  il  est  clair  que  la  fonction  F  (as)  satisfait  aux  condi- 
tions imposées  ;  il  en  sera  de  même  de  toute  fonction  obtenue  en 
ajoutant  à  F  (as)  une  fonction  entière  transcendante  ou  non  ;  réci- 
proquement la  différence  entre  une  fonction  qui  satisfait  aux  con- 
ditions imposées  et  F  (as)  devant  être  régulière  en  tout  point  est,  en 
vertu  d'une  proposition  énoncée  plus  haut,  une  fonction  entière, 
transcendante  ou  non. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  la  série  (  1)  est  absolument  et  uni- 
formément convergente  dans  tout  domaine  simple  qui  ne  contient 
aucun  des  points  a{,  «.,,  ...,  an,  ... 

Supposons  par  exemple  qu'on  veuille  construire  une  fonction 
régulière  partout  sauf  aux  pôles  o,  1,  2,  ...,  n,  ...  et  telle  que  sa 

partie  principale  pour  le  pôle  n  soit  -, — — — p.  Il  est  aisé  de  voir 

\X  H     *^J 

que  la  somme  F  (as)  de  la  série 

1  1  1 

-,  H-  ; ■ V2  -H  ...   H-   -, ; y,  H-  ... 

x-        [x  -+-  1)-  [x  -+-  ny 

répond  à  la  question. 

Lorsque  la  série  dont  les  termes  sont  les  parties  principales  don- 
nées relatives  aux  pôles  alt  a2,  ...,  ne  jouit  pas  des  propriétés  que 
suppose  la  démonstration,  on  substitue  à  cette  série  une  autre 

(?)  «Pi»  -+-  <?,(*)  -+--..  -H  ?a(œ)  -h  ... 

dont  chaque  terme  ©„(a?)  se  déduit  de  la  partie  principale  fn(x) 
qui  correspond  au  pôle  an  en  en  retranchant  un  certain  polynôme 
\b„  x),  choisi  de  façon  que  la  série  (©)  satisfasse  aux  conditions 
qu'on  supposait  tout  à  l'heure  vérifiées  par  la  série  (1);  c'est -à- 
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dire  qu'à  chaque  nombre  positif  A  correspond  un  nombre  naturel 
n  tel  que  l'on  ait  |  an  |  >  A  et  que  la  série 

on(x)  +  mn+i(x)  H-  ... 

satisfasse  pour  a:<A  aux  conditions  du  n°  349. 

Qu'il  soit  toujours  possible  de  déterminer  les  polynômes  àn(x) 
de  façon  qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  une  proposition  (*)  comprise  dans 
une  suite  de  théorèmes  généraux  que  l'on  doit  à  M.  Mittag-Leffler  ; 
je  l'établirai  tout  à  l'heure  dans  un  cas  très  particulier,  mais  je 
veux  faire  remarquer  qu'il  est  clair,  si  l'on  admet  cette  proposi- 
tion, que  la  série  (©)  est  absolument  et  uniformément  convergente 
dans  tout  domaine  simple  qui  ne  contient  pas  de  pôle,  que  sa 
somme  <P(x)  satisfait  bien  aux  conditions  imposées  pour  ce  qui  est 
de  la  régularité,  des  pôles  et  des  parties  principales  correspon- 
dantes, enfin  que  la  dérivée  de  cette  fonction,  aux  points  où  elle  est 
régulière,  est  la  somme  de  la  série  dont  les  termes  sont  les  déri- 
vées (p\  (x),  ®'2(x),  ...  des  termes  de  la  série  [p\ .  Ce  dernier  point 
résulte  de  ce  que  0  est,  en  conservant  les  notations  précédentes,  la 
somme  d'une  fonction  rationnelle  et  de  la  série 

on{x)  -+-  <Dn+i{x)  H-  ... 

qui,  pour  x  <[  A  satisfait  aux  conditions  du  n°  349. 

J'arrive  maintenant  à  la  démonstration  du  cas  particulier  que 
j'ai  en  vue. 

Je  suppose  d'abord  que  o  ne  soit  pas  un  pôle  :  cela  ne  diminue 
en  rien  la  généralité.  Si  o,  en  effet,  est  un  pôle  de  la  fonction 
cherchée,  il  suffira,  après  avoir  supprimé  ce  pôle  et  après  avoir 
construit  la  fonction  qui  admet  les  autres  pôles  et  les  parties  prin- 
cipales correspondantes,  d'ajouter  à  cette  fonction  la  partie  princi- 
pale qui  correspond  au  pôle  o. 

Soient  donc  alt  a.,,  ...,  an,  ...  les  pôles  donnés,  dont  aucun 
n'est  nul  ;  je  suppose  que  ces  pôles  soient  tous  simples  ;  soit,  en 
général,  B„  le  résidu  relatif  au  pôle  an  ;  soient  an,  B7',  les  valeurs 


(')  La  démonstration  de  cette  proposition  et  même  d'une  proposition  un  peu 
plus  générale  est  reproduite  p.  128  du  Tome  I  des  Eléments  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  de  MM.  Tannery  et  Molk. 
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absolues  de  an,  B„  ;  je  suppose  enfin  que  la  série  à  termes  positifs 
Bi      .    J5      ,  ,      K 

où  r  désigne  un  nombre  entier  positif  ou  nul,  soit  convergente. 
Lorsque  l'on  se  donne  les  nombres  an,  Bn,  il  n'est  pas  toujours 
possible  de  trouver  un  nombre  r  tel  que  la  convergence  ait  lieu  ; 
mais  le  cas  où  cela  est  possible  est  particulièrement  intéressant  en 
raison  de  la  simplicité  des  résultats. 

Quoiqu'il  en  soit,  sous  le  bénéfice  de  ces  suppositions,  on  pren- 
dra pour  le  polynôme  'hn[x)  qu'on  doit  retrancher  de  la  partie 

principale  — ~ —  relative  au  pôle  an  les  r  premiers  termes  du  dé- 
veloppement de  cette  partie  principale  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  x,  c'est  à  savoir 

R         R  t  R  t '•— * 

,|,       trp\    ■ ■  "     n  ll  • 

1       N     '  n  n*  n  ' 


an         a 
La  série  cherchée  sera 


<?i  (x)  -+-  9-2  (x)  + 

en  posant 

?n(aO  = 

X 

Bn           B„       H„x 

et,,            un             Cln 

'ïn  (») 


Cln  (x  —  an) 


et  il  est  bien  aisé  de  voir  cjue  cette  série  jouit  des  propriétés  annon- 
cées. Soit  en  effet  A  un  nombre  positif  quelconque  ;  soit  n  un  nom- 
bre naturel  tel  que  a"n  et,  par  suite,  arn+l,  a'll+î,  ...  soient  plus 
grands  que  A  ;  pour  |  x  |  <  A,  la  série 

>(»  -h  ?»+iW  H-  ••• 

satisfait  aux  conditions  du  n°  349  ;  en  effet,  les  fonctions  On  ■>:  , 
®n+i(x),  ...  sont  développables  en  séries  entières  en  x,  dont  les 
majorantes  naturelles  sont 

Kxr  BUi^! , ... 

a'n  {a'n  —  x)  '  a'n+i  (a'n+1  —  x) 

et  la  série  à  termes  positifs 

jb;,a>  b;1+1a<- 


an(a'n  —  A)        a;,.  ,{n!n    ,  —  A) 
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dont  les  termes  s'obtiennent  en  remplaçant  x  par  A  dans  ces  ma- 
jorantes naturelles  est  convergente  comme  la  série 

a"'+l        «"'+'         ""-- 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  construire  une  fonction 
holomorphe,  dont  les  pôles,  tous  simples,  soient  les  nombres  en- 
tiers négatifs,  nuls  ou  positifs,  le  résidu  de  chaque  pôle  étant  i  ; 

la  partie  principale  relative  au  pôle  n  sera     .  On  commencera 

par  exclure  le  pôle  o,  sauf  à  ajouter  -  à  la  fonction  trouvée. 

Les  pôles  rangés  de  façon  crue  leurs  valeurs  absolues  aillent  en 
croissant  sont  alors  i,  —  i,  2,  —  2,  ...,  n,  —  n,  ...  ;  d'ailleurs 
la  série 


1          1          1         1  11 

— -   -\ 5  H a  -I 5  -t-  —   -h  -9  4~  -5 

12         i2        22        1  n-        n- 


est  convergente  ;  on  peut  donc  prendre  r  =  1  ;  la  fonction  cher- 
chée, après  qu'on  aura  ajouté  le  terme  -  ,  sera 

1       V' T     1  n 

-4-7, h  ~    =  ~  cot  -x. 

x        ~*  tx  —  n        nj 

La  fonction  ainsi  construite  et  toutes  celles  qu'on  obtient  en  lui 
ajoutant  une  fonction  entière  en  x  répondent  à  la  question. 

Je  me  contente  de  signaler  une  autre  application  du  même  pro- 
cédé. 

Soient  03,  00'  deux  nombres  dont  on  suppose  seulement  que  le 
rapport  ne  soit  pas  réel.  Considérons  l'ensemble  des  points  dont 
l'affixe  est  de  la  forme  s=  2jdw  4-  2p'&)'  en  désignant  par  jD,_p'  des 
nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs  ;  il  est  aisé  de  voir  qu'à 
deux  systèmes  (p,  p'),  (p\>  p'i)  pour  lesquels  on  n'a  pas  7^  =p, 
p\  =/>'  correspondent  deux  points  s,  Si  distincts  et  que  tous  les 
points  s  forment  les  nœuds  d'un  réseau  de  parallélogrammes 
égaux  qui  recouvrent  tout  le  plan.  On  propose  de  construire  une 
fonction  partout  régulière  sauf  aux  points  s,  qui  doivent  être  des 
pôles  simples,  avec  un  résidu  égal  à  r. 
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On  établit  d'abord  que  la  série  à  termes  positifs 


2' 


i 

~sr\ 
W 

où  s  doit  prendre  toutes  les  valeurs  de  la  forme  2/>w  -h  2//W  sauf 

la  valeur  o,  qui  correspond  à  p  =  o,  p'  =  o,  est  convergente,  en 

sorte  qu'on  peut  prendre  r  =  i  ;  finalement  on  reconnaît  que  la 

fonction 

v  '        x         ^  La?  —  s        s         szA 

répond  à  la  question  posée. 

Dans  le  cas  général,  c'est  d'ailleurs  d'une  façon  analogue  que 
l'on  procède;  si  fn(x)  est  la  partie  principale  prescrite  pour  le  pôle 
an,  le  polynôme  'J,'„  (se)  qu'on  en  retranche  s'obtient  encore  en  pre- 
nant les  premiers  termes  du  développement  de  fn{x)  en  une  série 
entière  en  x,  développement  valable  pour  |  x  |  <C  |  an  |. 

375.  —  De  môme  qu'on  peut  construire  une  fonction  holo- 
morphe  dont  on  donne  les  pôles  et  les  parties  principales  corres- 
pondantes, on  peut  construire  une  fonction  entière  pour  laquelle 
on  donne  les  racines  et  les  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines. 

Lorsque  ces  racines  sont  en  nombre  fini,  on  a  tout  de  suite  une 
solution  en  formant  un  polynôme  qui  admette  chacune  de  ces 
racines  avec  le  degré  voulu  de  multiplicité  et  qui  n'admette  point 
d'autre  racine;  on  peut  ensuite  multiplier  ce  polynôme  par  une 
fonction  entière  qui  ne  s'annule  pas. 

L'ensemble  des  racines  distinctes,  s'il  est  infini,  ne  peut  avoir  de 
point  d'accumulation  :  autrement,  en  effet,  la  fonction  entière  serait 
identiquement  nulle;  cet  ensemble  est  donc  dénombrable  et  peut 
être  représenté  par  une  suite  ai,  a2,  ...,  an,  ...  pour  laquelle  on  a 


lim. 


'«+1    |   =   I    "n 


n, 


D'un  autre  côté  l'ordre  de  multiplicité  de  chaque  racine  est  un 
nombre  entier  déterminé;  rien  n'empêche  de  supposer,  tout  en 
conservant  les  deux  conditions  précédentes,  que,  dans  la  suite  alt 
as,  ...,  a„,  ...  chaque  racine  figure  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  ordre  de   multiplicité.  Laissons  de  côté,  s'il  y  en  a,  les 
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racines  nulles  :  on  peut,  toujours  en  tenir  compte,  quand  on  a 
construit  une  fonction  entière  qui  admet  les  autres  racines,  en  mul- 
tipliant cette  fonction  par  une  puissance  de  x. 

Weierstrass  a  montré  qu'on  pouvait  faire  correspondre  à  chaque 
racine  an  de  la  suite  précédente  un  nombre  naturel  r«  et  un  poly- 
nôme 

an        2  a;  rna~ 

tels  que  le  produit  infini 

n[(-£H 

fût  convergent.  Ce  produit  satisfait  même,  pour  toutes  les  valeurs 
de  x,  aux  conditions  du  n°  349  f1).  Si  on  admet  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  est  clair  que  ce  produit  répond  à  la  question  posée  :  c'est  une 
fonction  entière  admettant  pour  racines  les  racines  données,  chacune 
avec  son  degré  de  multiplicité  et  n'en  admettant  pas  d'autre.  Ce 
théorème  de  Weierstrass  a  été  le  point  de  départ  d'un  grand 
nombre  de  recherches,  en  particulier  de  celles  de  M.  Mittag- 
Lelïler  auxquelles  on  a  fait  allusion  un  peu  plus  haut  :  au  reste,  la 
construction  d'une  fonction  entière  dont  on  se  donne  les  racines 
avec  leur  ordre  de  multiplicité  et  la  construction  d'une  fonction 
méromorphe  pour  laquelle  on  se  donne  les  pôles  et  les  résidus 
correspondants  sont  deux  problèmes  connexes;  en  effet  si  a  est  un 
zéro  de  la  fonction  entière  cherchée,  avec  l'ordre  de  multiplicité  a, 


on 

tirera  de  1' 

égalité 

/(*) 

=  (x  - 

-«)a 

T  {x) 

la 

suivante 

a 

?'(*) 

X  

a 

<p(ar)  ' 

qui  montre  que  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  f(x)  admet 
le  point  a  comme  pôle  simple,  et  que  le  résidu  correspondant  esta. 
On  conclut  de  là  immédiatement  que  la  dérivée  logarithmique  de 


(')  Voir,  par  exemple,  les  Eléments  de  la  Théorie  des  fonctions  elleptiques  de 
MM.  Tannery  et  Molk,  t.  I,  p.  ii4i. 
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la  fonction  entière  cherchée  est  une  fonction  méromorphe  dont  les 
pôles  sont  les  racines  de  la  fonction  cherchée,  chacun  de  ces  pôles 
étant  simple  et  le  résidu  correspondant  étant  le  degré  de  multipli- 
cité de  la  racine.  Si  l'on  construit  une  telle  fonction  méromorphe 
de  la  façon  qu'on  a  expliquée  antérieurement,  les  règles  d'intégra- 
tion, qu'on  étudiera  bientôt,  conduisent  au  produit  infini  qu'on  a 
décrit  un  peu  plus  haut  (i). 

Pour  ce  qui  est  de  la  démonstration  directe  du  théorème  de 
Weierstrass,  je  me  bornerai  à  quelques  indications  sur  le  cas  où 
toutes  les  racines  données  a,,  a±,  ...,  an,  ...  sont  simples  et  où  il 
existe  un  nombre  entier  positif  ou  nul  7'  tel  que  la  série  à  termes 
positifs 

ii  i 

ap^  +  â['+T  +  "•  +  <+ï  +  ■-;» 

dans  laquelle  on  suppose  a'n  =  j  an  |,  est  convergente.  Tout. d'abord 
si  r  est  nul,  il  est  clair  que  le  produit  infini 

X 

a 


n 

n  —  i 


répond  à  la  question.  Supposons  maintenant  r  positif,  on  prendra 
pour  le  polynôme  P»  correspondant  à  la  racine  an, 

Pre  =  —  H-  -  -,-+...+  -  —/, 
an        2  a-  r  an 

afin  d'établir  la  convergence  du  produit  infini  dont  le  nième  facteur 
est 

x\    P 
anJ 

il  est  commode  de  remarquer  que  la  fonction  entière 

y  =  (  i  —  x)  e  '        ■  ' 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


ew 


(')   On   peut  voir  à  ce   sujet  les   Leçons   sur   les   fondions  méromorphes,   de 
M.  Borel,  p.  i/j. 
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où  9  (oc)  est  une  série  entière  en  x  dont  les  coefficients  sont  positifs 
et  plus  petits  que  i.  C'est  ce  que  l'on  reconnaît  sans  peine  en  re- 
marquant que  la  fonction  y  vérifie  l'équation  différentielle 


yxr  =  o 


qui,  si  l'on  pose 


a.              a.*     ,                      an 
y  =  i x -  x-  -h  ... xn  —  . . . , 

J  I  2  7). 

fournit,  pour  la  détermination ,  des  coefficients  olx  ,  a2, ...  les  relations 

*n-r 


—"---''-,        (n>r); 


de  ces  relations  on  conclut  par  induction  que  les  coefficients,  à 
partir  de  a,,+1,  restent  égaux  ou  vont  en  diminuant,  sont  positifs  et 
inférieurs  ou  égaux  à  i.  D'après  cela,  si  la  valeur  absolue  x'  de  x  est 

inférieure  à  i,  on  peut  prendre  la  fonction  ~~  Pour  majorante  de 

la  série  9  (x).  Si  donc  on  désigne  par  A  un  nombre  positif  quelcon- 
que, si  l'on  ne  considère  que  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a 
x'  <^  A,  si  n  est  un  nombre  naturel  tel  que  a'n,  et  par  conséquent 
a'm  en  supposant  m  >  n,  soit  plus  grand  que  A,  on  pourra  écrire 

x\    p  I    ^         x'r+i  ^         Ar+i 


a'm  «  —  «0         «m  «,  —  A) 
Laissons  de  côté  les  n —  1  premiers  facteurs  du  produit  infini 

[(■-^no -3  *]•■■■ 

qui  forment  évidemment  une  fonction  entière;  pour  les  valeurs  de 
x  considérées,  le  produit  infini  formé  par  les  facteurs  suivants  sa- 
tisfait aux  conditions  du  n°  349,  à  cause  de  la  convergence  de  la 
série  à  termes  positifs 

A''+'  AH-1 


a'r  (a/?  _  A)  ^  a'ï+[  (a'n+{  —  A)  ^  "" 

La  réintroduction  des  n  —  i  premiers  facteurs  ne  change  rien 
au  caractère  du  produit  infini  considéré  qui,  pour  les  valeurs  de  x 
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satisfaisant  à  la  condition  |  X'\  <^.  A,  est  absolument  et  uniformé- 
ment convergent  et  peut  être  mis  sous  forme  d'une  série  entière  en 
x;  puisque  A  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut,  ce  produit 
infini  est  bien,  comme  on  l'avait  annoncé,  une  fonction  (transcen- 
dante) entière  en  x.  La  dérivée  logarithmique  est  la  fonction  méro- 
morphe 

«=00 

^   r    i         xx2  xr~\ 

2,     — ^ 1 h-i  -H  —  H-  ~r 

11=  [ 

qui  admet  pour  pôles  simples  les  points  at,  a2,...,  avec  le  résidu  i. 
Les  produits  infinis  qui  représentent  les  fonctions  T(x),  sin  %x, 
ont  été  construits  par  la  règle  qu'on  vient  d'expliquer,  en  partant 
de  ce  que  la  série 


I          I 

I 

-2  -h  — 2  -+-  . 

..  H-  -j 

1-            22 

71- 

est  convergente. 

Signalons  encore,-  en  reprenant  les  notations  expliquées  anté- 
rieurement le  produit  infini 

'(-)  =  -Il'[(,-r)'"  +  *i']- 

où  s  doit  prendre  toutes  les  valeurs  de  la  forme  2  pu  -h  2  qtù' ,  sauf 
la  valeur  o,  et  dont  la  dérivée  logarithmique  est  la  fonction  Ç(x). 
La  fonction  transcendante  entière  g(x),  introduite  par  Weierstrass, 
tient  un  rôle  capital  dans  la  théorie  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques. 


CHAPITRE  XII 


DERIVEES    ET    INTEGRALES    DES    FONCTIONS 
D'UNE    VARIABLE    IMAGINAIRE 


ï.  -^  DÉRIVÉES 

376.  —  La  notion  de  dérivée  d'une  fonction  d'une  variable  ima- 
ginaire a  été  présentée  de  deux  points  de  vue  différents  ;  on  a  dit 
(n°  352)  d'une  fonction  F (z)  régulière  au  point  r0,  c'est-à-dire 
telle  que  la  fonction  F(r0  -+-  h)  puisse  être  développée  en  une  série 
entière  en  h,  convergente  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de 
[Al,  qu'elle  admettait  des  dérivées  de  tous  les  ordres  et  l'on  a  dé- 
fini ces  dérivées  par  les  coefficients  de  la  série.  Au  n°  353,  on  a 
donné  une  définition  de  la  dérivée  qui  a  exactement  la  même  forme 
que  la  définition  de  la  dérivée  pour  les  fonctions  d'une  variable 
réelle.  En  ce  sens,  on  dit  qu'une  fonction  F  (2),  définie  aux  envi- 
rons du  point  z0,  admet  en  ce  point  le  nombre  F'(z0)  pour  dérivée 
si  à  chaque  nombre  positif  a  correspond  un  nombre  positif  ^  tel 
que  l'on  ait 

FU)  —  F(z„ 


-  F'(zn 


<* 


sous  la  condition  q .<f  \z  —  r0|  <  j3.  Il  ne  peut  évidemment  en 
être  ainsi  que  si  la  fonction  F  (z)  est  continue  au  point  z0. 

C'est  surtout  à  ce  dernier  point  de  vue  que  je  me  placerai  dé- 
sormais; mais  le  lecteur  n'oubliera  pas  que,  lorsqu'on  sait  qu'une 
fonction  est  régulière  en  un  point,  on  sait  qu'elle  a  en  ce  point  une 
dérivée  et  même  des  dérivées  de  tous  les  ordres  ;  nous  connaissons 
ainsi  déjà  un  grand  nombre  de  fonctions  qui  admettent  des  déri- 
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Yées,  et  les  dérivées  de  ces  fonctions,  par  exemple  les  polynômes 
en  z,  les  fonctions  ez,  sin  z,  tg  z,  etc. 

On  montrera  comme  au  chapitre  YI  que,  si  deux  fonctions 
admettent  des  dérivées,  il  en  est  de  même  de  leur  somme,  de  leur 
produit,  de  leur  quotient  et  l'on  généralisera  sans  aucune  peine  les 
règles  dudit  chapitre  pour  le  calcul  de  ces  dérivées.  La  règle  des 
fonctions  de  fonctions  se  généralise  aussi  immédiatement  que  sa 
démonstration.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  la  règle  des  fonctions 
composées,  pour  laquelle  je  me  bornerai  à  ce  qui  a  été  dit,  à  un 
autre  point  de  vue,  au  n°  354.  Mais  je  veux  dire  quelques  mots 
des  fonctions  inverses 

377.  —  Soient  cp(z),  <\>(z)  deux  fonctions  inverses;  soient  z0, 
Z0  deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  deux  points  pour  les- 
quels on  ait  à  la  fois 

je  suppose,  sur  les  deux  fonctions  <p(z),  ^(Z),  qu'elles  sont  défi- 
nies aux  environs  des  points  z0,  Z0  ;  qu'elles  sont  continues  en  ces 
points  ;  que  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  Z  suffisamment  voisines 
de  Z0, 

Z  =  <?r>(Zj]; 

je  suppose  enfin  que  la  fonction  <d(z)  admet,  pour  z  =  zQ,  une  dé- 
rivée (d'(z0),  différente  de  zéro.  Sous  ces  conditions,  on  peut  affir- 
mer que  la  fonction  d»(Z)  admet,  pour  Z  =  Z0  une  dérivée  égale 

Considérons  en  effet  le  rapport 

Z   _Z0       ' 

et  posons  z  =  '}(Zj  ;  pourvu  que  Z  soit  suffisamment  voisin  de  Z(1. 
<|>(Z)  ou  z,  puisque  la  fonction  ip(Z)  est  continue  pour  Z  =  K0, 
sera  aussi  voisin  qu'on  voudra  de  <|»(Z0)  =  ~o  '■>  Z  =  s^iZ  )]  sera 
égal  à  (p  (z)  ;  le  précédent  rapport  pourra  donc  s'écrire 

2  —  :n 
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qui  est  aussi  voisin  qu'on  veut  de  ,,  .  pourvu  que  z  soit  suffisam- 
ment voisin  de  z0  et,  par  conséquent,  pourvu  que  Z  soit  suffisam- 
ment voisin  de  Z0.  La  proposition  énoncée  est  établie. 

On  a  vu,  par  exemple,  que  la  fonction  log  Z  peut  être  définie, 
et  cela  d'une  infinité  de  façons,  dans  tout  domaine  simple  qui  ne 
contient  pas  le  point  o  ;  cette  fonction  satisfait  d'ailleurs  à  la  con- 
dition elooz  =  Z  ;  elle  est  l'inverse  de  la  fonction  ez  :  un  point 
quelconque  Z  intérieur  au  domaine  considéré  et  le  point  z==  log  Z 
peuvent  jouer  le  rôle  des  points  Z0  et  z0  de  la  théorie  précédente  ; 
la  dérivée  de  log  Z  est  donc 

1  __  1 
e  "  Z  ' 

Connaissant  la  dérivée  de  la  fonction  log  z,  le  théorème  des 
fonctions  de  fonction  permet  d'obtenir  les  dérivées  de 

zm  -==  eml(is-    arc  te:  z  =  -  .  los'  • -> 

21      D  1  -h  z 

arc  sin  :  =  .    log  (  iz  -+-  v'  1    —  zi 


qui  sont  respectivement 


1 


Les  deux  dernières  pourraient  d'ailleurs  se  déduire  des  dérivées 
de  tg  z,  ou  de  sin  z  et  de  la  règle  des  fonctions  inverses. 

La  signification  que  l'on  doit  donner  à  la  dérivée,  lorsqu'il  y  a 
quelque  ambiguïté,  est  d'ailleurs  liée  à  la  signification  de  la  fonc- 
tion. La  fonction  z'",  par  exemple,  lorsque  m  n'est  pas  entier,  peu! 
se  définir  ainsi  que  log  z  au  moyen  de  l'argument  de  2  et,  par  con- 
séquent, dans  un  domaine  simple  ne  contenant  pas  le  point  o  ;  on 

mzm 
devra  entendre  que  la  dérivée  /??:'"_1  est  égale  à  —:—  ,  où  zm  a  la 

signification  adoptée  pour  la  fonction. 

Pour  ce  qui  est  de  arc  sin  z,  je  rappelle  d'abord  que  toute 
fonction  Arc  sin  z,  inverse  de  sin  z,  peut  être  définie  comme  l'une 

des  déterminations  de  •  log  (iz  ■+-  ^1  —  z2)  ;  la  fonction  \J\ —  ~ 

doit  avoir  la  même  signification  que  dans  la  dérivée     —         .  Les 

v'i  —  Z" 
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fonctions  \/i  —  z2  et  arc  sin  z  ont  été  définies  sans  ambiguïté  dans 
un  plan  où  l'on  avait  pratiqué  deux  coupures  allant,  le  long  de 
l'axe  réel,  de  i  à  -+-  oc  et  de — •  i  à  — ■  oo  .  Dans  ce  plan,  la  par- 
tie réelle  de  \/i  —  z2  doit  être  positive,  qu'il  s'agisse  de  l'expres- 
sion au  moyen  de  laquelle  est  définie  la  fonction  arc  sin  z  ou  de  sa 
dérivée. 

378.  —  Il  convient  de  faire  ici,  à  propos  des  coupures  relatives 
à  la  fonction  arc  sin  z,  quelques  observations  qu'il  y  aurait  d'ail- 
leurs lieu  de  répéter  fréquemment  dans  des  circonstances  analo- 
gues ;  elles  sont  assez  simples  pour  que  j'aie  cru  devoir  me  dispenser 
de  détails  de  démonstration,  que  le  lecteur  suppléera  aisément. 

Soit  r0  un  point  situé  sur  une  coupure,  par  exemple  sur  le  bord 
supérieur  de  la  coupure  de  droite.  On  est  convenu  de  prendre 
alors 

\/i  —zî  ==  —  i  \fz\  —  i ,   arc  sin  z0  =  '-  —  i  Ig  (z0  —  \Jz\  —  i)  ; 

en  adoptant  pour  \Jz\  —  i  la  signification  arithmétique  ;  au  point 
~0,  si  l'on  traverse  la  coupure,  la  fonction  arc  sin  z  est  discon- 
tinue ;  on  n'a  donc  pas,  semble-t-il,  à  parler  de  sa  dérivée.  On 
peut  en  parler  toutefois  et  continuer  de  dire  que  cette  dérivée  est 
égale  au  nombre 

i  i 


\/i  —  z*         \Vzl  —  \\ 

Premièrement,  on  peut  dire  que  ce  nombre  est  la  dérivée,  pour 
2 7  d'une  fonction  Arc  sin  z,  définie  comme  il  suit  aux  envi- 
rons de  z0,  par  exemple  dans  le  domaine  simple  dont  la  frontière 
est  un  cercle  décrit  de  z0  comme  centre  avec  un  rayon  moindre 
que  \z  —  j|  ;  là,  elle  coïncide  avec  la  fonction  arc  sin  z  pour  les 
points  z  qui  sont  soit  sur  le  bord  supérieur  de  la  coupure,  soit 
au-dessus,  elle  est  continue  et  l'on  a  sin  (Arc  sin  z)  =  z. 

D'après  ce  qu'on  a  dit  au  n°  372,  cette  fonction  est  égale  à 
-  __  arc  sin  z  pour  les  points  situés  soit  sur  le  bord  inférieur  de 
la  coupure,  soit  au-dessous.  La  dérivée  de  la  fonction  Arc  sin  z 
ainsi  définie  est 

i  i  —  i 

|v/z2~=~ii'         \'i  —  ia 
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suivant  que  le  point  z  est  au-dessus  de  la  coupure,  sur  la  coupure 
(quel   que  soit  le  bord),   ou  au-dessous  de  la  coupure  :  elle  est 
continue  dans  le  domaine  considéré  ;  il  est  à  peine  utile  de  rappe- 
ler que  v/i  ■ —  z'1  a  sa  partie  réelle  positive. 
Secondement,  on  peut  dire  que  le  nombre 


•1— *î      W4 


1 


est  la  dérivée  pour  z  =  z0  de  arc  sin  z,  en  ce  sens  qu'il  est  la  limite 
pour  z  =  zQ  du  rapport 


arc  sin  z  —  arc  sin  z„ 


où  ^  ne  prend  que  des  valeurs  figurées  par  des  points  situés  soit 
sur  le  bord  supérieur  de  la  coupure,  soit  au-dessus. 

On  est  ainsi  amené  à  étendre  la  notion  de  dérivée  à  une  fonction 
F(z)  qui  ne  serait  pas  entièrement  définie  aux  environs  du  point 
z0.  J'indique  dès  à  présent  cette  extension  qui  facilite  quelquefois 
le  langage. 

379.  —  Soit  (E)  un  ensemble  de  points,  soit  zQ  un  point  d'accu- 
mulation de  cet  ensemble  qui  lui  appartienne.  Supposons  que  la 
fonction  F  (z)  soit  définie  dans  l'ensemble  (E)  ;  je  ne  considérerai 
que  des  points  z  qui  appartiennent  à  (E)  ;  je  dirai  que  la  fonction 
F  (z)  admet  une  dérivée  au  point  z0,  dans  l'ensemble  E),  s'il 
existe  un  nombre  F'(  ~0)  tel  que  l'on  ait,  quelque  petit  que  soit  le 
nombre  positif  a 


F(*)  -  F(r0) 


-  ¥'(zn 


<«, 


pour  tous  les  points  z  de    E    qui  satisfont  à  la  condition 

o<\z-:0[<p, 

où  j6  désigne  un  nombre  positif,  convenablement  choisi,  d'après  «. 

La  fonction  F(z)  ne  peut  évidemment  avoir  de  dérivée  dans 
l'ensemble  :  E)  au  point  d'accumulation  z0,  que  si  elle  est  continue 
en  ce  point. 

Si,  par  exemple,  l'ensemble  (E)  est  constitué  par  un  continuum 
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et  sa  frontière,  on  saura  ce  qu'il  faut  entendre  quand  on  parle 
d'une  fonction  WÇz)  déterminée  dans  (E)  et  admettant  une  dérivée, 
dans  l'ensemble  (E),  en  tout  point  de  cet  ensemble.  Si  r0  est  un 
point  du  continuum,  la  fonction  F(zj)  sera  déterminée  aux  envi- 
rons de  ce  point  et  l'on  adoptera,  pour  la  dérivée,  la  définition 
ordinaire  ;  si  zQ  est  un  point  de  la  frontière,  on  adoptera  la  défini- 
tion étendue,  qu'on  vient  d'expliquer.  Plus  généralement,  si  tous 
les  points  de  (E)  sont  des  points  d'accumulation,  il  est  permis  de 
parler  d'une  fonction  F(r),  déterminée  dans  E),  ayant  une  déri- 
vée dans  (E),  en  chaque  point  de  cet  ensemble.  Cette  extension  de 
la  notion  de  dérivée  est  encore  commode  quand  la  fonction  que 
l'on  considère  est  définie,  comme  la  fonction  arc  sin  z,  dans  un 
plan  où  l'on  a  pratiqué  des  coupures  ;  pour  reprendre  cet  exemple, 
et  le  point  z0  situé  sur  le  bord  supérieur  de  la  coupure,  on  consti- 
tuera l'ensemble  i  E  par  les  points  suffisamment  voisins  de  zn  et 
situés  soit  sur  le  bord  supérieur  de  la  coupure,  comme  ~0,  soit 
au-dessus  de  la  coupure  ;  la  définition  de  la  dérivée,  dans  l'en- 
semble E,  de  la  fonction  arc  sin  z  au  point  r0  est  alors  exactement 
celle  qu'on  a  donnée  à  la  fin  du  numéro  précédent. 

380.  —  Supposons  toujours  que  la  foire tsbn-K(z"),  déterminée 
dans  l'ensemble  (ET),  ait,  dans  cet  ensemble,  une  dérivée 
F'(~0)  =  [lo  H-  ihu  pour  le  point  d'accumulation  r0  =  xQ  -h  iy0  ; 
supposons  en  outre  qu'il  y  ait  un  lien,  défini  par  les  formules 

z  =  f(.t)  -h  »Jf(t),         a^i<6, 

qui  soit  contenu  dans  (E)  et  qui  contienne  le  point  r0  ;  en  particu- 
lier, il  y  a  un  nombre  t0  appartenant  à  l'intervalle  «,  b)  pour 
lequel  on  a 

supposons  enfin  que  les  fonctions  réelles  ©(/),  ty(t),  déterminées 
dans  l'intervalle  (a,  b),  admettent  pour  /  =  t0  des  dérivées  (p'(t0), 
d/(/0  ;  si  le  nombre  /0  se  trouvait  être  égal  à  l'une  des  bornes  a,  l> 
de  l'intervalle,  le  mot  dérivée  devrait  être  entendu  dans  le  sens  de 
dérivée  à  droite  ou  de  dérivée  à  gauche  (n°  205  . 

Si  l'on  regarde  z  comme  étant  égal  à  ®(t)  -h  vh  I  .  F  z),  en 
séparant  les  parties  réelle  et  imaginaire,  se  mettra  sous  la  forme 
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iPU)  -+-  iW(t),  <Ê>(/)  et  W(t)  étant  des  fonctions  déterminées  dans 
l'intervalle  (a,  6).  Je  vais  démontrer  que  ces  fonctions  admettent 
pour  t  =  t0,  des  dérivées  $'(£<,),  Y'(fa),  et  que  ces  dérivées  s'expri- 
ment par  les  formules 

*'(0  =  ^'(V)-W(fo). 

que  l'on  peut  condenser  dans  la  formule  unique 

*'  (t0)  +  i*.  (g  =  (g0  +  i\)  [<='  (g  +  rV  (/0)]. 

Ici  encore,  si  /„  est  l'une  des  bornes  a,  b  de  l'intervalle,   les 
dérivées  <!>'  (f0),  *F'  (f0)  seront  des  dérivées  à  droite  ou  à  gauche. 
Posons  en  effet 

F(z)-F(z0)  _*(t)  -*(tQ)  +-  iy(C)  -V(t0)] 

^--o      ~  <?$  —  ?(g  +  »[<K')  —  *(*»>] 

=  flf»  -+■  j/lo  H-  e  +  &/i« 
S0_=*fi)  =     ,  w  +  ,,         tffl^t&î  =  ,y  ((o)  +  ,,. 

En  vertu  des  hypothèses,  à  chaque  nombre  positif  a,  correspond 
un  nombre  positif  fi,  tel  que  les  nombres  réels  s,  s'  Y],  r/  soient 
moindres  en  valeur  absolue  que  a,  dès  que  l'on  a  |  /  —  t0  \  <C  3. 

On  tire  de  ces  égalités 

*(*)-*(g-h»[y(o-y(*o)] 
t-t0 

=  {  9' '(*»)  h-  *i  +  ift'Cg  +  V]J  (i/o  -+-  (7'o  -+- 5  ■+■ £'i)« 

puis,  en  séparant  les  parties  réelle  et  imaginaire, 

*(/)  —  *  (g 


[<?'('<>)  +  ïï]  (fifo  +  £)  -  WW  +  V]  (/'o  +  0' 

-  LV(*)  + i]  ft  +  0  +  [TO  +  V]  (sfo  +  0- 


W(t)  —  W(t. 


On  voit  immédiatement,  en  regardant  les  seconds  membres,  qu'à 
chaque  nombre  positif  rj'  correspond  un  nombre  positif  fi'  tel  que 
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les  différences  respectives  entre  ces  seconds  membres  et  les  expres- 
sions 

soient  moindres  en  valeur  absolue  que  u'  lorsque  l'on  a  |/  —  /0|<jj'; 
cela  revient  à  dire  que  Q>'  (l0),  ^  (^0)  sont  les  dérivées  pour  t  =  /0 
des  fonctions  <!?(£),  ^¥(f). 

Supposons  que  l'ensemble  (E),  dans  lequel  on  supposera  tou- 
jours que  la  fonction  F  (2)  soit  déterminée,  jouisse  de  la  propriété 
suivante  :  Deux  points  quelconques  de  (E)  peuvent  être  reliés  par 
un  lien  contenu  tout  entier  dans  (E)  ;  c'est  la  condition  20  de  la 
définition  d'un  continuum.  Si  cette  condition  est  vérifiée,  tout 
point  de  l'ensemble  sera  évidemment  un  point  d'accumulation. 
Supposons  aussi  que  F (2)  ait  une  dérivée  F';;),  dans  (E^,  et 
conservons  pour  les  lettres  et  les  symboles  a,  b,  l,  ®(f),  <\>(t), 
$(/),  **¥({)  la  même  signification  que  plus  haut;  les  fonctions 
réelles  $(/),  ^(l),  déterminées  clans  l'intervalle  (a,  6),  admettront 
des  dérivées  $'  (/),  W  (/)  pour  les  valeurs  de  t  telles  que  les  fonc- 
tions (p(t),  iW/)  aient  elles-mêmes  des  dérivées  <p'(/),  ^'(0'  e^  ^  on 
aura 

*'(t)=9*'\t)-hV(t)> 

W'(i)  =  ho'(t)  +  g^(t), 

en  désignant  par  g,  h  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans 
F' (2),  pour  2  =  (D  (t)  -+-  iù  (i)  ;  ces  deux  égalités  peuvent  être 
réunies  dans  la  formule 

*'  (/)  +  iw  (i)  =  F'  (z)  [<?'  (i)  +  by  (t)]. 

381.  —  Supposons  enfin  que  E)  soit  un  continuum  et  que  la 
fonction  F  (2)  ait  une  dérivée  F'(cj  en  chaque  point  de  ce  conti- 
nuum ;  le  mot  dérivée  doit  ici  être  pris  dans  son  sens  ordinaire, 
puisque  la  fonction  F(r),  par  cela  même  qu'elle  est  déterminée 
dans  (El,  est  déterminée  aux  environs  de  chaque  point  z  =  x-Jr  t'y 
de  l'ensemble  (E)  ;  il  est  maintenant  inutile  de  parler  de  la  dérivée 
dans  (E).  Posons,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
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ginaires 

F(z)=X{x,y)  +  iY(x.y), 
F'(z)  =  g  (x,  y)  -+-  ik  {x,  y)  ; 

les  fonctions  réelles  X,  \,  g,  h  des  variables  réelles  x,  y  seront 
définies,  et  les  deux  premières  seront  continues  '),  en  tout  point 
du  continuum  ;  il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que 
les  fonctions  X(sc,  y),  Y  (x,  y)  admettent  des  dérivées  partielles 
par  rapport  à  y  en  chaque  point  de  (E),  et  que  l'on  a.  en  désignant 
par 

ôX\     /ùY\     /bX\      /ôY\ 

dx  /„'  \ùx  /„'  \îy  )o    W  )o 

les  valeurs  de  ces  dérivées  au  point  x  =  xQ, 

%)        =9  (x°'  Jo^  '     \lx  )  =  h  ^°'  Jo^' 
(f)o=-M*o.Jo).     (^)=  <?(*<>,  Jo): 

Considérons  en  effet,  sur  la  parallèle  à  l'axe  réel  qui  passe  par  le 
point  (x0,  y0)  un  segment  comprenant  ce  point  et  assez  petit  pour 
être  contenu  dans  (E)  ;  ce  segment  pourra  être  regardé  comme  le 
lien  du  numéro  précédent,  en  supposant  que  les  fonctions  (p(t),  'i>  (/ 
soient  égales,  la  première  à  /,  la  seconde  à  la  constante  j0  et  en 
prenant  pour  a,  b  des  nombres  qui  comprennent  x0  et  qui  en  sont 
suffisamment  voisins  ;  on  aura  alors  cp'  il)  =  i,  >V  (2)  =  o  et 

*(0=X(*.7o),         T(i)  =  Y  («.>„); 

les  dérivées  par  rapport  à  /,  pour  t  =  x0,  des  fonctions  (1>(T  ou 
X  (/,  y0),  W  (t)  ou  Y  (t,  j0)  ne  sont  autre  chose,  par  définition,  que 
les  dérivées  partielles 


'ôX\       (ùY\ 


i)x)Q     VW0 


dont  l'existence  est  ainsi  manifeste  ;  les  formules  du  numéro  pré- 
cédent montrent  d'ailleurs  que  ces  dérivées  sont  respectivement 


(')  On  montrera  ultérieurement  qu'il  en  est  de  même  des  fonctions  g(x,  y), 
h(x,  y)  en  vertu  des- conditions  énoncées. 
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égales  à  g(x0,  j0),  h(x0,  y0).'  La  démonstration  s'achève  en  consi- 
dérant, au  lieu  de  la  parallèle  à  l'axe  réel,  la  parallèle  à  l'axe  ima- 
ginaire qui  passe  par  le  point  \x{),  j0). 

Puisque  (xa,  j0)  désigne  un  point  quelconque  du  continuum  (E) 
on  peut  dire  généralement  que  si  la  fonction 

F(z)=X(x,y)-hiY(x,y) 
admet  une  dérivée 

Y'(z)  =  g(x,y)  H-  ih(x,  y) 

dans  le  continuum,  on  a  en  tout  point  de  ce  continuum, 

ôX       ôY  ,       x       ôY  ôX       ,  ,       . 

-  -   =   —  —  q  (X,  Y),  —  = =  Il  (X,    Y) 

tx         by         y  v    '  J  '        ;vc  &j  v      J; 

™,  .         bX         .  ôY         I  /bX         •  bY 

F '  (z)  =  —  +  i  -  =  , h  i  - 

bœ  bx         t    \ùy  oy 

Si  la   fonction    F'  (;)    est    continue    au   point    du   continuum 

•     i      f      ..•        bX    bY    bX    bY  , 

z  =  x  -h  n\  les  fonctions  -  -  ,  —  ,  -  -  ,  —  seront  continues  en  ce 

J  bX       bX       bj       bj 

point,  au  sens  du  n°  165. 

382.  —  Inversement,  je  vais  établir  le  théorème  suivant  : 
Soient  X(#,  y),  \  {x,  y)  des  fonctions  réelles  des  variables 
réelles  x,  y,  définies  dans  tout  le  continuum  (E)  et  admettant  en 
chaque  point  de  ce  continuum  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  continues  en  chaque  point  du  continuum  et  satisfaisant  aux 
conditions 

,  bX bY  bX  _  bY  . 

^   '  bar        dy  '  oj  '  ex 

la  fonction  X(œ,  y)  -+-  i\  (x,  y),  regardée  comme  une  fonction  de 
z  =  x  -+-  iy,  admet  en  chaque  point  du  continuum,  une  dérivée 
égale  à  g  [x,  y)  -h  ih(x,  y)  en  posant 

i  \                ,       >        bX       bY       .  ,       N       bY            bX 
(2)  Q<(x,f)  =— ■=  —  ,      hix,  y)  =  — = • 

Je  raisonnerai  sur  le  point  .?:,,,  j0s  ou  z0,  que  je  suppose  appar- 
tenir au  continuum  E  ;  soit  â  un  nombre  positif  tel  que  tous  les 
points  qui  sont  à  une  distance  réduite  de  (xt],  y0    moindre  que  è 
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appartiennent  à  (E)  ;  si  a,  |3  sont  des  nombres  réels  moindres  que  & 
en  valeur  absolue,  et  si  Qu  0.2  sont  des  nombres  positifs  moindres 
que  i,  les  points 

(x0  +  a,  y0  +  p),  (ac0  +  6^,  y0  -+-  O.p),  [x0  -+-  62a,  yQ  +  82p) 

appartiendront  tous  à  (E).  Afin  d'abréger  un  peu  l'écriture,  je  dé- 
signerai par  g{  et  ht,  d'une  part,  par  g2  et  h,,  d'autre  part,  les 
valeurs  des  fonctions^  (x,  yj,  h(x,  y)  aux  deux  derniers  des  points 
dont  on  vient  de  dire  qu'ils  appartenaient  au  conlinuum  ;  enfin  je 
poserai  g0  =  g  (x0,  j0),  h0  =  h  (xo;  j0). 

Pour  établir  la  proposition  que  l'on  a  en  vue,  il  faut  montrer 
que  le  rapport 


(3) 


X (ar0  -h  g,  y0 h-  p)  +  ÏY (x0 + «,  y0  -f-  p)  —  X (ae0,  j0)  —  iY  (x0, y0) 


diffère  aussi  peu  qu'on  veut,  en  valeur  absolue,  du  nombre  gQ  +  ihQ, 
pourvu  que  a,  fi  soient  suffisamment  petits  en  valeur  absolue. 

Or,  avec  les  notations  que  l'on  a  expliquées  un  peu  plus  haut, 
on  peut  écrire,  en  vertu  de  la  proposition  établie  au  n°  221,  et  en 
tenant  compte  des  égalités  (2), 

X(x0-+-a,  j0  +  p)  — X(a?û.y(1)  =  a(/1  — p/t!  , 
Y(x0  +  a,y0+(3)—  X(x0,y0)  =  ah.,-h$g, 

=  xh.l-+-$gl-h*(h2  —  hi)^-$(g,  —  gi). 

Le  rapport  (3)  serait  égal  à  gt  -+-  ih*  si  l'on  avait  Qi  =  6->;  il  est 
égal,  dans  tous  les  cas,  à 


gv  -+-  m,  -+-  1 


(h,  —  /,,)  H-  p(y,  — grQ 
a  -+-pi 


puisque,  en  raison  de  la  continuité  des  fonctions  g(x,  y),  fi(ss\  y  , 
71  et  /ti,  </2  et  A2  diffèrent  aussi  peu  que  l'on  veut  de  y0  et  h0, 
pourvu  que  a,  fi  soient  suffisamment  petits  en  valeur  absolue,  il 
suffit  de  montrer  que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  valeur  abso- 
lue de  l'expression 

.  a(/t2  —  ht)  -h  p-(gz  —  gl) 
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est  aussi  petite  qu'on  le  veut;  or,  c'est  ce  qui  devient  évident  en 
posant  a  =  r  cos  w,  fj  =  r  sin  w,  car  on  a  alors 


.  «  (h.2  —  /it)  H-  P  (flfa  —  ffi 

a  +  pi 


=  |  (/i2  —  Ai)  cos  w  h-  (<jr2  —  gfi)  sin 


En  résumé  si  l'on  pose 

F(z)  =  X  (a:,  j)  +  iY  (a,  j),        /(z)  =  g  (*,  y)  +  ih  (x,  y), 

à  chaque  nombre  positif  s  faire  correspondra  un  nombe  positif  y? 
tel  que  l'on  ait 


F(*)-F(2q)  _/(zo) 

2  Zq 


sous  la  condition  \z  —  Zo\<^Tj.  C'est  ce  qu'on  voulait  établir. 


II.  —  INTEGRALES 

383.  —  Désignons  par  E)  un  ensemble  qui  sera  soit  un  conti- 
nuum  proprement  dit,  soit  un  continuum  complété  par  sa  fron- 
tière. Soit  f(z)  une  fonction  de  ~z  déterminée  et  continue  en 
chaque  point  de  (E)  ;  soient  a  et  6  deux  points  de  (E)  ;  joignons 
les  par  un  arc  de  courbe  (G)  contenu  dans  (E)  et  défini  par  la 
formule  z  =  a  (/)  -+-  idi  (/)  où  la  variable  réelle  t  doit  croître  de  a. 
à  |3  ;  (p(t),  d>(t)  sont  des  fonctions  continues  de  t  clans  l'intervalle 
(a,  Q)  telles  que  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  t  —  a  et  à 
t  =  |3  soient  a  et  b.  Désignons  par  g  [t)  et  h(t)  la  partie  réelle  et  le 
coefficient  de  i  def(z)  pour  z=  (o{t)  -+-  hb(J).  Je  suppose  que  l'in- 
tervalle (a,  |3)  puisse  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles 
partiels  tels  que,  dans  l'un  quelconque  de  ces  intervalles  partiels, 
les  fonctions  ©(/),  ty(t)  aient  des  dérivées  continues  et  qui  ne  chan- 
gent pas  de  signe.  Le  point  [<p(t),  '\>(t)]  parcourt  la  courbe  de  (C, 
de  a  à  6  ou  de  b  à  a  suivant  que  /  croît  de  a  à  |3,  ou  décroît  de  a 
à  |3.  On  sait  ce  qu'on  entend  quand  on  dit  qu'un  point  de  (C)  est 
entre  deux  autres  points  de  cette  courbe.  Convenons,  en  nous  pla- 
çant dans  le  cas  de  où  /  croît  clc  «  à  &   de  dire  de  deux  points  de 
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(G)  que  l'un  précède  l'autre  s'il  correspond  à  une  valeur  de  t  plus 
petite. 

Partageons  l'arc  de  courbe  (C),  qui  va  de  a  à  6,  en  n  arcs  par- 
tiels, limités  respectivement  aux  points  a,  z4,  zv  ...,  b  dont  cha- 
cun précède  l'autre;  il  revient  au  même  de  dire  qu'entre  a  et  /3 
on  a  intercalé  n  —  i  nombres  croissants  U,  U,  ...,  tn_i  auxquels 
correspondent  les  nombres  Zi,  z->,...,  zn^.  Considérons  la  somme 

S  =  (z>  -  a)f(Q  h-  fa  -  Zl)f(Q  +  ...  +  (b  -*,_,)/(&,) 

où  Çls  £2,...,  Cn  sont  des  points  de  la  courbe  G  respectivement 
intermédiaires  aux  points  a  et  z\,  zt  et  z2, ...,  ~„_i  et  6,  pouvant 
d'ailleurs  coïncider  avec  Fun  ou  l'autre  des  points  entre  lesquels 
ils  doivent  se  trouver  :  on  peut  dire  aussi  que  les  valeurs  Ti ,  t-2, . . . ,  t„ 
de  la  variable  /,  auxquels  correspondent  les  points  Ci,  £2,...,  C„ 
appartiennent  respectivement  aux  intervalles  (a,  ti),  (ti,  h),..., 
(tn_n  /5).  Je  vais  établir  la  proposition  suivante. 

Il  existe  un  nombre  I  Ici  que  la  différence  I  —  S  soit,  en 
valeur  absolue,  moindre  que  tel  nombre  positif  £  qu'on  voudra, 
pourvu  que  la  distance  de  deux  points  consécutifs  dans  la  suite 
a,  zlt  z-2,...,  b  soit  moindre  qu'un  nombre  positif  convenablement 
choisi,  d'après  s  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pourvu  que  les  inter- 
(a,  U),  (U,  t-i',. ..,  (t„_i,  jS)  soient  suffisamment  petits.  C'est  ce 
qu'on  exprime  brièvement  en  disant  que  S  a  pour  limite  I  quand, 
les  points  intermédiaires  devenant  infiniment  nombreux,  les  dis- 
tances respectives  entre  les  points  consécutifs  tendent  vers  o. 

La  somme  S  peut  en  effet  s'écrire 

\  ?c.)  -  <p(»)  +  »wo  -.+(«)]  !  fofr)  +  *('0]  +  ••• 

La  partie  réelle  est  égale  à 

[?(<0  -»W]jW  -  [+(«0  -  •M3')]  M*0  +  -  : 

on  prévoit  qu'elle  est,  lorsque  les  intervalles  (a,  U),  (tit  h'),..., 
(t„-i,  3)  sont  suffisamment  petits,  très  voisine  de  la  quantité 

g(t)*>(i)dl--  h(t)V(t)dt; 

je  vais  montrer  qu'elle  s'en  approche  autant  qu'on  le  veut,  pourvu 
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que  les  intervalles  partiels  deviennent  assez  petits.  Je  raisonnerai 
pour  cela  sur  la  somme 

Supposons  que  ©  (/)  soit  continue  et  ne  change  pas  de  signe  dans 
l'intervalle  (a,  jS),  en  sorte  que  la  fonction  <p(i)  soit,  par  exemple, 
constamment  croissante  dans  cet  intervalle  :  l'équation  ©(/)  =  u, 
définira  alors  t  comme  une  fonction  continue  ~/(t),  croissante  dans 
l'intervalle  [©(a),  ©(jS)].   Désignons  par  u0,  Ui,  ih,...,  un  et  par 

vl}  iii, ., jia   les   valeurs   de   u   qui    correspondent    aux    valeurs 

a,  &.,  /;>,...,  |5  et  ~i,  To,...,  Tn  de  la  variable  £;  posons  enfin 
g  |/  ' ;'«)]  =  y  («!})  ;  on  pourra  écrire 

E  —  T'(ui)  (ui  —  »o)  -H-  Y  (S)  («2  —  «j)  -H  ...  +  y  ('->„)  («„  —  a„_i)~, 
sous  cette  forme,  il  est  clair  que..^  est  aussi  voisin  que  l'on  veut  de 

|    \-êp)d»--=      '  g(t)*'(t)dl, 

pourvu  que  les  intervalles  u0,  Wi),  (ttl5  Mo),...,  ;  m„_,,  u.,,  ou,  ce  qui 
revient    au    même    en    raison    de    la    continuité,    les    intervalles 

[a.,  /j),  (/i,  fe), „  (4i_i..,^jS)  soient  suffisamment  petits  ;  il  est  à  peine 

utile  de  dire  que  l'égalité  entre  les  deux  intégrales  résulte  de  la 
règle  relative  au  changement  de  variable  sous  le  signe  I  .  Si  les 
conditions  relatives  à  la  fonction  ^'  (t)  ne  sont  pas  vérifiées  pour 
l'intervalle  (a,  jS),  on  décomposera  cet  intervalle  en  intervalles 
partiels  tels  qu'ils  soient  vérifiés  par  chacun  d'eux.  Dès  lors, 
comme  le  même  raisonnement  s'appplique  évidemment  aux  autres 
parties  de  S,  la  proposition  est  démontrée  et  l'on  voit  en  outre  que 
l'on  a 

1=    f"  [g(t),>(t)-h(l).y{t)}dt 
Jet 

-+-;  f' [$(0^(0  + MO  *'(')]<«■ 

JOL 

On  emploie,  pour  représenter  la  quantité  I,  les  symboles 


ghapiire  xu.  —  ueui\  i:es  et  imegiules  099 

le  second  est  destine  à  rappeler  le  rôle  que  joue  la  courbe  (G1.  La 
première  notation  est  toute  pareille  à  celle  des  intégrales  définies 
dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle  ;  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  qu  elle  n'a  de  sens  que  si  l'on  a  défini  la  courbe  C 
qui  relie  le  point  a  au  point  b  :  on  dit  que  l'intégrale  esi.  prise  le 
long  de  cette  courbe  de  a  à  b  ;  on  la  qualifie  souvent  d'intégrale 
curviligne  ;  la  courbe  (C)-.,  qui  va  de  a  à  6  est  le  chemin  d'intégra- 
tion. Xorsque  ce  chemin  se  réduit  au  vecteur  qui  va  de  a  h  b,  l'in- 
tégrale est  dite  rectiligne.  Les  intégrales  définies  de  la  théorie  des 
variables  réelles  peuvent  être  regardées  comme  des  intégrales 
rectilignes  prises  le  long  d'un  vecteur  situé  sur  l'axe  réel.  A  ce 
même  type  peuvent  être  rattachées  les  expressions  telles  que 

r  f(/)  dt 

où  a,  |3  sont  des  nombres  réels  et  où 

F(t)  =  *(*)  +  iW(t) 

en  une  fonction  imaginaire  de  la  variable  réelle  /  et  où  l'intégrale 
définie  a,  par  définition,  la  même  signification  que 


r 


«!>(/)  dt  +  1  W[t)dt, 


les  intégrales  définies  ayant  le  sens  de  la  théorie  des  fonctions 
réelles  de  variables  réelles.  C'est  à  ce  type  qu'appartient  l'expres- 
sion même  de  I. 

Si  l'on  considère  l'intégrale 

prise  le  long  de  la  même  courbe  (C),  mais  parcourue  de  b  h  a, 
c'est-à-dire  la  limite,  sous  des  conditions  que  l'on  a  précisées  plus 
haut,  de  la  somme 

qui  est  égale  à  — 1,  en  reprenant  les  notations  antérieures,  il  est 
clair  que  l'on  aura 

r.fMdz=-ff(z)dz. 

Jb  ...  a 


^OO  INTRODUCTION    A    LA    THEOME    DES    FONCTIONS 

Plus  généralement,  on  peut  écrire 


|    '  f(z)  dz  +   P  f(z)  dz  +   f  /(:)  cb  =  o, 


en  entendant  que  a,  b,  c  sont  trois  points  sur  une  même  courbe, 
correspondant  aux  valeurs  a,  fi,  y  du  paramètre  /  qui  définit 
chaque  point  de  la  courbe,  et  que  les  trois  intégrales  correspondent 
aux  valeurs  de  /  qui  vont  de  a  à  ]3,  de  fi  à  y,  de  y  à  a. 

384.  —  La  proposition  qui  suit  est  une  extension  évidente  du 
premier  théorème  de  la  moyenne  : 

Soit,  en  conservant  les  notations  du  précédent  numéro,  M  la 
plus  grande  valeur  de  |  f(z)  |  quand  z  est  un  point  de  la  courbe 
(C)  qui  va  de  a  à  b.  On  a  évidemment 

S  <;  M  [  !  zx  —  a  |  +  |  z2  —  zt  |  -f-  ...  +  |  b  —  z„_l  |  ]  ^  Ma 

en  désignant  par  a  la  longueur  de  la  courbe  (C).  On  en  conclut 


-•6 


Me 


Cette  inégalité  subsiste  a  Jorliori  si  M  est  la  borne  supérieure  de 
f(z)  dans  l'ensemble  (E),  ou  un  nombre  plus  grand. 

385.  ■ —  On  a  souvent  à  considérer  des  intégrales  /  g{z)  dz  pri- 
ses le  long  d'une  courbe  fermée  simple  ;  dans  le  présent  numéro, 
lorsqu'il  sera  question  d'une  pareille  intégrale,  il  devra  être  entendu 
que  la  courbe  est  parcourue  dans  le  sens  direct,  et  c'est  à  ce  sens 
de  parcours  que  se  rapporte  l'intégrale. 

Le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  auxnos  310  et  313  ;  seulement 
les  liens  du  type  Jb  que  l'on  considérait  alors  devront  maintenant 
être  des  courbes  simples,  au  sens  que  l'on  a  donné  à  ce  mot. 

Soit  (F)  unecourbe  fermée  simple  et  (G)  le  continuum  intérieur; 
je  suppose  la  fonction  g(z)  continue  dans  le  domaine  (C  -t-  F). 
Décomposons  ce  domaine  en  deux  autres  (G,)  -f-  (F,),  C2)-+-  (F2) 
par  une  courbe  simple  qui  joint  deux  points  K0,  K,  de  F  et  qui, 
sauf  ces  deux  points,  est  intérieure  à  (C    :  (Çn)  et  (C,   sont  les  con- 
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tinuums  intérieurs  aux  courbes  (F,),  (F2)  ;  on  aura 


\f; 


g(z)dz==f    g{z)dz+f    g{z)dz, 


puisque,  lorsqu'on  parcourt  (F,)  et  (F2)  dans  le  sens  direct  on  se 
trouve  parcourir  (F)  dans  le  sens  direct  et,  en  outre,  la  courbe  qui 
joint  les  deux  points  R0  et  Kt  deux  fois,  une  fois  dans  un  sens, 
une  fois  dans  le  sens  opposé,  en  sorte  que  les  parties  des  deux  in- 
tégrales du  second  membre  qui  correspondent  à  cette  courbe  se 
détruisent  manifestement. 

Plus  généralement,  en  procédant  par  dichotomie,  on  peut  dé- 
composer le  domaine  (C)  -h  (F)  en  m  domaines  (c,)  H-  (/",), 
(c,)  H-  {fi),  ...,  (cm)  -h  (fm),  où  (c,),  (c2),  ...,  (cm)  sont  les  conti- 
nuuras  intérieurs  aux  courbes  simples  (/t),  (/2),  ...,  (_/*,„);  on  a 
alors 

I     9(z)dz=(     g{z)dz+l     g(z)dz +...  +  (      g{z)dz. 
•AF)  Jifù  J(f2)  J[fm) 

Le  lecteur  ne  peut  manquer  de  reconnaître  que  ce  qu'on  a  dit  au 
n°  313  de  l'ordre  d'un  point,  par  rapport  à  (F),  (/*,),  ...,  (fm) 
s'applique  maintenant  aux  intégrales. 

La  notion  d'intégrale  prise  entre  des  limites  imaginaires  et  les 
théorèmes  fondamentaux  qui  s'y  rapportent  sont  dûs  à  Cauchy. 
Jusqu'ici,  on  n'a  supposé  que  la  continuité  sur  la  fonction  qui  fi- 
gure sous  le  signe  I  ;  c'est  en  particularisant  la  nature  de  cette 
fonction,  en  supposant  qu'elle  a  une  dérivée,  qu'on  parviendra  aux 
résultats  les  plus  intéressants. 

386.  —  Reprenons  les  notations  du  n°  383.  La  valeur  de  l'in- 
tégrale 

'6 


J  a. 


prise  le  long  de  la  courbe  (G)  qui  joint  les  deux  points  a,  b,  et  qui 
est  contenue  dans  l'ensemble  (E),  où  la  fonction  f(z)  est  continue, 
dépend  en  général  de  la  courbe  (G)  ;  on  montrera  bientôt  que, 
lorsque  la  fonction  f(z)  a  une  dérivée  dans  l'ensemble  (E)  et  sous 

Tannery  II.   —   Introil.  c'.ion  à  la  Tbéori*  des  fonctions  £6 
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d'autres  conditions  qui  seront  précisées,  cette  intégrale  ne  dépend 
que  des  points  limites  a  et  b.  Pour  le  moment,  je  yeux  me  borner 
à  démontrer  que,  dans  le  cas  où  la  fonction /(z)  est,  pour  tous  les 
points  de  (E),  la  dérivée  de  la  fonction  F  (z),  continue  en  tout  point 
de  (E)  comme  f(z),  on  a 


f/(*)  =  F(&j-F(a). 

J  a 


Si  l'on  pose  en  effet,  comme  au  n°  380, 

F  [?(*)  +  »<K9]  =  *(*)  +  ^(0- 

on  voit,  en  raison  de  la  formule  du  n°  383 

\     f(z)dz=  f    [g(t)*>(t)-h(t)y(t)]dt+i  f^  [g(tW(t)+h(l),'(t)]dt 

et  des  formules,  établies  au  n°  380, 

*'(i)  =  g(i)ï(i)-h(t)y(t), 
V'(l)  =  h(t)«>(t)+g(t)y(t), 
que  l'on  a 

nb  /»p  /»p 

f{z)dz=  &(l)clt+il       V'(t)dt=4>{$)  —  *(a)  +  i[V(?)  —  \F(a) 

«y  a  t/a  t/a 

=  F(&)-F(a). 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  ne  dépend  évidemment  que  despoints 
a,  6  ;  elle  est  nulle  en  particulier  si,  les  points  a,  b  coïncidant,  la 
courbe  (G)  est  fermée. 

Réciproquement,  si  la  fonction  f(z)  est  continue  en  tout  point 
d'un  continuum  (E)  et  si,  quels  que  soient  les  points  a,  z  de  ce 
continuum,  l'intégrale  curviligne 

ne  dépend  pas  de  la  courbe  (C)  qui  relie  le  point  a  au  point  b 
[sans  sortir  de  (E)],  cette  intégrale  définira  dans  l'ensemble  une 
fonction  de  z  dont  la  dérivée,  en  chaque  point  :  du  continuum. 
sera  égale  à  f(z). 
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Considérons  en  effet  un  point  z0  du  continuum  ;  en  vertu  de  la 
continuité,  on  peut  faire  correspondre  au  nombre  positifs,  si  petit 
qu'il  soit,  un  nombre  positif^  tel,  d'une  part,  que  tous  les  points  z 
qui  satisfont  à  la  condition  \  z  —  z0  |  <;  rt  appartiennent  au  con- 
tinuum et,  d'autre  part,  que  l'on  ait,  sous  cette  dernière' condition, 

I /(*)-/(*.)  !<"■ 

Soit  maintenant  r,  un  point  qui  satisfait  à  la  condition 
|  ~j  —  20  |  <C  Y)  ;  il  faut  montrer  que  l'on  a 

P'/W  dz  -  F°f(z)  dz 
lim.   J- r-^  =  /(,)< 

les  intégrales  curvilignes  sont  définies  au  moyen  de  courbes  quel- 
conques situées  dans  le  continuum  et  reliant  le  point  a  aux  points 
z0  et  Zi  ;  puisque,  par  hypothèse,  ces  intégrales  ne  dépendent  pas 
de  ces  courbes,  rien  n'empêche  de  supposer  que  la  courbe  qui  relie 
a  à  zi  est  formée,  d'une  part,  de  la  courbe  qui  relie  a  à  zQ  et, 
d'autre  part,  du  vecteur  qui  va  de  z0  à  zt,  lequel  est  entièrement 
contenu  dans  le  continuum  ;  le  numérateur  de  la  fraction  dont  il 
faut  obtenir  la  limite  est  alors  égal  à  l'intégrale 

J  -o 
prise  le  long  du  vecteur  considéré  ;  celle-ci  peut  s'écrire 

la  première  intégrale  est  égale  à  (zi  —  ~o)/"(~o)  \  quanta  la  seconde 
elle  est  moindre  en  valeur  absolue  que  |  zt  —  z0  |  £  ;  on  a  donc 


<  e 


sous  la  condition  \  zx  —  z0  |  <  yj  ;  la  proposition  énoncée  est  dé- 
montrée. 
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Le  théorème  dont  on  vient  d'établir  la  réciproque,  permet  d'ob- 
tenir sans  difficulté  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne 

quand  on  connaît  une  fonction  primitive  F  (z)  àe  f(z)  ;  mais  il  ne 
faut  pas  oublier  que  la  courbe  d'intégration  doit  appartenir  à  l'en- 
semble (E). 

387.  —  Il  n'y  a  aucune  difficulté  si  la  fonction  f(z)  est  une 
fonction  entière,  transcendante  ou  non  ;  il  en  sera  de  même  de  la 
fonction  F  (z).  Il  n'y  aura  pas  non  plus  de  difficulté  si  la  fonction 
F  (z)  [et  par  conséquent  la  fonction /(z)]  est  une  fonction  méro- 
morphe  ;  la  courbe  qui  va  de  a  à  6  est  seulement  assujettie  à  ne 
passer  par  aucun  des  pôles  de  la  fonction  y  (z),  qui  sont  aussi  les 
pôles  de  la  fonction  F  (z)  ;  ainsi  on  pourra  écrire 

l  dz  i  i 


'a    (Z<>  --Z)-  Z0~b  20  —  «   ' 

tgb  —  tga. 


dz 


pourvu  que  la  courbe  d'intégration  ne  passe  pas,  dans  le  premier 
cas,  par  le  point  z0  et,  dans  le  second,  par  un  des  points  (2/2-1-1)  -  • 


Considérons  maintenant  l'intégrale 


*dz 


Il  faut,  tout  d'abord,  que  la  courbe  d'intégration  ne  passe  pas  par 
le  point  o.  Si,  maintenant,  cette  courbe  est  intérieure  à  un  domaine 
simple,  ne  contenant  pas  le  point  o,  où  l'on  a  défini  loge:  comme 
une  fonction  continue  de  z,  on  aura 


7  =  loS^  —  loga. 


La  partie  réelle  du  second  membre  est  le  logarithme  naturel  du 
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rapport    -    ;  le  coefficient  de  i  est  l'angle  dont  le  premier  côté  va 

du  point  o  au  point  a,  dont  le  second  côté  va  du  point  o  au  point 
b,  angle  défini  au  moyen  d'un  lien  qui  va  de  a  à  6  sans  sortir  du 
domaine. 

On  peut  aussi  se  servir  de  la  définition  du  logarithme  principa 
de  z  au  moyen  de  la  coupure  qui  va  sur  l'axe  négatif,  de  o  à  — ■■  oc  . 
On  suppose  essentiellement  que  la  courbe  d'intégration  ne  passe 
pas  par  le  point  o  ;  si,  en  outre,  elle  ne  traverse  pas  là  coupure, 
on  aura 

]  -7  =  hh  —  ig«- 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  d'intégration  traverse  la 
coupure  une  seule  fois,  par  exemple  de  bas  en  haut,  comme  dans 
la  figure  :  désignons  par  m,  m!  les  deux  points,   confondus   en 


4i. 


réalité,  situés  l'un  sur  le  bord  inférieur,  l'autre  sur  le  bord  supé- 
rieur où  la  courbe  traverse  la  coupure  ;  on  pourra  écrire 


j> 


dz          i dz          (    dz 

—  Igm  —  lga-hlgb- 

-  lg  m' 

=  lgè  — Iga — 2TU, 

ainsi  qu'il  résulte  des  explications  données  au  n°  366  ;  si  la  cou- 
pure était  traversée  une  seule  fois,  de  haut  en  bas,  on  aurait  au 
contraire 

>6 


J 

J  a 


dz       ,    ,        , 

_  =  lg 6  —  Iga  +  2iw  ; 
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d'une  façon  générale,  si  le  chemin  d'intégration  traverse  la  coupure 
n  fois  de  bas  en  haut  et  p  fois  de  haut  en  bas,  on  aura 


*bdz 


\gb  —  lg  a  -f-  2  (p  —  n)  izi  ; 


on  voit  que  toutes  les  valeurs  que  peut  acquérir  le  premier  membre 
diffèrent  entre  elles  de  multiples  de  2  7i/. 
En  particulier,  on  aura 


dz        , 
—  =  lgx 


m  étant  un  nombre  entier  dont  la  valeur  dépend  du  nombre  de  fois 
que  le  chemin  d'intégration  traverse  la  coupure  :  m  est  nul  quand 
le  chemin  ne  traverse  pas  la  coupure. 
Considérons  encore  l'intégrale 

f  * 

J(C)  z 

prise  le  long  d'une  courbe  fermée  simple  (C).  Cette  intégrale  sera 
nulle  si  le  point  o  est  extérieur  à  la  courbe  (C)  ;  elle  sera  au  con- 
traire égale  à  2  7r;'  ou  à  —  2  m  suivant  que  la  courbe  (C),  regardée 
comme  le  contour  de  la  région  du  plan  qui  lui  est  intérieur,  est 
parcourue  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  indirect.  Ces  résul- 
tats que  le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine,  dans  toute  leur  généra- 
lité, en  se  reportant  à  ce  qu'on  a  dit  sur  la  définition  du  logari- 
thme au  moyen  d'un  angle,  apparaissent  immédiatement,  sur  la 
figure,  lorsque  la  courbe  (C)  ne  traverse  pas  la  coupure,  ou  la 
traverse  une  fois,  le  point  o  lui  étant  intérieur. 
Le  cas  d'une  intégrale  de  la  forme 


r  dz 

J  z  —  <x 


se  ramène  au  précédent  par  un  changement  de  variable  insigni- 
fiant ;  on  n'aura  pas  de  peine  à  calculer  la  valeur  de  cette  inté- 
grale le  long  d'un  chemin  donné  quelconque  ne  passant  pas  par 
le  pôle  a. 
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La   méthode  de  décomposition  en  fractions  simples  permettra 
ensuite  de  calculer  la  valeur  d'une  intégrale  du  type 

r  R(z)dz 

où  R  (z)  est  une  fonction  rationnnelle  et  où  le  chemin  d'intégration 
ne  passe  par  aucun  des  pôles  de  cette  fonction. 


388. 


Cette  méthode  s'appliquera  en  particulier  à  l'intégrale 

rb  dz 


I  +  z2' 


mais  on  peut  aussi  se  servir  de  la  fonction  arc  tg  z  telle  qu'on   l'a 
définie  fn°  371)  au  moyen  de  deux  coupures  allant  sur  l'axe  ima- 
ginaire, l'une  du  point  i  à  l'infini  vers  le 
haut,  l'autre  du  point  —  ik  l'infini  vers 
le  bas.  Je  rappelle  que  la  partie  réelle  de 
cette  fonction  est  toujours  comprise  entre 

—  -  et  -h  -  ■ 

2  2 

Si  le  chemin  d'intégration  qui,  bien 
entendu,  ne  doit  jamais  passer  ni  par  le 
point  i  ni  par  le  point  —  i,  ne  traverse 
aucune  des  coupures,  on  aura 


f 

In 


dz 


=  arc  ter  6  —  arc  te;  a. 


Fig.  46. 


Supposons  que  le  chemin  d'intégration, 
par  exemple,  traverse  de  droite  à  gauche, 
de  m  vers  m',  la  coupure  du  bas,  puis  de 
gauche  à  droite,  de  n!  vers  n,  la  coupure 
du  haut  ;  les  points  m,  m'  d'autre  part, 
n'  et  n  de  l'autre  ne  sont  distincts  que  parce  qu'ils  appartiennent  à 
des  bords  opposés  ;  on  aura 

J  a  '  J  a  J  m  Jn 

arc  ta;  a  -h  arc  ta  n'  —  arc  ta  m'  -\-  arc  ta  b  —  arc  ta  n 
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et,  d'ailleurs, 

arc  tg  m  —  arc  tg  m'  =  w,        arc  tg  ri  —  arc  tg  n  —  —  -  : 
on  a  donc  finalement 

/     4-5  =  arc  ts  b  —  arc  tg  a. 

'1-4-2 

D'une  façon  générale,  on  aura 
d 


i: 


—  —  arc  tg  x  -+■  m:, 


n  étant  un  entier  qui  représente  la  différence  entre  le  nombre  de 
fois  où  les  coupures  sont  traversées  de  droite  à  gauche  et  le 
nombre  de  fois  où  elles  sont  traversées  de  gauche  à  droite.  Bien 
entendu  le  chemin  d'intégration  ne  doit  passer  ni  par  le  point  i, 
ni  par  le  point  —  i. 

389.  —  Considérons  maintenant  l'intégrale 

rb   dz 


Ja     \/l  —  Zi 

où  le  chemin  d'intégration  ne  doit  passer  ni  par  le  point  i  ni  par 
le  point  —  i .  Cet  exemple  diffère  des  précédents  en  ce  que  la  va- 
leur de  la  quantité  v'i  — z2  qui  figure  sous  le  signe  I  a  besoin 
d'être  définie  pour  que  l'intégrale  ait  un  sens  :  on  la  définit  au 
moyen  du  chemin  d'intégration  ;  on  le  fait  en  attribuant  à  la  fonc- 
tion y'i  —  z2  une  valeur  déterminée  en  un  des  points  du  chemin 
d'intégration,  à  l'origine  a  de  ce  chemin,  par  exemple,  et  en  lui 
imposant  la  condition  d'être  continue  le  long  du  chemin.  Pour 
éviter  toute  confusion  je  représenterai  par  (/i  —  -2)  la  détermina- 
tion du  radical  ainsi  précisée  et  l'intégrale  définie  par 

/  dz 


Ja    (v/T^*) 


Considérons  comme  aux  nos  341  et  372  les  deux  coupures  qui 
vont,  le  long  de  l'axe  réel  de  i  à  H-  oo  et  de  —  i  à  —  oo  et  adop- 
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tons  pour  \/i  —  a2  la  valeur  de  la  racine  carrée  pour  laquelle  la 
partie  réelle  est  positive,  si  le  point  a  n'est  pas  sur  une  coupure 
et,  si  a  est  sur  le  bord  de  l'une  des  coupures,  la  valeur  précisée 
d'après  les  règles  du  n°  341.  Les  fonctions  v7i  —  z2,  arc  sin  z  ont 
été  définies  aux  nos  341,  372  dans  tout  le  plan  et  sur  les  bords  des 
coupures,  à  l'exception,  pour  la  seconde,  des  points  H-  i  et  —  i  ; 
elles  sont  continues  dans  le  plan  coupé,  au  sens  qui  a  été  expliqué; 
la  première  est  continue  et,   au  point  a  prend  la  valeur  prescrite 

pour  \J \  —  a2  ;  la  dérivée  de  la  seconde  est  .  où  <Ji  —  z2  a 

\j  i  —  z2 
la  signification  que   l'on   a  dite.   Si,  par   conséquent,  le  chemin 
d'intégration  ne  traverse   pas  de  coupure,  on  a  tout  le  long  du 
chemin  d'intégration  (/i  —  z2)  =  y/i  —  z2  et,  par  suite, 


Jb   i 


dz  . 

=  arc  sin  b 


6    &/f=^) 

Supposons  maintenant  que  le  chemin  d'intégration  traverse,  par 
exemple,  la  coupure  de  gauche  de  bas  en  haut,  de  m  vers  m'  ;  les 
deux  points  m  et  m'  ne  sont  distincts  que  parce  qu'ils  appartiennent 
à  des  bords  distincts  ;  le  long  du  chemin  d'intégration  on  a,  de  a 
à  m, 

(v/r-^?)  =  y/r^72, 

mais  de  m  à  b  on  aura  (341) 

(v/i— 72)  =  -v/r^72; 
on  aura  donc 


->m 


(v/r=rr2) 

dz 


Ja     \/l  —  Z'2        Jm'  \/l  —  Z1 

arc  sin  m  —  arc  sin  a  —  arc  sin  b  -h  arc  sin  m'  ; 


mais  on  a 


arc  sin  m  -h  arc  sin  m 
on  aura  donc  finalement 

•6 


dz  •  ■     i 

—  tt  —  arc  sin  a  —  arc  sin  b. 
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D'une  façon  plus  générale,  si  le  chemin  d'intégration  traverse 
une  coupure  et  une  seule,  de  haut  en  bas  ou  de  bas  en  haut,  on 
aura 


f 


dz  ,  .  •     j 

=  ±  tc  —  arc  sm  a  —  arc  sin  b. 


(•i  -  z2) 


en  prenant  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  suivant  que  la  coupure  tra- 
versée est  la  coupure  de  droite  ou  la  coupure  de  gauche. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  deux  traversées  et  deux  seule- 
ment :  si  l'on  traverse  deux  fois  la  même  coupure  on  aura 

dz  .     . 
— -  =  arc  sin  b  —  arc  sin  a  ; 

Ja   (v/i  —  z-) 
si  l'on  traverse  deux  coupures  différentes  on  aura 

i         dz  .    }  . 

=  arc  sin  b  —  arc  sin  a±  2n, 


'a    (v/l  —  ZÀ) 


en  prenant  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant  que  la  première  cou- 
pure traversée  est  la  coupure  de  droite  ou  celle  de  gauche. 

Le  lecteur  n'aura  aucune  peine   à   reconnaître   quels   chemins 
d'intégration  il  convient  d'adopter  pour  l'intégrale 

i  dz 


Jo    (v/i  —  z*)' 

où  l'on  suppose  que  (y/i  —  z2)  est  égal  à  i  pour  z  =  o,  afin  d'obte- 
nir les  diverses  valeurs  comprises  dans  les  formules 

(2/1  -h  i)r  —  arc  sin  x,        2  mz  -+-  arc  sin  x, 

valeurs  qui  sont  les  diverses  solutions  de  l'équation  en  y 

sin  y  =  x. 

390.  — Considérons  un  ensemble  parfait  (E)  ;  supposons  que  les 
fonctions  fn{z),  (n=  1,  2,  3,  ...)  soient  continues  dans  cet  en- 
semble, que  la  série 

(/)  /.«+/.(*)  +  ..■+£(*)  +  »■ 
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y  soit  uniformément  convergente  et  que  la  courbe  (C)  définie  par 
les  formules 

z  =  «p(t)  H-  ity(t),       *<i<P, 

y  soit  contenue;  je  désignerai  par  F.(z)  la  somme  de  la  série,  par 
Sn(z)  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  et  par  Rn(z)  le  reste 
correspondant. 

Les  fonctions  fn(z),  F(z),  Rn(z)  deviennent  des  fonctions  de  la 
variable  réelle  t,  continues  dans  l'intervalle  (a,  p)  quand  on  y  rem- 
place z  par  <p(/)  H-  1^(2). 

En  désignant  par  a  et  6  les  points  de  la  courbe  (G)  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  a,  [i  du  paramètre,  et  en  supposant  toutes  les 
intégrales  prises  le  long  de  la  courbe  (C),  on  a 

rb  r-b  fb  rb 

¥(z)dz  =        fx{z)dz  H-        /,(*)  +  ...  +        fn(z)  +  .... 

t/o  t/a  «ya  «y  a 

Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  quelconque;  à  ce  nombre  cor- 
respond un  entier  p  tel  que  Ton  ait  |RB(z)|  <C  s,  pour  tous  les 
points  de  (E)  et,  par  conséquent  pour  tous  les  points  de  (G),  sous 
la  condition  n>p.  On  a  d'ailleurs 

J^b  />b  r>b 

F(z)dz=        Sn(z)dz-r        R„(2)rfz. 
a  Ja  Ja 

et  par  conséquent,  sous  la  condition  n  ï>  p, 

Jnb  r>b  fb  nb 

a  ,7a  Ja  Ja 


1 


nb  I 

R„(z)  dz      <  sa, 


en  désignant  par  c  la  longueur  de  la  courbe  (C).  La  proposition 
est  démontrée,  puisque  s  peut  être  pris  ausssi  petit  qu'on  le  veut. 
Un  cas  qui  se  présente  assez  fréquemment  est  celui  où  il  y  a  une 
série  convergente  à  termes  positifs  ou  nuls 

(")  «,  +  *s+  •••   +  an  +  ••• 
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tels  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  naturelles  de  n  et  pour 
tous  les  points  de  E, 

la  série  (/)  est  alors  absolument  et  uniformément  convergente  et 
son  reste  est  en  valeur  absolue,  moindre  que  le  reste  correspondant 
de  la  série  (a)  (n°  183). 

Supposons  par  exemple  que  la  série  entière  en  z 

F(z)  =  a0  +  eijz  -+-  ...  H-  anzn  H-  ... 

soit  absolument  convergente  pour  z  =  A,  A  étant  un  nombre  posi- 
tif qui  sera  inférieur  ou  égal  au  rayon  de  convergence  de  la  série  ; 
il  en  sera  de  même  de  la  série 

FJz)  _  _a0  «t  a«-i    .    an 

2>i+l  zn+ï  z'1  Z2       ~+~    Z 

+  an+i   -+-  dn+2z  "+"••■ 

Prenons  pour  l'ensemble  (E)  et  pour  la  courbe  (C)  le  cercle  de 
centre  o  et  de  rayon  A;  on  supposera  ce  cercle  décrit  dans  le  sens 
direct.  Le  théorème  relatif  à  l'intégration  s'applique  évidemment, 
en  vertu  de  la  remarque  qu'on  vient  de  faire  ;  les  intégrales  des 
différents  termes  du  second  membre,  prises  le  long  du  cercle  (G) 
sont  toutes  nulles,  sauf  l'intégrale 


f 


^dz 


'(C)  z 
qui  est  égal  à  2  zian,  comme  on  l'a  vu  au  n°  385.  On  a  donc 

Soit  M  la  borne  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  F  (z)  pour  les 
points  2  situés  sur  le  cercle  C,   ou  un  nombre  plus  grand  ;   la 

valeur  absolue  de  — -çl  sera  inférieure  ou  égale  à  .^ .  la  longueur 
de  cercle  est  i  nk  ;  on  a  donc 
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Il  convient  de  rapprocher  cette  importante  inégalité  de  la  proposi- 
tion, due  à  Abel,  en  vertu  de  laquelle  la  série  F  (z)  est  convergente 
pour  |  z  j  <  A'  si  l'on  a,  quelque  soit  n, 

en  désignant  par  A'  et  M'  des  nombres  positifs  fixes  (n°  342). 
L'inégalité  (2)  met  en  évidence  la  proposition  suivante  : 
Une  fonction  entière  (transcendante  ou  non)  ne  peut  être  bor- 
née dans  tout  le  plan  sans  se  réduire  à  une  constante  : 

Supposons  en  effet  que  la  série  F  (z)  soit  convergente,  quel  que 
soit  z  ;  on  pourra  alors  prendre  A  aussi  grand  qu'on  le  veut  ;  si  la 
somme  F  (z)  de  cette  série  devait  rester,  quel  que  fût  z,  inférieure 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  fixe,  on  pourrait  prendre  ce 
nombre  pour  M  et  l'inégalité  (2)  montrerait  que  |  an  j,  lorsque  n 
est  plus  grand  que  o,  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  veut. 
Tous  les  coefficients  de  la  série  (/)  sont  donc  nuls,  sauf  a0. 

391.  —  Il  est  bien  clair,  d'après  la  définition  du  n°  383,  qu'une 
intégrale 

f  /(*)  dz 

J  a 

dépend  en  général  du  chemin  d'intégration;  toutefois  on  a  vu,  dès 
le  numéro  suivant,  que  si  la  fonction  f(z)  est  la  dérivée  d'une 
fonction  F  (2),  dans  un  continunm  (E)  complété  ou  non  par  sa 
frontière  auquel  appartient  le  chemin  d'intégration,  on  a 


£  f(z)dz=¥(b)-F(a), 


en  sorte  que  le  premier  membre  est  indépendant  du  chemin  d'inté- 
gration, pourvu  que  ce  chemin  reste  dans  (E).  Dans  les  exemples 
traités  ensuite  et  qui  concernent  les  intégrales 

Çdz   r  dz     r   dz 

J  ~*'J  i+^'J  v/l-r^' 

on  remarque  que  l'ensemble  (E)  peut  être  constitué  par  un  do- 
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maine  simple  ne  contenant  pas,  suivant  les  cas,  le  point  o,  l'un 
ou  l'autre  des  points  dz  i,  l'un  ou  l'autre  des  points  ±  i. 

On  peut  se  demander  si,  une  fonction  f(z)  étant  donnée,  on  peut 
lui  attacher  ainsi  un  ensemble  (E)  tel  que  l'intégrale 

fa     f{Z)dZ 

ne  dépende  pas  du  chemin  d'intégration  qui  relie  a  à  b. 

Considérons  deux  chemins  allant  de  a  à  6  tels  que  les  valeurs 
correspondantes  de  l'intégrale  soient  égales  ;  il  est  clair  que  la 
valeur  de  l'intégrale  prise  le  long  du  premier  chemin  de  a  à  6, 
augmentée  de  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le  long  du  second 
chemin,  parcouru  de  6  à  a,  donnera  un  résultat  nul;  réciproque- 
ment, s'il  en  est  ainsi,  les  deux  intégrales  prises  de  a  à  6  sont 
égales  ;  le  problème  posé  revient  donc  à  la  détermination  d'un  en- 
semble (E)  telle  que  l'intégrale  I  f(z)  dz  prise  le  long  d'une  courbe 
fermée  appartenant  à  (E)  soit  toujours  nulle.  Un  théorème  capital, 
dû  à  Cauchy,  répond  à  cette  question.  Il  fera  l'objet  des  nos  392, 
393,  394. 

392.  —  Soient  (D)  un  domaine  simple  et  (C)  la  courbe  fermée 
simple  qui  en  est  la  frontière.  Soit  f[z)  une  fonction  de  z  admet- 
tant une  dérivée /' (z)  pour  chaque  point  z  de  (D).  L'intégrale 

f   f(z)  dz, 

J(C) 

qui  est  prise  le  long  de  la  courbe  (C),  est  nulle. 

Sauf  avis  contraire,  dans  le  présent  numéro  et  les  suivants,  je 
supposerai,  sur  les  intégrales  de  cette  sorte,  que  les  courbes 
fermées  simples  auxquelles  elles  se  rapportent  sont  décrites  clans 
le  sens  direct. 

Soit  a  un  point  quelconque  de  (D)  ;  la  fonction 

/(«)  -m 

z  —  a      ' 

définie,  tant  que  z  est  un  point  de  D,  différant  de  a,  a  pour  limite 
/'(a)-quand  z  s'aproche  de  a  en  restant  dans    D  ; 
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Considérons  la  fonction 
(0  e(,,a)=M^M  -/(«); 

si  nous  lui  attribuons  la  valeur  o  pour  z  =  a,  elle  sera  définie 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  et  de  a  qui  appartiennent  à  (D  ;  consi- 
dérée comme  une  fonction  de  z,  elle  est  continue  clans  ce  do- 
maine. 

On  a  d'ailleurs 

f(z)  =f(a)  +  (z  -  «)/'  (a)  +  6  (z,  a)  (z  -  a) 

et,  par  suite, 

f   /(*)&=    f    [/(«)  +  (z  -  a)f'(a))  dz 

J(G)  J(C) 

+    f    B(z,a)(z  —  a)dz; 

la  première  intégrale  du  second  membre  est  évidemment  nulle, 
puisque  c'est  la  différence  des  valeurs  que  prend  le  polynôme  en  z 

(*_a)/(a)+&=^-/(a), 

pour  deux  valeurs  égales  de  z  ;  tout  revient  donc  à  l'étude  de  l'in- 
tégrale 

f    Q(z,a)(z-a)dz- 

on  pourra  profiter,  pour  cela,  de  l'indétermination  du  point  a  cjui 
est  seulement  assujetti  à  faire  partie  du  domaine  (D).  Observons 
en. passant  que  la  valeur  absolue  du  produit  Q(z,  a)  (z  —  a)  qui 
figure  sous  la  signe  I  peut  être  petite  en  raison  de  la  petitesse  en 
valeur  absolue  soit  du  premier  facteur,  soit  du  second  et  que,  si 
tous  les  points  z  de  (C)  sont  très  voisins  de  a,  en  sorte  que  2  —  a 
soit  très  petit,  en  valeur  absolue,  pour  tous  ces  points,  il  en  sera 
de  même  de  Q(z,  a),  puisque  la  fonction  6^z,  a)  est  continue  pour 
z  =  a  et  que  l'on  a  d  (a,  a)  =  o. 
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393.  —  Pour  établir  que  l'intégrale 

est  nulle,  le  procédé  consiste  à  décomposer  ce  domaine  (D),  dont 
la  courbe  (G)  est  la  frontière,  en  deux  ou  plusieurs  autres  domaines 
simples  ;  l'intégrale  proposée  est  la  somme  d'intégrales  analogues 
relatives  aux  frontières  du  domaine  partiel  (n°  384).  Cela  permet 
d'abord  de  simplifier  un  peu  le  problème  :  Si  l'on  parvient  à  une 
décomposition  dans  laquelle  les  intégrales  relatives  aux  contours 
du  domaine  partiel  soient  nulles,  on  aura  évidemment  démontré 
que  l'intégrale  proposée  est  nulle. 

On  a  vu  au  n°  314  comment  en  introduisant  des  segments  de 
droites  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées,  on  pouvait  effectuer  une 
série  de  décompositions  qui  finissait  par  aboutir  à  ces  figures  que 
l'on  a  appelées  alors  des  trapèzes  ;  je  conser- 
verai celte  dénomination  ;  il  est  bien  clair 
d'après  cela  que  la  proposition  à  démontrer 
sera  effectivement  démontrée  si  on  l'établît 
quand  le  domaine  (D)  est  un  trapèze.  Ce  tra- 
pèze peut  être  décomposé  lui-même  en  trapèzes 
soit  par  des  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
soit  par  des  parallèles  à  l'axe  des  abscisses. 
Le  lecteur  ne  peut  manquer  de  reconnaître 
qu'il  suffit  de  démontrer  la  proposition  dans 
le  cas  d'un  trapèze  tel  que  la  figure  AA'B'B 
où  les  deux  côtés  AA',  BB'  sont  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
où  le  côté  AB  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  où  enfin  le  côté 
A'B'  est  un  arc  élémentaire  (n°  320)  dans  lequel  1  ordonnée  reste 
constante,  ou  bien  varie  toujours  dans  le  même  sens  quand  l'abs- 
cisse augmente  ;  je  m'occuperai  d'abord  du  premier  cas,  dans 
lequel  le  domaine  (D)  est  un  rectangle  (R)  dont  les  côtés  sont 
parallèles  aux  axes. 

Le  mode  de  démonstration  va  consister  à  décomposer  le  rec- 
tangle (R)  en  rectangles  plus  petits  par  des  parallèles  aux  axes  et 
de  démontrer  que  la  somme  des  intégrales  /  f(z)  dz  effectuée  pour 
le  contour  de  chacun  des  petits  rectangles,  somme  qui  est  égale 
à  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  de     R  ,   peut  être  rendue 


Fig.  4g. 
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aussi  pelite  qu'on  le  veut.  D'ailleurs  aux  intégrales  j  f(z)  dz, 
pour  chaque  rectangle  partiel,  on  substituera  (n°  392;  une  inté- 
grale du  type 

Js(z,a){z-a)dz, 

où  a  est  un  point  appartenant  au  rectangle  partiel,  choisi  afin  de 
rendre  très  petite  l'intégrale  considérée. 

On  va  montrer  en  effet  que,  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  i 
arbitrairement  petit,  on  peut  décomposer  (R)  en  rectangles  partiels 
de  sorte  qu'il  y  ait,  pour  chacun  d'eux,  un  point  a  lui  apparte- 
nant et  tel  qu'on  ait  pour  chaque  point  z  du  contour, 

|8(*.a)]^«. 

Pour  abréger  le  langage,  je  dirai  d'un  rectangle  (r)  dont  tous 
les  points  appartiennent  à  R  qu'il  est  du  type  S  (s)  s'il  y  a  un 
point  a  appartenant  à  ce  rectangle  (r)  et  tel  que  l'inégalité  précé- 
dente soit  vérifiée  pour  tous  les  points  de  son  contour  ;  s'il  n'existe 
pas  de  tel  point  a,  je  dirai  au  contraire  du  rectangle  (r)  qu'il  est 
du  type  T  (s)  :  dans  ce  dernier  cas,  quel  que  soit  le  point  a  appar- 
tenant au  rectangle  (r),  il  y  a,  sur  le  contour  de  ce  rectangle,  au 
moins  un  point  z  pour  lequel  on  a  |  $  (z,  a)  |  >  £. 

Si  (R)  n'est  pas  lui-même  du  type  S  (s),  décomposons-le  en 
quatre  rectangles  par  des  parallèles  à  ses  côtés  menés  par  le  centre. 
—  Dans  la  suite,  quand  on  parlera  de  la  décomposition  d'un  rec- 
tangle en  quatre,  on  supposera  la  décomposition  effectuée  de  cette 
même  façon.  —  Cette  première  décomposition  effectuée,  si,  parmi 
les  rectangles  partiels,  il  y  en  a  qui  soient  du  type  S  (s),  on  les 
laissera  de  côté,  pour  n'y  plus  toucher  :  les  autres  rectangles  par- 
tiels sont  du  type  T(e)  ;  désignons  par  (R,)  l'ensemble  des  points 
qui  leur  appartiennent  et  supposons  qu'on  décompose  chacun 
d'eux  en  quatre.  Si,  parmi  les  nouveaux  rectangles  partiels,  il  y 
en  a  qui  soient  du  type  S  (s),  on  les  laissera  de  côté,  pour  n'y  plus 
toucher  ;  les  autres  nouveaux  rectangles  partiels  sont  du  type  ï  (s  ; 
désignons  par  (R2)  l'ensemble  des  points  qui  leur  appartiennent  et 
supposons  qu'on  décompose  chacun  d'eux  en  quatre.  Si,  parmi 
les  nouveaux  rectangles  partiels,  il  y  en  a  qui  soient  du  type  S  (Y  , 
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ç>n  les  laissera  de  côté,  pour  n'y  plus  toucher  ;  les  autres  nouveaux 
rectangles  partiels  sont  du  type  T  (s)  ;  désignons  par  (R3)  l'ensem- 
ble des  points  qui  leur  appartiennent,  etc.. 

L'ensemble  parfait  (Rj)  est  formé  par  la  réunion  de  rectangles 
égaux,  clont  les  côtés  sont  les  moitiés  des  côtés  du  rectangle  (R). 
...  L'ensemble  parfait  (R„)  est  formé  par  la  réunion  de  rectangles 
dont  les  côtés  s'obtiennent  en  divisant  par  in  les  côtés  du  rectan- 
gle (R).  Chaque  point  de  (R„)  appartient  à  l'un  de  ces  petits  rec- 
tangles. 

Mon  but  est  d'établir  que  les  opérations  se  terminent,  qu'au 
bout  d'un  nombre  fini  de  décompositions,  il  ne  restera  plus  que 
des  rectangles  du  type  S  (s),  à  savoir  ces  rectangles,  en  général 
inégaux,  qu'on  a  laissés  de  côté  à  chaque  opération  ;  il  faut  prou- 
ver que  leur  ensemble  finit  par  recouvrir  (R)  tout  entier. 

Supposons,  en  effet,  pour  parvenir  à  une  contradiction,  que  les 
opérations  ne  se  terminent  pas,  qu'il  y  ait  toujours  des  rectangles 
du  type  T(s),  quelque  loin  que  l'on  pousse  les  décompositions. 
Alors  la  suite  d'ensembles  parfaits 

(R),  (R,),  (R,).  ...,  (R„),  ... 

sera  infinie  ;  chacun  de  ces  ensembles  est  contenu  dans  ceux  qui  le 
précèdent  :  il  y  a  donc  (nos  156,  283)  au  moins  un  point  k  qui 
appartient  à  tous  ces  ensembles.  Ce  point  k,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  appartient  à  un  rectangle  (>),  du  type  T(s),  dont  les  di- 
mensions peuvent  être  supposées  aussi  petites  qu'on  le  veut,  en 
sorte  que  l'on  a  pour  quelque  point  z  du  contour  de  ce  rectangle 

|  0  (z,  k)  J  >  «  ; 

mais,  en  vertu  de  la  continuité  de  la  fonction  6(z,  k)  au  point  k, 
on  peut  au  nombre  s  faire  correspondre  un  nombre  positif  r,  tel 
que  l'on  ait 

[e  (*,.*)  |  =  |  o(.-,  k)-Q(k,k)  !<0 

pourvu  que  z  appartienne  à  (R )  et  que  la  distance  des  deux  points 
:  et  k  soit  moindre  que  -/]  :  or  il  y  a  évidemment  contradiction 
entre  les  deux  inégalités  précédentes  si  les  dimensions  du  rectan- 
gle (r)  sont  assez  petites  pour  que  la  distance  de  deux  points  quel- 
conques de  ce  rectangle  soit  moindre  que  r,. 
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La  proposition  est  donc  démontrée  (1). 

Supposons  donc  effectuée  la  décomposition  de  (R)  en  m  rec- 
tangles du  type  S  (s),  comme  on  l'a  expliqué  ;  tous  ces  rectangles 
sont  semblables  et  l'on  peut,  en  désignant  par  p  et  q  les  côtés  du 
rectangle  (R),  représenter  par  Xp,  }.q  les  côtés  de  l'un  quelconque 
(r)  des  rectangles  partiels  ;  on  aura,  en  choisissant,  parmi  les  points 
qui  appartiennent  à  (r)  le  point  a  de  manière  que  l'on  ait 

|6(z,  a))<s 

pour  tous  les  points  z  du  contour  de  (r),  et  en  supposant  que  l'in- 
tégrale soit  prise  le  long  de  ce  contour 

j  0(r,  a)  {z  —  a)  dz  \  <^  zlh  Jp^hTf*  (p  +  q), 

puisque  2X(p  H-  q)  est  la  longueur  du  chemin  d'intégration  et  que 
la  plus  grande  distance  de  deux  points  du  rectangle  est  évidem- 
ment \fp2  -+-  qi  ;  le  second  membre  de  l'inégalité  précédente,  en  po- 
sant pour  abréger, 

m  =  2  (P  ■+-  rl)  vV  -+-  rl\ 

pq 

est  manifestement  égal  au  produit  par  nu  de  l'aire  du  rectangle  (r); 
la  somme  des  intégrales 

jHz,a)(z-a)dz 

relatives  aux  différents  rectangles  partiels  qui  figurent  dans  la  dé- 
composition sera  donc  moindre,  en  valeur  absolue,  que  le  produit 
par  ms.  de  l'aire  pq  du  rectangle  (  R)  ;  on  aura  donc  finalement 


m  àz 


<-  mipq, 


(1)  Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  qu'on  aurait  pu  commencer  par 
décomposer  le  rectangle  (R)  en  rectangles  de  dimensions  aussi  petites  qu'on 
voudrait,  puis  traiter  ceux  des  rectangles  partiels  qui  sont  du  type  T(s)  comme 
on  a  fait  le  rectangle  (R).  Par  conséquent  on  peut  décomposer  le  rectangle  (R) 
en  un  nombre  fini  de  rectangles  du  type  S  (s),  et  de  dimensions  aussi  petites 
qu'on  le  veut. 


/(20 


INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 


l'intégrale  étant  prise  maintenant  le  long  du  contour  du  rectangle 
(R)  ;  comme  le  second  membre  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on 
le  veut,  on  a  finalement 


m  dz 


o. 


Il  reste  à  démontrer  la  proposition  quand  le  domaine  (D)  est  un 
trapèze  tel  que  ABB'A'  dans  lequel  le  côté  AB  est  parallèle  à  l'axe 
des  abscisses  et  les  côtés  A  A',  BB'  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
dans  lequel  enfin  A'B'  est  un  arc  élémentaire  de  courbe  ;  je  suppo- 
serai que,  pour  cet  arc,  l'ordonnée  croisse  en  même  temps  que  l'abs- 
cisse. En  menant  par  le  point  le  plus  bas  A'  une  parallèle  à  l'axe 
des  ordonnées  jusqu'à  la  rencontre  en  S  avec 
le  côté  BB',  on  décompose  le  trapèze  en  un 
rectangle  AA'jSB  et  une  sorte  de  triangle 
A'B'j'S  ;  l'intégrale  prise  le  long  du  trapèze  est 
égale  à  la  somme  de  l'intégrale  prise  le  long 
du  rectangle,  qui  est  nulle,  et  de  l'intégrale 
prise  le  long  du  triangle  ;  tout  revient  donc  à 
démontrer  que  cette  dernière  intégrale  est 
nulle.  Pour  cela  je  ferai  subir  au  triangle  une 
opération  que  je  désignerai  sous  le  nom  de 
réduction  à  deux  triangles  ;  elle  consiste  à 
mener  d'abord  par  le  milieu  G  du  côté  A'B 
une  parallèle  CC'  à  l'axe  des  ordonnées,  jus- 
qu'à la  courbe,  de  manière  à  décomposer  le 
triangle  en  un  triangle  plus  petit  A'CC'  et  en  un  trapèze  GpB'C, 
que  l'on  décompose,  comme  on  a  fait  pour  le  trapèze  primitif  en 
un  rectangle  CjSyC'  et  un  triangle  C'yB'  ;  l'intégrale  prise  le  long 
du  triangle  A'pB'  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises  le  long 
des  triangles  A'CC,  C'yB'  :  c'est  la  substitution  de  ces  deux  trian- 
gles au  triangle  A'^B'  que  je  désigne  sous  le  nom  de  réduction  de 
ce  dernier  triangle.  On  procédera  ensuite  comme  on  a  fait  pour  le 
rectangle.  On  dira  d'un  triangle  qu'il  est  du  type  S  s)  ou  du  type 
ï  (s)  suivant  qu'il  existera,  ou  non,  un  point  a  intérieur  au  trian- 
gle ou  situé  sur  l'un  de  ses  côtés  tel  que  l'on  ait  pour  tous  les 
points  z  du  contour  du  triangle 


Fie.  5o. 
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et  l'on  montrera  qu'on  parvient,  au  moyen  d'un  nombre  fini  de 
réductions,  à  une  suite  de  triangles  qui  sont  tous  du  type  S  (s)  ; 
pour  chacun  de  ces  triangles  la  distance  des  points  z  et  a  reste  in- 
férieure à  la  distance  maximum  /  de  deux  points  du  triangle  A'/3B'  ; 
la  somme  des  périmètres  des  triangles  auxquels  on  aboutit  est  égale 
au  périmètre  L  du  triangle  A'^B'  ;  on  en  conclut  que  la  somme  des 
intégrales 

effectuées  le  long  des  divers  triangles  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'intégrale 

//M* 

effectuée  le  long  du  trapèze  primitif,  est  inférieure  ou  égale  en  va- 
leur absolue  à  ILs.  Il  en  résulte  qu'elle  est  nulle.  Le  théorème  de 
Cauchy  est  entièrement  démontré. 

La  démonstration  précédente,  qui  est  due  à  M.  Goursat,  est  très 
intéressante  en  ce  qu'elle  ne  fait  intervenir  aucune  autre  hypothèse 
relative  à  la  fonction  f{z)  que  l'existence  de  sa  dérivée  en  tout 
point  du  domaine  simple  (D).  Cette  hypothèse  interviendra  donc 
seule  dans  les  conséquences  immédiates  du  théorème  de  Cauchy  : 
parmi  ces  conséquences  vont  figurer  l'existence  et  la  continuité  de 
toutes  les  dérivées,  puis  la  régularité  de  la  fonction,  en  tout  point 
intérieur  au  domaine  (D)  :  ces  affirmations  suffisent  à  faire  prévoir 
le  caractère  fondamental  du  théorème,  qui  joue  vraiment  Je  rôle 
d'un  principe.  Avant  d'établir  ces  conséquences,  il  convient  d'ex- 
poser une  généralisation  du  théorème,  qui  est  immédiate. 

394.  —  Au  lieu  d'un  domaine  simple,  considérons  un  domaine 
n+i  fois  connexe  que  nous  continuerons  de  désigner  par  (D)  : 
je  suppose  (n°  312)  qu'il  soit  l'ensemble  des  points  qui  appartien- 
nent à  une  courbe  fermée  simple  (F),  de  ceux  qui  appartiennent  à 
7i  courbes  fermées  simples  (F'),  (F"),  ...,  [F(,l)]  intérieures  à  (F), 
et  extérieures  deux  à  deux  les  unes  aux  autres,  enfin  des  points 
extérieurs  à  ces  dernières  courbes  et  intérieurs  à  (F)  ;  désignons 
par  (H)  l'ensemble  des  n  ■+■  i   courbes  qui    constituent   la   fron- 
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tière  du  domaine  ;  je  rappelle  que  la  frontière  [il)  est  parcourue 
dans  le  sens  direct  quand  la  courbe  (F)  est  parcourue  dans  le  sens 
direct  et  les  courbes  (F'),  (F"),  ...,  [F(n)]  dans  le  sens  indirect. 

Soit  maintenant  f  (z)  une  fonction  de  la  variable  z  qui  admette 
une  dérivée  en  tout  point  du  domaine  (D),  l'intégrale 


i 


/(z)  dz 

(H) 

prise  le  long  du  contour  (H)  décrit  clans  le  sens  direct,  c'est-à- 
dire  la  différence   entre  l'intégrale  l  f(z)  dz  prise  le  long  de  la 
courbe  (F)  décrite  dans  le  sens  direct  et  les  sommes  des  intégrales 
I  f{z)  dz  prises  le  long  des  courbes  (F'),  (F"),  ...,  [F(n)]  décrites 

dans  le  sens  direct,  est  nulle. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  décomposer,  comme  au  n°  312,  le  do- 
maine (D)  en  deux  domaines  simples  au  moyen  de  n  -+-  i  cour- 
bes simples,  d'appliquer  le  théorème  précédemment  démontré  aux 
contours  de  ces  deux  domaines  simples  et  d'ajouter  les  résultats 
obtenus  ;  dans  la  somme  nulle  d'intégrales  que  l'on  obtient  ainsi, 
les  parties  relatives  aux  n  H-  i  courbes  simples  que  l'on  a  intro- 
duites se  détruisent  et  il  reste  l'intégrale 


I, 


f(z)  dz, 
(H) 

qui,  par  conséquent,  est  nulle. 

395  —  Considérons,  en  conservant  les  mêmes  notations,  une 
fonction  f(z)  qui  admette  une  dérivée  dans  le  domaine  (D),  sim- 
plement ou  plusieurs  fois  connexe,  dont  la  frontière  est  (H)  ;  soitx 
un  point  intérieur  à  ce  domaine,  on  aura 


dz 

(H)~  —  x 


où  il  est  entendu  que  la  frontière  (H)  doit  être  décrite  dans  le  sens 
direct. 

Décrivons  en  effet  un  cercle  (y)  du  point  x  comme  centre  avec 
un  rayon  /•  assez  petit  pour  que  le  cercle  soit  tout  entier  intérieur  à 
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(D)  ;  désignons  par  (D')  le  domaine  obtenu  en  supprimant  de  (D) 
les  points  intérieurs  à  (y)  ;  la  frontière  (H')  de  (D')  se  compose  de 
la  frontière  (H)  de  (D)  et  du  cercle  (y)  ;  il  est  clair  que  la  fonction 

-J         admet  une  dérivée 

z  —  x 

f>(Z)(z-x)-f(z) 
(z  —  xy 

en  tout  point  de  (D)  ;  l'intégrale 

r  f(*)dz 


est  donc  nulle  ;  cela  revient  à  dire  que  l'on  a 


» 


r  fj&h  =  r  , 

Jtl)Z~X        J(H) 


f(z)dz 
x 


l'intégrale  du  premier  membre  étant  relative  au  cercle  (y)  décrit 
dans  le  sens  direct  ;  on  a  d'ailleurs 


(3)  f  {-^=/(*)f  - 


dz 


m  -/(*)  dz. 


(Y) 


La  première  intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est 
égale  à  2  ni  fix)  (n°  387)  ;  quant  à  la  deuxième,  sa  valeur  absolue 
peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  le  voudra,  à  condition  de 
prendre  le  rayon  (r)  assez  petit  ;  ayant,  en  effet,  d'abord  choisi  un 
nombre  positif  a,  on  lui  fera  correspondre  un  nombre  positif 
v!  moindre  que  la  distance  du  point  x  à  la  frontière  (H)  et  tel  que 
l'on  ait 


fjz)^m_r 


<«, 


sous  la  condition  \  z  —  x  \  <C  a',  et  l'on  supposera  r  inférieur  à 
a!  ;  on  aura  alors 


Z  X 


o-H/WI 


et,  par  suite  (n°  384) 
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or,  le  second  membre  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  le  veut  ; 
la  seconde  intégrale  du  second  membre  de  l'égalité  (3)  est  donc 
nulle  et  l'on  a  finalement 


f-^dz  =  **ifW> 


d'où  résulte  immédiatement  l'égalité  (i). 

Cette  égalité  constitue  un  très  puissant  instrument  de  démons- 
tration ;  on  va  l'utiliser  pour  établir  d'importants  développements 
en  série. 

396.  —  Considérons  deux  cercles  concentriques  (c)  et  (C)  dont 
le  centre  commun  est  le  point  a,  dont  les  rayons  sont  r  et  R 
(R  >>  r).  Désignons  par  (D)  le  domaine,  ensemble  des  points  qui 
appartiennent  à  l'un  ou  l'autre  des  cercles  ou  qui  sont  intérieurs 
au  plus  grand,  extérieurs  au  plus  petit.  Soit  f(z)  une  fonction 
admettant  une  dérivée  en  chaque  point  de  ce  domaine  ;  soit  enfin 
x  un  point  intérieur  à  ce  domaine.  On  aura,  par  le  théorème  du 
numéro  précédent, 

m  =  _±_  r  m& _ _l  cm** 

2mj{C)z-x        2irJ{c)z-x 

les  deux  cercles  étant  décrits  dans  le  sens  direct. 

Dans  ce  qui  suit,  le  point  x  sera  regardé  comme  fixe.  Puisque 
ce  point  est  intérieur  au  cercle  (C),  extérieur  au  cercle  (c),  la  dis- 
tance \z  —  a [  du  point  z  au  centre  a  est  supérieure  ou  inférieure 
à  la  distance  \x  —  a\  suivant  que  le  point  z  est  situé  sur  le  grand 
cercle  ou  sur  le  petit. 

On  pourra  écrire,  suivant  qu'on  est  dans  un  cas  ou  l'autre, 

i  i  i  x —  a  (x  —  a)n 

—  i  l  i  z  —  a  (z  —  a)" 

r  —  x       x  —  a  —  (z  —  a)       x  —  a       {x  —  a)2  (x  —  a)n+{ 

les  séries  qui  figurent  dans  les  seconds  membres,  et  dont  les 
termes  sont  des  fonctions  de  r,  sont  absolument  et  uniformément 
convergentes,    la   première    sur   le  cercle  (C),  la  seconde  sur  le 
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cercle  (c)  ;  il  en  est  de  même  des  séries  obtenues  en  multipliant 
chaque  terme  par/(r)  ;  on  peut  donc  appliquer  la  règle  du  n°  390 
relative  à  l'intégration,  et  écrire,  en  vertu  de  la  formule  (i) 


M 


Ainsi,  sous  les  conditions  énoncées,  la  fonction  f[x)  est  la 
somme  de  deux  séries  procédant  l'une  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x  —  a,  l'autre  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de . 

1  x  —  a 

397.  —  Supposons,  en  conservant  les  mêmes  notations,  que  la 
fonction  f(z)  admette  une  dérivée  en  tout  point  intérieur  au  cercle 
(G)  ou  situé  sur  ce  cercle  ;  la  même  démonstration,  où  il  n'y  a 
plus  lieu  de  tenir  compte  du  cercle  (c),  montre  que  l'on  a 

y     "vœ*— °      2ik  j(c)(z.-aY 

|     {x-g)n    Ç      f{z)dz 


'2lTZ     Jc(:  —  a)n+l 

c'est-à-dire  que  la  fonction  f(x)  est  développable  en  série  entière 
en  x  —  a,  en  d'autres  termes  qu'elle  est  régulière  au  point  a  ;  la 
série  est  convergente  sous  la  condition  \x — -  a\  <R. 

Au  surplus,  le  développement  en  série  auquel  on  vient  de  par- 
venir peut  aussi  bien  se  déduire  de  la  formule  (2)  du  précédent 
numéro  en  remarquant  que,  dans  le  cas  actuel,  toutes  les  intégrales 

f  f(z)dz,         f  (z-a)f(z)dz,         f  [z-aff{z)dz,  ... 

J[e)  J[c)  J(c) 

sont  nulles. 

La  fonction  f(x)  étant  régulière  au  point  a  admet  en  ce  point 
des  dérivées  de  tous  les  ordres,  et  l'on  a 

/(*)  =  /(«)  +  (*  -  a)lr  +  (*  -  «K^  +  -  : 
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puis,  parce  qu'une  fonction  ne  peut  avoir  qu'un  développement 
suivant  les  puissances  de  x  —  a, 

398.  —  Considérons  maintenant  une  fonction  f(z)  dont  on  sait 
qu'elle  admet  une  dérivée  en  tout  point  du  continuum  (r).  Si  a 
est  un  point  quelconque  du  continuum,  on  pourra  prendre  pour  le 
cercle  (G)  n'importe  quel  cercle  de  centre  a  qui  soit  intérieur  au 
continuum,  c'est-à-dire  dont  le  rayon  soit  moindre  que  la  distance 
du  point  a  à  la  frontière  :  la  fonction  f(x)  est  donc  régulière  en  a 
et  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière  en  x  —  a  qui  repré- 
sente cette  fonction  est  au  moins  égal  à  la  distance  du  point  a  à  la 
frontière.  La  série  est  convergente  dans  tout  le  plan,  lorsque  le 
continuum  T  comprend  tout  le  plan.  La  fonction  /(z)  est  alors 
entière  (transcendante  ou  non). 

Si  l'on  regarde  le  second  membre  de  l'égalité  (i)  du  numéro 
précédent  comme  un  élément  de  fonction,  n°360);  sil'on prolonge 
cette  fonction  le  long  d'un  chemin  qui  soit  intérieur  à  (r),  on 
n'obtiendra  jamais  autre  chose  que  la  fonction  f(z)  elle-même. 

La  fonction  f[x)  étant  régulière  en  a,  ce  nombre  a,  s'il  est  une 
racine  def(x'),  ne  peut  être  qu'une  racine  d'un  ordre  déterminé. 
Les  dérivées  de  la  fonction  ne  peuvent  être  toutes  nulles  en  ce 
point,  à  moins  que  la  fonction  ne  se  réduise  à  une  constante. 

L'ensemble  des  racines  de  la  fonction  f(x)  qui  appartiennent  à 
(r)  peut  être  fini  ou  infini  ;  mais  s'il  est  infini,  ses  points  d'accu- 
mulation appartiennent  à  la  frontière  de  (r),  non  à  (r)  ;  dans  un 
ensemble  clos  contenu  dans  (r),  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre 

fini  de  racines  àef(x),  un  nombre  fini  depùles  delà  fonction  jtzx* 

En  un  point  a  de  (r)  où  f(x)  ne  s'annule  pas,  la  fonction  >>— ^ 

est  régulière  ;  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série  en 
x  —  a  qui  représente  cette  fonction  est  au  moins  égal  au  plus 
petit  des  nombres  qui  mesurent  les  distances  du  point  a  à  là  fron- 
tière de  (r)  et  aux  racines  àe  f(x)  ;  il  est  au  plus  égal  à  la  distance 
du  point   a   à  la   racine  de  f(x)  qui  est  la  plus  voisine   de   a, 

car,  pour  cette  racine,  la  fonction  -.. - ->  n'est  pas  régulière. 

J[x)  l  D 
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Si  la  fonction  g  (as)  est  aussi  régulière  en  tout  point  de  (r  ,  les 
mêmes  conclusions   s'appliquent  évidemment  à  la  fonction  jj—  , 

lorsqu'il  n'y  a  pas  de  racines  communes  à  g  (as)  et  à  /  as)  ;  dans  le 
cas  où  il  y  a  des  racines  communes,  les  modifications  à  apporter 
sont  évidentes. 

399.  —  Soit  (A)  un  domaine  simple  et  (r)  le  continuum  inté- 
rieur à  ce  domaine  ;  soit  f(z)  une  fonction  admettant  une  déri- 
vée en  tout  point  de  (A),  et,  par  conséquent,  régulière  en  tout 
point  de  (r)  ;  l'intégrale 


f(z)dz, 


où  a  et  as  sont  des  points  de  A  ,  dont  le  premier  est  fixe,  et  dans 
laquelle  le  chemin  d'intégration  appartient  tout  entier  à  (A)  est 
une  fonction  déterminée  de  as,  régulière  en  tout  point  de  (r). 

Il  faut  d'abord  montrer  que  la  valeur  de  l'intégrale  ne  dépend 
pas  du  chemin  d'intégration,  pourvu  que  ce  chemin,  comme  on  le 
supposera  toujours  dans  ce  qui  suit,  appartienne  à  (A). 

Si  l'on  considère  deux  chemins  allant  de  a  à  as,  qui  soient  des 
courbes  simples  et  qui  n'aient  pas  de  points  communs  autres  que 
a  et  as,  l'ensemble  de  ces  deux  chemins  parcourus,  l'un  de  a  à  as, 
l'autre  de  as  à  a   constitue  une  courbe  fermée  simple  ;  l'intégrale 

if(z)dz,  prise  le  long  de  cette  courbe  est  nulle;  il  en  résulte 

immédiatement  que  les  deux  intégrales  prises  respectivement  le 
long  des  deux  chemins,  de  a  à  as,  sont  égales. 

Si  les  chemins  d'intégration  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  points 
communs,  si  même  ils  ont  des  parties  communes,  mais  en  nombre 
fini,  le  lecteur  ne  peut  manquer  de  reconnaître,  en  décomposant 
les  chemins  d'intégration  en  parties  qui  vont  d'un  point  commun 
à  un  autre,  que  les  intégrales  sont  encore  égales. 

Afin  de  supprimer  les  difficultés  qui  subsistent,  je  supposerai 
pour  définir  d'une  façon  précise  la  fonction 


F(*)=   fXf(z)dz, 
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que  le  chemin  d'intégration  est  une  ligne  brisée  simple  située  tout 
entière  dans  (T),  sauf  peut-être  les  points  a  et  as,  s'ils  apparte- 
naient à  la  frontière  (!).  Deux  pareilles  lignes  brisées  ne  peuvent 
avoir  qu 'un  nombre  fini  de  points  communs  ou  de  parties  com- 
munes, en  sorte  que  les  intégrales  prises  le  long  de  ces  deux  lignes 
brisées  sont  certainement  égales  et  que  la  fonction  F  (as)  est  bien 
déterminée  dans  le  domaine  (A)  par  le  caractère  particulier  que 
l'on  a  imposé  au  chemin  d'intégration.  Que  cette  fonction  admette 
une  dérivée  en  tout  point  de  (A),  c'est  ce  que  l'on  voit  aisément  en 
raisonnant  comme  au  n°  386  et  la  proposition  établie  en  ce  même 

numéro   montre   bien   que   l'intégrale    /     f(z)  dz  est  bien   égale 

à  F  (as),  quel  que  soit  le  chemin  d'intégration. 

Si  la  fonction  ®  (z)  admet  une  dérivée  o'  (z)  en  tout  point  du 
domaine  (A)  et  ne  s'annule  en  aucun  point  de  ce  domaine,  on  peut 
évidemment  appliquer  le  théorème  qu'on  vient  d'établir  à  la  fonc- 
tion 

la  fonction 

sera  déterminée  en  tout  point  de  (A)  et  régulière  en  tout  point 

f(z) 
de  (Ij.  Elle  est  identique  à  la  fonction  log  S{ ,  supposée  nulle  au 

point  a  et  définie  ensuite  par  continuité  ou  prolongement  le  long 
d'une  courbe  allant  de  a  à  z  et  ne  sortant  pas  de  (A).  Cette  fonc- 

f(z)  '  .  , 

tion  log*7,. M-  sera  régulière  en  tout  point  du  plan  si  f(z)  est  une 

fonction  partout  régulière  et  qui  ne  s'annule  jamais  ;  elle  sera  alors 
une  fonction  entière  g  (r)  ;  la  fonction  f(z)  sera  elle-même  de  la 
forme 

Cerf»)  ; 


(')  On  supposera,  dans  ce  cas,  que  ces  points  peuvent  être  reliés  à  n'importe 
quel  point  de  (V)  par  une  ligne  brisée.  Pour  les  points  de  la  frontière,  en 
nombre  limité,  qui  ne  rempliraient  pas  cette  condition,  le  théorème,  une  fois 
démontré  en  général,  résulte  sans  peine  de  la  continuité. 
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telle  est  donc,  en  désignant  par  C  une  constante  et  par  g(z)  une 
fonction  entière,  transcendante  ou  non,  la  forme  de  toute  fonction 
entière  f(z)  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  z. 

400.  —  Revenons  à  la  proposition  générale  du  nn  396  et  consi- 
dérons maintenant  une  fonction  f(z)  dont  on  sache  qu'elle  à  une 
dérivée  en  tout  point  appartenant  au  cercle  (G),  sauf  peut-être  au 
centre  a  de  ce  cercle;  l'égalité  2  du  n°  396  subsistera  en  prenant 
pour  le  cercle  (c)  un  cercle  de  rayon  aussi  petit  qu'on  voudra, 
intérieur  au  cercle  (C)  ;  les  intégrales 


f(z)dz,         f(z)(z-a)dz,... 

J[c)  J{c) 

sont  d'ailleurs  indépendantes  du  rayon  r  du  cercle  (c).  Considé- 
rons en  effet  les  deux  cercles,  (c),  (c'),  de  rayons  r,  r'  et  suppo- 
sons r  >>  r'  ;  les  fonctions  f(z),f(z)  (z —  a),...  admettent  des 
dérivées  en  tous  points  du  domaine  doublement  connexe  dont  la 
frontière  est  formée  des  deux  cercles    c  ,    c'   ;  les  intégrales 


jf{z)dz,    f /(;)(;- a)  d:,..., 


prises  le  long  de  la  frontière  parcourue  dans  le  sens  direct  sont 
donc  nulles  (n°  394)  ;  cela  revient  à  dire  qu'une  quelconque  de 
ces  intégrales  garde  la  même  valeur,  qu'on  la  prenne  le  long  du 
cercle  (c),  ou  du  cercle  (c'),  les  deux  cercles  étant  parcourus  dans 
le  sens  direct. 

D'après  cela  la  fonction  f(x)  est  la  somme  de  deux  séries;  l'une, 
que  l'on  peut  représenter  par  P  (x  ;  a),  est  entière  en  x  —  a  et  con- 
vergente sous  la  condition  ]  x  —  a  |  <C  R,  l'autre  de  la  forme 

x  —  a        [x  —  a)- 

est  convergente  quelque  petit  que  soit  x  —  a,  en  valeur  absolue, 
pourvu  qu'il  ne  soit  pas  nul  ;  en  d'autres  termes  la  fonction 
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est  une  fonction  entière  en  r,  transcendante  ou  non  :  on  a  ainsi 

f{x)  =  P  (x  ;  a)  4-  ( 


Ces  deux  séries  P  {x  ;  a),  G  (  -^—  1  sont  uniformément  convergentes 

dans  tout  ensemble  parfait  contenu  dans  le  continu um  défini  par 
les  conditions 

o  <  J  x  —  a  J  <  R. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  G(z)  est  identiquement  nulle,  la  fonc- 
tion/^), si  on  lui  attribue  la  valeur  P(a  ;  a)  au  point  a,  est  régu- 
lière en  tout  point  intérieur  au  cercle  (G),  même  au  point  a. 
Lorsque  la  fonction  G  (z)  se  réduit  à  un  polynôme  en  z 

kit  -+-  A2z2  -+-  ...  +  A„r", 

le  point  a  est  un  pôle  de  multiplicité  n  de  la  fonction /(a?).  Enfin, 
quand  la  fonction  G  (z)  est  une  fonction  transcendante,  le  point  a 
prend  le  nom  de  point  singulier  essentiel. 

Ainsi  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel  a  d'une  fonction 
f(x)  est  caractérisé  par  l'existence  d'un  polynôme  ou  d'une  fonc- 
tion transcendante  entière  G(z),  s'annulant  pour  z  =  o,  et  telle 
que  la  fonction 

m  -  g  {-- 


x  —  a 


tende  vers  une  limite  quand  x  s'approebe  de  a  indéfiniment  et 
soit  un  fonction  régulière  au  point  a  quand  on  lui  attribue  en  ce 
point  sa  valeur  limite. 

Le  nombre  A,  coefficient  de dans  G  (  ■ )  ioue  un  rôle 

x  —  a  \x  —  al  J 

particulièrement  important  :  on  lui  a  donné  le  nom  de  résidu 
relatif  au  pôle  ou  au  point  essentiel  a.  Son  importance  apparaît  tout 
de  suite  en  observant  que  la  fonction  primitive  def(x),  dans  le  con- 
tinuum  défini  par  les  inégalités  o  <  ]  r  —  n  |  <C  R,  est  la  somme 
d'une  constante  arbitraire,  de  la  série  entière  en  x  —  a,  obtenue  en 
intégrant  terme  à  terme  P  (x,  a  ,  et  de  la  série 

Aj  log(.r  —  a) '  -      —  ...  —  , r,J-" r— v  —  ...  ; 

°  v  '        x  —  a  (n  -  -  i)  (.r  —  fl)'!_1 
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l'intégration  introduit  donc  un  ternie  transcendant  et  un  seul, 
Ai  log(x  —  a),  dont  le  coefficient  est  précisément  Ai  ;  ce  terme  a 
d'ailleurs  besoin  d'être  défini  d'une  fonction  précise  pour  que  la 
fonction  primitive  le  soit  elle-même  ;  les  diverses  déterminations  de 
cette  fonction  diffèrent  d'un  multiple  entier  de  2Ài~î.  Si  le 
résidu  Ai  est  nul,  la  fonction  primitive  est  déterminée  dans  tout 
le  continuum,  dès  qu'on  se  donne  sa  valeur  en  un  point. 
L'intégrale 


fm 


prise  le  long  d'une  courbe  fermée  simple,  située  dans  le  conti- 
nuum, contenant  le  point  a  à  son  intérieur,  et  parcourue  dans  le 
sens  direct  est  égal  à  2  A^?'. 

401.  —  Considérons  une  fonction  f(x)  définie  dans  un  conti- 
nuum (T  ,  sauf  en  un  certain  nombre  fini  de  points  ai,  a*,...,  ap 
et  régulière  en  tout  point  de  (T),  sauf  peut-être  en  ces  points. 

Si  de  l'un  quelconque  de  ces  points,  de  ai,  par  exemple  on 
décrit  un  cercle  assez  petit  pour  être  intérieur  à  (T)  et  pour  laisser 
en  dehors  de  lui  les  points  a*,...,  a^,  le  précédent  théorème 
s'appliquera  à  ce  cercle,  d'où  l'on  conclut  que  le  point  tt;  est  ou  un 
point  régulier,  (auquel  cas  il  faut  attribuer  à  f(x  ,  pour  ce  point, 
sa  valeur  limite)  ou  un  pôle,  ou  un  point  singulier  essentiel;  on 
peut  évidemment  écarter  la  première  hypothèse.  Les  points 
«1,  a2,...,  aP  étant  des  pôles  ou  des  points  singuliers  essentiels,  il 
leur  correspond  respectivement  des  fonctions  entières  polynômes 
ou  fonctions  transcendantes,  </i(z),  g-i(~\...,  telles  que  les  diffé- 
rences 

soient  respectivement  régulières  aux  points  ai,  ai,...;  d'ailleurs  la 

fonction  gi  ( ),  par  exemple,  est  régulière  partout  sauf  au 

point  «i  ;  on  conclut  de  là  bien  aisément  que  la  fonction 
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est  régulière  en  tout  point  de  T   ;  en  d'autres  termes  la  fonction 
f(x)  est  de  la  forme 


\X  Cly  /  \X  ^2/  \^   ~"  " 

en  désignant  par  ©(a?)  une  fonction  régulière  en  tout  point  de  (T). 
Réciproquement  toute  fonction  de  cette  forme  est  régulière  en  tout 
point  de  (T),  sauf  aux  points  olf  a>,..,,  at,  (J). 

Si  (T)  est  le  continuum  intérieur  à  une  courbe  fermée  simple  (F) 
et  si  l'on  suppose,  bien  entendu,  que  la  fonction  f(x)  ait  une 
dérivée  en  tout  point  du  domaine  (F)  -+-  (Y),  sauf  aux  points 
ai,  a-i,...,  aP,  l'intégrale  I  fx  dx,  prise  le  long  de  F),  clans  le 
sens  direct,  est  égale  au  produit  par  i~à  de  la  somme  des  résidus 
relatifs  aux  points  ci\,  a-i,...,  av  :  cela  résulte  évidemment  de  la 
forme  donnée  kf(x),  de  ce  que  l'intégrale  I  o\x)  dx  est  nulle 
et  de  ce  que  l'intégrale 


9i  b— T    &> 


par  exemple,  est  égale  au  produit  de  2Tîi  par  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  z  dans  gi  (z). 

402.  —  On  a  montré  au  n°  349  comment,  sous  certaines  con- 
ditions, une  série  de  la  forme 

«i  (ce)  -+-  u.2(x)  -h  ....  +  un(x)  -h  ... 

dont  les  termes  sont  eux-mêmes  des  séries  entières  en  x,  pouvait 
se  mettre  sous  forme  d'une  série  entière  en  x,  et  l'on  a  annoncé 
que  cette  proposition,  ainsi  que  la  proposition  analogue  relative  à 
un  produit  infini  étaient  susceptibles  d'être  généralisées. 

La  proposition  que  j'ai  en  vue  est  la  suivante. 

Soit  (À)  un  domaine  simple  et  X  le  continuum  intérieur;  si 
les  fonctions  ujx),  u2(x),...,  un(x),...  admettent  des  dérivées  en 
tout  point  du  domaine  (À)  et  si,  dans  ce  domaine,  la  série 

(u)  "i  (x)  +  Uo(x)  ■+-  ...  H-  u„(x)  -h  ... 


(*)   Le  lecteur  rapprochera  cette   proposition  de  celles  qui   font   l'objei   du 
n»  374. 
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est  uniformément  convergente,  la  somme  f(x)  de  cette  série  est 
une  fonction  régulière  en  tout  point  de  (T  ;  ses  dérivées  successives 
sont  les  sommes  respectives  des  séries  obtenues  en  prenant  les 
dérivées  première,  seconde,...  des  termes  de  la  série  (il). 

En  désignant  par  x0  le  point  du  contlnuum  (T)  pour  lequel  on 
veut  prouver  la  proposition  et  en  posant  x  =  x0  -+-  z,  on  rempla- 
cera le  domaine  (À)  et  le  continuum  (T )  par  le  domaine  (À')  et  le 
contlnuum  (Y1)  ;  ce  continuum  contiendra  le  point  z  =  o,  pour 
lequel  on  aura  à  faire  la  démonstration. 

On  peut,  tout  de  suite,  supposer  que  le  continuum  (T)  contient 
le  point  ;  =  o  et  que  c'est  pour  ce  point  qu'on  fait  la  démonstra- 
tion ;  les  fonctions  uY(z),  iu(z),  doivent  alors  être  régulières  en  ce 
point;  je  supposerai  qu'on  a  en  général, 

Hn(z)  =  «o.»  H-  BilB2  +  •••  -+■  up,»:P  ■+■ 

toutes  ces  séries,  d'après  le  n°  397,  sont  absolument  convergentes 
à  l'intérieur  et  sur  la  circonférence  d'un  cercle  décrit  du  point  o 
comme  centre,  situé  tout  entier  à  l'intérieur  de  (T),  et  d'ailleurs 
quelconque;  dans  le  même  domaine  (intérieur  et  circonférence 
du  cercle;,  la  série 

Ui(z)  -+-  Ui(z)  H-  ...  +  ua(z)  -h  ..  , 

dont  la  somme  est /(z),  est  uniformément  convergente;  si  l'on 
désigne  maintenant  par  x  un  point  fixe  intérieur  au  cercle,  la  série 

"i  (z)   +    "j (z)    +  ._,  +  u»(z)    +  mmt 


dont  la  somme  est  -J         ,  est  uniformément  convergente  sur  la 

circonférence  du  cercle;  on  a  donc  (n°  390),  en  supposant  les  inté- 
grales prises  le  long  de  cette  circonférence, 


f.f(z)dz  =  .    fat(z)dz  fati^z  f^ 

J     z  —  x        J     z  —  x         J     .z  —  x  J      z  — 


z)dz 

X 


la  série  qui  constitue  le  second  membre  de  cette  égalité  est  égale, 
terme  à  terme  (n°  395),  à  la  série 

2  ficuj  (.t)  4-  2mai(x)  -+-  ...  -+-  2Ï~a„(x)  -h  ... 

Tannebt   II.   —    IntrO'luetion   à  la  Théorie  îles  fondions  28 
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dont  la  somme  est  i  inf(x)  ;  on  a  donc  finalement 


f(x)  =  ~    f  I^Ldz; 

J  x    J  2  VK  J     z  —  X 


On  a,  au  n°  395,  établi  une  égalité  de  même  forme  en  supposant 
que  la  fonction  f(z)  admettait  des  dérivées  en  tout  point  du  do- 
maine simple  que  bornait  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  prenait 
l'intégrale:  l'égalité  (1),  établie  en  partant  de  la  définition  de  la 
fonction  f(x),  va  nous  permettre  maintenant,  en  renversant  la 
démonstration  du  n°  395,  de  prouver  que  la  fonction  f[x)  est 
régulière  au  point  o  ;  on  a  en  effet,  pour  tout  point  de  la  circonfé- 
rence de  cercle 

Z  X  Z  Z*  Z"~rl 

et  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  encore  une  série 
uniformément  convergente  sur  la  circonférence  du  cercle,  où  l'on 
a  I  z  I  >  x  ;  on  a  donc  (n°  390) 


±rm±=*rm^-'.riL 


Z  .1  VK     J         Z1 


X" 


/(* 


,  dz 

2  m    /    :"t' 


en  supposant  toujours  que  les  intégrales  soient  prises  le  long  de  la 
circonférence  du  cercle  ;  mais  le  premier  membre,  d'après  l'éga- 
lité (1),  est  égal  a  f(x)  :  on  voit  ainsi  que  la  fonction  f(x)  est 
régulière  au  point  o  et,  de  plus,  qu'elle  est  développable  en  une 
série  entière  en  x,  convergente  à  l'intérieur  de  tout  cercle  décrit  du 
point  o  comme  centre  et  intérieur  au  continuum  (Y).  La  fonction 
f(x)  est  donc  bien  régulière  en  tout  point  de  ce  continuum.  La 
valeur  de  sa  dérivée  nième  au  point  o  est  égale  à 


^...n    f /(,) 


2  m 


rtt+l 


dz 


en  vertu  de  l'égalité  (2)  ou  du  n°  397,  l'intégrale  étant  prise  le  long 
de  la  circonférence  d'un  cercle  quelconque,  intérieur  à  (F)  et  décrit 
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du  point  o  comme  centre  ;  or  sur  cette  circonférence,  la  série 

«i  {z)  _,_  «2  (z)    ,  ,ap  (2) 


zn+i     ^    ^+1    -r-   •••   -r    zTl+i    ~r~  ... 

f(z) 

dont  la  somme  est  -^çi ,  est  uniformément  convergente  ;  on  a  donc 
(n°  390) 

f  IAZ)  dz  _   Ç  UM  âz    .      fuM  dz  +        +    f  a^-  dz  + 

les    intégrales   étant    prises    le    long  de   la   circonférence  ;    on   a 
d'ailleurs  (n°  397) 


/ 


"p  (z)  dz 


et  par  suite 


l"    I     ,Si  dz  =  "»■'  +  "".a  +  ...  -h  n-p  H-  ...  ; 

il  est  prouvé  par  là  que  la  série  qui  figure  au  second  membre  est 
convergente  et  que  sa  somme  est  le  coefficient  de  xn  dans  lé  déve- 
loppement de  y  (as).  Tout  ce  que  l'on  avait  annoncé  est  établi. 

Le  théorème  qui  précède  est  dû  à  Weierstrass;  on  voit  qu'il  est 
beaucoup  plus  général  que  la  proposition  à  peu  près  obvie  du 
du  n°  349('\ 

Je  ferai  maintenant  sur  le  mode  de  convergence  de  la  série  (a), 
une  hypothèse  un  peu  plus  restrictive,  qui  implique  d'ailleurs 
(n°  183)  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  cette  série  dans  le 
domaine  (A). 

En  désignant  par 

a.  -f-  a2  -f-  ...  -+-  On  -h  ... 


une  série  convergente  dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  posi- 
tifs, je  supposerai  qu'on  ait  |  un(x)  |  <  an,  pour  toutes  les  valeurs 


(*)  La  démonstration  de  Weierstrass,  qui  est  fort  intéressante,  est  reproduite 
dans  l'introduction  des  Eléments  de  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  de 
MM.  Tannery  et  Molk,  t.  I,  p.  55.  Celle  qui  précède  est  due  à  M.  Painlevé. 
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de  n,  et  pour  chaque  point  x  du  domaine  (A)  (').  Je  suppose  tou- 
jours que  les  fonctions  un(x)  admettent  des  dérivées  en  chacun  de 
ces  points. 

Le  produit  infini 

[i  +  ux{x)]  [1  H-  u.2(x)]  ...  [i  +  u„(sc)]... 

est  alors  une  fonction  de  x  régulière  en  tout  point  de  (F). 

Il  suffira,  comme  tout  à  l'heure  de  supposer  que  le  point  o  soit 
intérieur  à  T)  et  de  faire  la  démonstration  pour  ce  point.  Consi- 
dérons encore  un  cercle,  décrit  du  point  o  comme  centre  et  inté- 
rieur à  (T)  ;  et  désignons  par  (D)  l'ensemble  des  points  qui  appar- 
tiennent à  ce  cercle. 

A  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  n.  on  peut,  en 
désignant  par  a  un  nombre  positif  plus  petit  que  i,  supposer 
J  un  (x)  |  <C  a  et  cela  pour  n'importe  quel  point  x  du  domaine  (D)  ; 
comme  on  peut  évidemment  négliger,  dans  la  démonstration,  les 
premiers  facteurs  du  produit  infini,  rien  n'empêche  de  supposer 
que  l'égalité  précédente  ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  ;  le 
logarithme  principal  de  chaque  facteur  est  alors  déterminé  sans 
ambiguïté  pour  tout  pointa?  de  (D).  De  la  convergence  normale 
de  la  série  (u)  dans  le  domaine  (D),  résulte  immédiatement  la 
convergence  uniforme,  dans  le  même  domaine,  de  la  série 

(3)    lg[i  -h  «i.(œ)]  +  lg[i  -H  Mx)]  +  ...  +  lg'[i  -4-  u„(x)]  +  ... 

qui  est  donc  une  fonction  régulière  de  x  au  point  o;  si  on  désigne 
par  ©  (x)  cette  fonction,  la  fonction  ef{x)  sera  aussi  régulière  au 
même  point  :  or  elle  est  manifestement  égale  au  produit  infini.  On 
obtient  la  dérivée  de  o  (x)  en  prenant  les  dérivées  des  termes  de  la 
série  (3)  ;  on  retrouve  ainsi  la  règle  du  n°  349  pour  obtenir  la  dé- 
rivée logarithmique  d'un  produit  infini. 

(')  M.  Baire,  dans  ses  excellentes  Leçons  sur  les  théories  générales  de  l'Analyse 
(Paris,  Gauthier-Villars),  dit  alors  que  la  série  (h)  converge  normalement  dans  le 
domaine  (A).  Ce  mode  de  convergence,  sur  lequel  Weierstrass  a  appelé  l'atten- 
tion, mérite  assurément  un  nom,  tant  il  est  simple,  naturel  et  fréquent.  C'est 
à  l'exemple  de  M.  Baire  que  je  me  borne  à  ce  cas,  pour  ce  qui  est  des  produits 
infinis. 


NOTE 

SUR  QUELQUES  APPLICATIONS  DE  L'INDICE 
DE  RRONECKER 


Par  M.  Jacques  KADAMARD 


La  démonstration,  d'après  M.  Ames,  du  théorème  de  M.  Jordan 
sur  les  courbes  fermées  sans  point  double  (nos  306,  307;  repose 
sur  la  considération  de  l'ordre  d'un  point  ou,  si  l'on  veut,  sur  la 
considération  d'une  variation  d'argument. 

La  généralisation,  clans  le  cas  où  le  nombre  des  dimensions 
dépasse  deux,  est  fournie  par  l'indice  de  Kronecker.  C'est  là  une 
notion  qui  est  maintenant  classique  ('). 

Elle  a  reçu,  dans  plusieurs  travaux  contemporains,  des  applica- 
tions nouvelles.  Je  me  propose  d'exposer  ici  quelques-unes  d'entre 
elles. 

Tous  les  raisonnements  qui  vont  suivre  se  mettent  aisément  sous 
une  forme  purement  arithmétique,  alors  même  que,  pour  abréger, 
ils  ne  sont  pas  rédigés  immédiatement  sous  cette  forme  :  ils  doivent 
d'ailleurs  satisfaire  à  celte  condition  pour  être  valables  dans  les 
hypothèses  générales  où  nous  nous  plaçons,  qui  ne  font  intervenir 
que  la  continuité  des  fonctions  employées. 


I.  —  LE  THÉORÈME  DE  M.  JORDVN  DA.NS  LE  PLA.N 

1.  —  Je  commencerai  par  revenir  un  instant  sur  la  démonstra- 
tion du  théorème  de  M.  Jordan  dans  le  cas  du  plan  et  je  m'effor- 

(')  Surtout  depuis  le  Traité  d'Analyse  de  M.   Picard   (T.   I,   p.    1 23  ;   T.   II, 
p.  iq3). 
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cerai,  pour  l'une  des  parties  de  ce  théorème,  d'aller  un  peu  plus 
loin  qu'on  n'a  fait  dans  l'introduction  de  la  notion  d'ordre. 
Une  ligne  plane  (')  (C)  étant  définie  par  les  deux  équations 

(i)  x  =  x(t),    y=y{t) 

où  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  continues  de  t  dans 
l'intervalle  [t0,  /t)  ;  cette  courbe  étant  fermée,  c'est-à-dire  telle 
que  l'on  ait 

(2)  x(t0)=x(li),     y(l0)=y(ti); 

et  sans  point  double,  c'est-à-dire  que  les  équations  en  V ,  t" 

x(t')  =  x(t"),    y(t')=y(t") 

n'aient  pas  d'autre  solution,  où  t'  soit  différent  de  t",  que  t'  =  t0, 
f  =  tl  ou  t'  =  U,  t"  =  t0; 

le  théorème  de  M.  Jordan  consiste  en  ce  que  : 

i°  la  courbe  (G)  détermine  dans  le  plan  au  moins  deux  régions 
distinctes  ; 

20  la  courbe  (G)  ne  détermine  que  deux  régions  distinctes. 

Je  m'occuperai  seulement  de  la  première  de  ces  deux  affirma- 
tions (2) . 

2.  —  Je  rappelle  que  l'ordre  d'un  point  P,  non  situé  sur  la 
courbe  (C),  par  rapport  à  cette  courbe  se  définit  au  moyen  de  la 
variation  continue  de  l'argument  du  vecteur  PM,  quand  le  point  M 
décrit  la  courbe  (G). 

Cet  ordre  est  nul  quand  on  peut  mener  par  le  point  P  une 
demi-droite  qui  n'a  aucun  point  commun  avec  (C). 

Il  est  égal  à  ±  1  quand  on  peut  mener  par  le  point  P  une  demi- 
droite  qui  a  un  point  commun  avec  (C)  et  un  seul,  et  telle  que  si 
on  désigne  par  /'  la  valeur  de  /  qui  correspond  à  ce  point,  les  points 
de  (C)  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  /  un  peu  plus  petites 
que  t  et  les  points  de  (G)  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  /  un 


(')  C'est  ce  qu'on  a  appelé  dans  le  texte  un  lien  fermé  simple  (nn  290  *. 
(')  lîlle  a  été  établie  dans  le  texte  sous  la  condition  qu'il  existe  un  vecteur  AH 
que  traverse  la  courbe  (C)  (n°  296;. 
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peu  plus  grandes  que  t'  soient  de  côtés  différents  par  rapport  à  la 
demi-droite. 

3.  — Cela  posé,  nous  allons  constater  l'existence  d'un  point  dont 
l'ordre  est  o  et  celle  d'un  point  dont  l'ordre  est  ±  i. 

Soit  d'abord  y  =  }',  une  parallèle  à  Taxe  des  x  ayant  des  points 
communs  avec  la  courbe.  Soit,  parmi  eux,  Afasi,  )'t)  celui  qui  a  la 
plus  petite  abscisse  ('].  Si  l'on  désigne  par  x[  une  quantité  infé- 
rieure à  £C[,  le  point  A!  [x[,  ji)  est  d'ordre  o,  puisque  la  demi-droite 
qui  part  de  ce  point  dans  la  direction  opposée  à  A/A  n'a  aucun 
point  commun  avec  (G). 

4.  —  Soit  maintenant  |  une  valeur  de  x  comprise,  au  sens  strict 
(c'est-à-dire  égalité  exclue)  entre  xt  et  la  valeur  maxima  de  x  sur 
(G),  de  sorte  que  la  courbe  (G)  coupe  la  droite  x=ç  en  deux  points 
au  moins;  soient  M,  N  les  deux  points  d'intersection  extrêmes, 
c'est-à-dire  qui  ont  respectivement  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
ordonnée  (2),  ou  encore,  les  plus  rapprochés  de  A  ;  j'entends  par  là 
les  points  pour  lesquels  les  valeurs  de  t  sont  les  plus  voisines  inté- 
rieurement et  supérieurement  de  celle  qui  correspond  à  A  (3).  Les 
points  M,  N  divisent  (G)  en  deux  arcs.  J'appellerai  le  premier  d'entre 
eux,  celui  qui  contient  le  point  A.  Dans  l'une  comme  dans  l'autre 
des  définitions  que  je  viens  d'indiquer  pour  M  et  N,  ce  premier  arc 
ne  contient  aucun  point  situé  sur  le  prolongement  du  segment  de 
droite  MN,  soit  que  la  courbe  entière  n'en  contienne  aucun  (ire  défi- 
nition), soit  que  le  premier  arc  MN  n'ait  aucun  point  commun 
avec  la  droite  x  — ~\  en  dehors  de  M,  N  (2rae  définition). 

Menons  par  A  une  droite  ka  qui  coupe  la  droite  x  =  S  en  un 
point  a  situé  entre  M  et  N.  Cette  droite  ka  peut  rencontrer  le  pre- 
mier arc  MN  en  un  seul  point  (le  point  A)  ou  en  plusieurs  ;  soit  B 
celui  de  ces  points  qui  a  la  plus  grande  abscisse  (4). 


(*)  L'ensemble  des  valeurs  de  t  (si  elles  sont  en  nombre  infini)  qui  vérifient 
l'équation  y(t)  =  y\  est  clos;  il  en  est  donc  de  même  des  valeurs  correspon- 
dantes de  x  ;  ce  dernier  ensemble  contient  donc  son  élément  maximum  et  son 
élément  minimum. 

C'£)  Voir  la  note  précédente. 

(3)  Ceci  comporte  une  modification  évidente  si  le  point  qui  correspond  à  t  =  t0 
ou  t  =  ii  est  entre  A  et  M  ou  entre  À  et  N. 

f')  Voir  la  note  (t).. 
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Soit  B'  un  point  de  la  droite  Aa  ayant  une  abscisse  plus  grande 
que  B,  tel  cependant  qu'entre  B  et  B'  il  n'y  ait  pas  de  point  du 
second  arc  MN  (ce  qui  est  possible  ('),  sans  quoi  B  serait  lui-même 
un  point  du  second  arc,  contrairement  à  l'hypothèse). 

Le  point  B'  est  d'ordre  ±  1 . 

Pour  le  voir,  joignons  M  à  N  par  un  chemin  composé  de  deux 
segments  rectilignes  MP,  NQ  empruntés  respectivement  aux  deux 
prolongements  de  MN  et  tels  que  aV  soit  égal  à  aQ,  P  et  Q  étant 
réunis  par  un  demi-cercle  de  centre  a,  situé  à  droite  de  MN,  c'est- 
à-dire  du  côté  où  n'est  pas  A,  et  de  rayon  assez  grand  pour  n'avoir 
aucun  point  commun  avec  le  premier  arc(2).  Ce  nouveau  chemin 
forme  avec  le  premier  arc  MN  une  ligne  fermée  (Ci)  et  avec  le 
second  arc  MN  une  ligne  fermée  (C2)  ;  convenons  de  choisir 
comme  sens  de  parcours  sur  (C)  le  sens  qui  correspond  aux  t 
croissants,  sur  (Ci)  et  sur  (C2)  un  sens  tel  que  le.s  parties 
communes  avec  (C)  soient  parcourues  dans  le  même  sens  qu'elles 
le  sont  sur  (C).  Dans  ces  conditions,  le  chemin  auxiliaire  MPQN 
est  parcouru  en  sens  contraires  sur  (Ci)  et  sur  (C2). 

On  aura  alors,  en  appelant  Q(G)(B'),  0(C])(B'),  Q(C2)  (B')  les  ordres 
de  B'  par  rapport  aux  courbes  fermées  (C),  (Ci),  (Ca) 

Û(C)(B')=Û(Ci)(B')  +  Û(Ci)(B'). 

puisque  les  variations  d'argument  sur  MPQN  se  détruisent.  Or 
0(C2)  (A.)  étant  nul  [pour  la  même  raison  que  Û(C)(A')],  il  en  est  de 
même  de  Û(C,)  (B')  (n°  295),  puisque  l'on  peut  joindre  A  à  B'  par 
un  chemin  qui  n'ait  aucun  point  commun  avec  (C2),  à  savoir  la 
portion  AB  du  premier  arc,  suivie  du  segment  de  droite  BB'. 

D'autre  part  Q(C,)  (B')  est  égal  à  ±  1,  puisque  la  demi-droite  qui 
part  du  point  B'  et  qui  va  dans  la  direction  des  x  croissants  ren- 
contre (C2)  en  un  seul  point  situé  sur  le  demi-cercle,  et  cela  dans 
les  conditions  qui  ont  été  précisées  plus  haut. 

Notre  conclusion  est  donc  démontrée. 


(1)  Voir  encore  la  noie  (')  de  la  page  précédente. 

(2)  Dans  le  second  mode  de  définition  des  points  M,   N,   le   chemin    MPQN 
peut  être  remplacé  par  le  segment  de  droite  MIS',  le  point  IV  étant  entre  H  et  a. 
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II.  —  GÉNliR-VLITÉS  SUR  LES  VARIÉTÉS  ET  LES  SURFACES 

5.  —  Sans  examiner  si  on  peut,  par  une  méthode  analogue,  dé- 
montrer le  théorème  de  M.  Jordan  dans  le  cas  de  plus  de  deux 
dimensions,  nous  allons,  maintenant,  supposer  ce  théorème  dé- 
montré et  cela  en  précisant  même  l'énoncé  d'une  manière  qui  sera 
indiquée  plus  loin. 

Mais  nous  avons  à  définir  ce  que  nous  entendrons  par  surfaces 
dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Pour  cela,  nous  définirons  d'abord  le  tétraédroïde  à  m  dimen- 
sions. 

Nous  appellerons  ainsi  le  lien  (c'est-à-dire,  conformément  à  la 
définition  classique  de  la  géométrie  élémentaire,  l'ensemble)  des 
points  (oîi,...  x,n)  de  cet  espace  qui  vérifient  les  inégalités 

(,  Xt  >  O,  X-,  >  o,...  xm  >  o 
(œi+ii+n.  H-  xm  <  i  ; 

—  ou,  par  extension,  tout  ensemble  se  déduisant  du  premier  par 
une  substitution  linéaire,  non  nécessairement  homogène  (c'est-à- 
dire  avec  l'intervention  possible  de  termes  constants),  à  détermi- 
nant non  nul. 

6.  - —  En  remplaçant  une,  et  une  seule,  des  m  -+-  i  inégalités  (3) 
(ou  s'il  y  a  lieu,  de  celles  qui  leur  correspondent  après  substitution 
par  une  égalité,  à  laquelle  on  continue  à  adjoindre  les  m  inégalités 
restantes  sans  les  modifier,  on  a  une  des  m  -h  i  faces  du  té- 
traédroïde. En  remplaçant  de  même  deux  (et  deux  seulement)  des 
inégalités  en  question  par  des  égalités,  on  a  une  arête  primaire 
(laquelle  est,  par  sa  définition,  commune  à  deux  faces).  On  aura 
de  même,  en  écrivant  trois  égalités  et  m  —  2  inégalités,  une  arête 
secondaire  ;  etc. 

Enfin  un  point  commun  à  m  faces  est  un  sommet.  Si  on  désigne 
par 

(4)  ^,....«8         (i=  1,  a,  •  .m  +  1) 


kh^  INTRODUCTION    A    LA    THEORIE    DES    FONCTIONS 

les  m  -+-  i  sommets,  on  aura,  pour  le  tétraédroïde  (3), 

(b]  J   ^»=i,     W=o         (»==», m;j^i) 

1     J  )  î('"+i)   -_f(m+j)    _  S(-n+,)_0 

7.  —  Un  point  quelconque  d'un  tétraédroïde  peut  être  représenté 
par  les  formules 

t  Wr)  -+-  t  Pli)  _i_        _i_  /    ,   «w-p-« 
(6)     *,=>'    +  '*     t""  +  («=.i,a,....,.n) 

où  tl}  t.2,  ...,  /,„+]  sont  m  -+-  i  nombres  positifs.  C'est  ce  qu'on 
voit  immédiatement  pour  le  tétraédroïde  (3)  et  qu'on  étend  aux 
autres  tétraédroïdes  en  remarquant  que  la  substitution  linéaire  ne 
change  pas  les  relations.  (6). 

8.  —  m  -+-  i  points  quelconques,  dont  les  coordonnées  seront 
données  par  les  formules  (4),  peuvent  d'ailleurs,  comme  on  s'en 
convainc  aisément,  être  considérés  comme  les  sommets  d'un  tétraé- 
droïde, pourvu  que  le  déterminant  A  formé  en  bordant  le  tableau 
(4)  avec  une  colonne  d'unités  soit  différent  de  zéro  :  ce  tétraédroïde 
pourra  être  considéré  comme  représenté  par  les  formules  (6),  les- 
quelles s'écrivent  encore 


(6') 


}  (,  +  i2  +  ...  +  tm+i  =  i. 


ti,  i2,  ...,  tm+l  seront  dits  les  coordonnées  barycentrirjaes  (absolues 
dans  le  cas  des  équations  (6'),  homoijenes  dans  le  cas  (6))  du  point 
(x\,  ...,  xm)  par  rapport  au  tétraédroïde. 

m  des  coordonnées  baiycen  triques  absolues  peuvent  être  consi- 
dérées comme  définissant  un  point.  Si  on  considère,  à  leur  tour, 
ces  m  quantités  /,,  ...,  tm  comme  des  coordonnées  cartésiennes,  ïe 
point  qui  a  ces  coordonnées  décrit  le  tétraédroïde  3  quand  le 
point  (as,,  ...,  x,„)  décrit  le  tétraédroïde  donné. 

Si  le  déterminant  désigné  tout  à  l'heure  par  A  est  nul,  nous  di- 
rons que  les  formules  (6)  ou  (6')  définissent  un  tétraédroïde  (h'>/r- 
nérê. 
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9.  —  Plus  généralement,  les  formules 

h)  v  _  ^■1)  +  -  + W<"i+,) 

tj  -+■  •••  -t-  tmfj 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/_n  >     J'  ti'=.       -r-   ...   -r-  (-m-)-^,  ) 

f         *,-+■„.  +  tm+1  =  I, 

où  l'indice  ï  variera,  non  plus  depuis  i  jusqu'à  m,,  mais  depuis  i 
jusqu'à  n  >  m,  définiront  (l{,  ...,  tm+l  étant  des  variables  posi- 
tives) un  télraédroïde  à  m  dimensions  dans  l'espace  à  n  dimensions, 
pourvu  que  les  déterminants  déduits  du  tableau  rectangulaire 

!!£<<■>,  ...,£<'>,  ij|         (i=J,  ....  m+i) 

ne  soient  pas  tous  nuls  (').  Dans  le  cas  contraire,  on  aura  encore 
affaire  à  un  télraédroïde  dégénéré. 

Le  tétraédroïde  (non  dégénéré)  (7)  pourra  encore  être  regardé 
comme  défini  par  n  —  m  équations  du  premier  degré  (obtenues  en 
éliminant  les  /  entre  les  équations  (7)  ou  (7'))  et  m  -+-  1  inégalités. 

Une  face  du  tétraédroïde  à  m  dimensions  est,  en  ce  sens,  un  té- 
traédroïde à  m  —  1  dimensions  :  la  face  opposée  au  /ème  sommet 
du  tétraédroïde  (4)  est  représentée,  en  effet,  par  les  formules  (6) 
(ou  (6'))  où  l'on  fait  /,-  =  o. 

Une  arête  primaire  d'un  tétraédroïde  à  m  dimensions  est,  de 
même,  un  tétraédroïde  à  m  —  2  dimensions  ;  etc. 

10.  —  Le  tétraédroïde  (3;  peut  être  décomposé  parles  plans 

x,  —  ( i  =  1 ,  2 ,  . . . .  m  ;  k  =  1 ,  2 ,  ...,  p) 

P 

en  parties  convexes  et  celles-ci  peuvent  être,  à  leur  tour,  décom- 
posées en  létraédroïdes  (2)  inférieurs  dans  toutes  leurs  dimensions 

(')  On  peut  aussi  dire  qu'un  tel  télraé'îroïde  se  déduira  du  tétraédroïde  à  m 
dimensions  (3)  en  prenant  pour  les  n  variables  j  des  fonctions  linéaires  des  m 
variables  x  (m  au  moins  de  ces  fonctions  étant  indépendantes^. 

(2)  Un  polyèdre  convexe  de  l'espace  à  m  dimensions  est  l'ensemble  des  points 
de  cet  espace  cpii  vérifient  un  nombre  quelconque  d'inégalités  du  premier 
degré 

d^ar,  +  a^x2  +  .-  +  a£V*m  +  &'W  >  o       (h  =  1,  2,  ...) 

ces  inégalités  étant  susceptibles  d'être  vérifiées  simultanément  au  sens  strict 
(c'est  à- dire  égalité  exclue]  cl  telles  que  |  a»f  I- ,-  ]  x%<  \  ',   ..-.,.  |  x„,  |  soient,  grâce 
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,      I  ,  , 

a  -,  —  par  conséquent,  aussi  petits  qu  on  veut  en  tous  sens  :  cette 

dernière  propriété  s'étend  donc  (par  substitution  linéaire)  à  un  té- 
traédroïde  quelconque. 

11.  —  Cela  posé,  soient  u,,  ...,  um  m  paramètres  tels  que  le 
point  qu'ils  définissent  et  que  nous  appellerons  point  paramétrique, 
décrive  un  tétraédroïde  à  m  dimensions.  Soient  xu  x.lf  ...,  xn  des 
fonctions  continues,  en  nombre  n  >>  m  de.«l5  ...,  um.  Nous  dirons 
que  le  point  (xlf  ...,  x„)  (qui  sera  le  point  proprement  dit)  décrit 
un  élément  m  fois  étendu  dans  l'espace  En  à  n  dimensions. 

Soit  £j  un  tel  élément,  correspondant  à  un  tétraédroïde  T,  décrit 
par  le  point  paramétrique  (a,,  ...,  um).  Soit  s2  un  élément  ana- 
logue, correspondant  à  un  second  tétraédroïde  T.2.  Supposons  que, 
par  l'intermédiaire  d'une  face  fx  de  T,  et  d'une  face  fi  de  T2,  ces 
deux  éléments  soient  liés  de  la  manière  suivante  : 

Les  sommets  de/j  (ou  ceux  de/2)  ayant  été  permutés  au  besoin 
d'une  manière  convenable,  tout  point  paramétrique  de  fi  donne  la 
même  position  du  point  (a^,  ...,  x„)  que  le  point  de  f2  qui 
(moyennant  la  permutation  dont  on  vient  de  parler)  a  les  mêmes 
coordonnées  barycentriques  (1). 

à  elles,  forcément  limités.  Une  face  du  polyèdre  sera  encore  obtenue  en  rem- 
plaçant l'une  de  ces  inégalités  par  l'égalité  correspondante,  pourvu  que  les  iné- 
galités restantes  puissent  encore,  dans  ces  conditions,  être  vérifiées  simultané- 
ment au  sens  strict. 

La  démonstration  du  théorème  :  toid  polyèdre  convexe  de  l'espace  à  m  dimen- 
sions est  décomposable  en  tétraédroïdes  est  aisément  arithmétisable.  On  prendra 
un  point  intérieur  0("/|,  ...,  a,„)  qu'on  joindra  à  chaque  point  [x\,  ...,  x,„)  de 

la  frontière  S  du  polyèdre  par  un  segment  de  droite  I  £,=    '  *"     '  I,  0<J  t  <^-\-x  . 

Lorsque  (xt xm)  décrira  une  face,  le  point  x[  décrira  une   «  pyramide  à 

m  dimensions  »  ;  et  toutes  ces  pyramides,  extérieures  les  unes  aux  autres,  for- 
meront par  leur  ensemble  le  polyèdre  donné  (grâce  à  ce  fait  que  S  est  coupé 
en  un  point  et  un  seul  par  une  demi-droite  quelconque  issue  de  0). 

Le  théorème  étant  supposé  démontré  pour  toute  valeur  de  m  inférieure  à 
celle  qu'on  considère,  on  pourra  décomposer  chaque  face  en  tétraédroïdes  à 
m  —  i  dimensions  :  la  pyramide  correspondante  sera,  du  même  coup,  décom- 
posée en  parties  qui  seront  des  tétraédroïdes  (les  coordonnées  x'L  pouvant  s'ex- 
prirr.er  alors  aisément  sous  la  forme  (Ci)). 

(')  Plus  généralement,  on  pourrait  admettre  entre  les  points  de  f\  et  de  f, 
une  correspondance  parfaite  et  continue  quelconque,  les  points  paramétriques 
qui  fournissent  le  même  point  .t  étant  ceux  qui  se  correspondent  dans  ces  nou- 
velles conditions.  On  démontre  que  ce  cas  un  peu  plus  général  peut  se  rame- 
ner à  celui  qui  est  traité  dans  le  texte. 
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Gonvenons,  s'il  en  est  ainsi,  de  regarder  ces  deux  points  para- 
métriques pris  l'un  sur/,  l'autre  sur  f.2,  et  que  nous  appellerons 
points  accouplés,  comme  identiques  l'un  à  l'autre  (quoique  leurs 
coordonnées  u  soient,  en  général,  différentes).  Les  faces  fi,  fi  se- 
ront, par  conséquent,  elles-mêmes  regardées  comme  n'en  consti- 
tuant qu'une.  Les  éléments  £f,  £2  seront  alors  dits  contigus  suivant 
la  face  commune  unique  qui  correspond  (dans  l'espace  E„)  à  /",  et 
à/2. 

Un  troisième  élément  £3  pourra  être  contigu  à  £2  suivant  une 
face  correspondant  à  une  face/^  de  T2  :  nous  supposerons  celle-ci 
différente  de  f.2  (le  cas  contraire  étant  écarté  dans  tout  ce  qui  va 
suivre).  L'arête  primaire  commune  af.^Jl  donnera  une  arête  com- 
mune à  £,,  £2,  £3,  dont  les  points  seront  les  mêmes  lorsqu'on  les 
déduira  de  l'un  ou  de  l'autre  des  éléments  considérés. 

Plusieurs  éléments  peuvent  de  même  avoir  en  commun  une 
arête  d'ordre  supérieur  (ou  un  sommet  unique\  Mais  il  faut  re- 
marquer qu'un  nombre  quelconque  d'éléments  peuvent  encore 
avoir  en  commun  une  même  arête  primaire. 

12.  —  Considérons  maintenant  un  nombre  fini  quelconque 
d'éléments  m  fois  étendus  de  l'espace  à  n  dimensions  ayant  entre 
eux  des  relations  de  contiguïté  telles  que  nous  venons  de  les  défi- 
nir, mais  de  manière  cependant  qu'une  face  quelconque  de  l'un 
d'entre  eux  ne  lui  soit  commune  qu'avec  (au  plus)  un  seul  autre. 
Nous  aurons  ainsi  une  variété  (finie)  m  fois  étendue  dans  l'espace  à 
n  dimensions  (]). 

Deux  points  paramétriques  accouplés  de  la  face  commune  à 
deux  éléments  contigus  ou,  plus  généralement,  deux  ou  plusieurs 
points  paramétriques  accouplés  d'une  arête  (d'ordre  quelconque) 
commune  à  deux  ou  plusieurs  éléments  (ou,  encore,  un  sommet 
commun  à  deux  ou  plusieurs  éléments)  seront,  conformément  à  ce 
qui  précède,  considérés  comme  ne  donnant  qu'un  point  unique 
(a?n  ...,  xn)  de  notre  variété.  En  toute  autre  circonstance  où  un 
même  point  (x{,  ...,  x„)  de  l'espace  à  n  dimensions  se  trouvera 

(')  Les  variétés  ainsi  définies  sont  celles  que  nous  considérerons  dans  ce  qui 
va  suivre.  La  question  de  savoir  si  on  peut  donner  à  ce  même  mot  des  défini- 
tions plus  générales  est,  bien  entendu,  entièrement  réservée.  Elle  ne  sera  pas 
abordée  ici. 
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plus  d'une  fois  dans  notre  variété  (soit  qu'il  corresponde  à  deux 
points  paramétriques  différents  d'un  même  élément,  ou  à  deux 
points  paramétriques  non  accouplés  d'éléments  différents  (*))  ce 
point  sera  dit  double  ou  multiple,  suivant  qu'il  figurera  deux  fois 
oum>2  fois  (2). 

13.  —  Une  même  variété  peut  d'ailleurs  d'une  infinité  de  ma- 
nières se  représenter  sous  la  forme  qui  vient  d'être  indiquée.  Nous 
ne  considérerons  pas,  en  effet,  deux  variétés  V  et  V  de  l'espèce 
précédente  comme  distinctes  s'il  existe  entre  les  points  paramé- 
triques qui  engendrent  V et  ceux  qui  engendrent  Y'  une  correspon- 
dance parfaite  et  continue  telle  que  tout  point  paramétrique  de  V 
donne  le  même  point  (se,,,  ....  x„)  que  son  correspondant  de  Y'. 
La  continuité  et  la  perfection  dont  nous  venons  de  parler  ne  sont 
supposées  avoir  lieu  que  moyennant  la  convention  faite  précédem- 
ment de  considérer  comme  identiques  les  points  accouplés  (3),  la 
décomposition  de  V  en  éléments  n'étant  d'ailleurs  nullement  sup- 
posée correspondre  à  celle  de  V  et  le  nombre  même  de  ces  élé- 
ments pouvant  être  différent. 


(')  Nous  excluons  en  nous  exprimant  ainsi  le  cas  où  un  élément  serait  con- 
tigu  à  lui-même  (deux  de  ses  faces  étant  accouplées  l'une  à  l'autre).  Si  ce  cas 
se  présentait  (ce  qui  n'est  nullement  impossible),  on  modifierait  aisément  notre 
rédaction  de  manière  à  en  tenir  compte.  Mais  on  peut  aussi  l'écarter  par  une 
subdivision  convenable  (voir  ci-dessous)  de  l'élément  considéré,  ainsi  qu'on 
s'en  assure  sans  difficulté. 

(2)  On  pourrait  avoir  m  =  go  . 

(;i)  Autrement  dit,  la  continuité  signifie  ici  que  : 

i°  A  un  point  paramétrique  d'un  élément  £  et  d'un  seul  de  V  correspond  à 
un  point  appartenant  à  un  élément  z  (et  à  un  seul)  de  V,  les  valeurs  des  u  re- 
latives à  l'un  de  ces  points  sont  fonctions  continues  de  celles  qui  sont  relatives 
à  l'autre  ; 

2°  Si  un  point  paramétrique  P  appartenant  à  un  seul  élément  s  de  V  corres- 
pond à  un  point  P'  commun  à  plusieurs  éléments  z'{,  =',  ...,  e'p  de  V,  et  si  on 
considère  un  second  point  Q  de  s  tel  que  son  correspondant  Q  appartienne  à 
z'.,  par  exemple  (tout  en  pouvant  être  commun  à  z[  et  à  un  ou  plusieurs  des 
autres  éléments  e.L  ...,  z'p),  les  valeurs  des  u  qui  correspondent  à  Q'  dans  z[  sont 
fonctions  continues  de  celles  qui  correspondent  à  Q  ; 

3°  On  a  des  énoncés  analogues  pour  le  cas  où  un  point  commun  à  plusieurs 
éléments  de  V  correspondrait  à  un  point  pris  dans  un  seul  élément  de  V,  et 
pour  le  cas  tout  à  fait  général  où  un  point  commun  à  plusieurs  éléments 
E|,  —  -,,  de  V  correspondrait  à  un  point  commun  à  plusieurs  élénu  nN 
e'„  ...,  *'■  deV. 
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Si  les  deux  variétés  sont  sans  points  multiples,  il  suffira  pour 
cela  que  chaque  point  de  W  soit  aussi  un  point  de  V  et  inverse- 
ment. 

En  particulier,  nous  ne  changeons  pas  une  variété  en  subdivi- 
sant un  ou  plusieurs  des  tétraédroïdes  qui  correspondent  à  ses  di- 
vers éléments  en  tétraédroïdes  partiels,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué 
plus  haut  (n°  10). 

14.  —  Ajoutons  qu'on  peut  avoir  à  considérer  deux  variétés 
V  et  V  m  fois  étendues  entre  les  points  paramétriques  desquelles 
existe  une  correspondance  de  l'espèce  mentionnée  dans  ce  numéro, 
mais  sans  que  les  valeurs  des  a?  soient  les  mêmes  aux  points  corres- 
pondants, ni  même  que  l'entier  n  soit  le  même  pour  V  et  pour  V. 
Deux  variétés  de  cette  espèce  sont  dites  homéomorphes  et  l'étude 
des  propriétés  qui  leur  sont  communes  constitue  VAnalysis  silus. 

15.  —  Aux  changements  de  représentation  paramétrique  dont 
nous  venons  d'indiquer  la  possibilité  se  rattache  une  hypothèse 
supplémentaire  que  l'on  fait  en  général  —  et  que  nous  ferons  dans 
ce  qui  va  suivre —  sur  les  variétés  V  envisagées. 

Quel  que  soit  P  pris  sur  \ ,  on  admet  que,  parmi  les  diverses 
décompositions  de  V  en  éléments  que  l'on  peut  effectuer  conformé- 
ment à  la  conception  précédente,  il  en  existe  au  moins  une  dans 
laquelle  P  n'appartient  qu'à  un  seul  élément. 

Cette  hypothèse  est  distincte  des  précédentes  :  certaines  variétés 
admissibles  sans  elles  sont  exclues  par  son  intervention  (1). 


Ç)  C'est,  par  exemple,  ce  qui  arrive  pour  le  volume  du  cône  ayant  pour  base 
une  couronne  circulaire.  Un  tel  volume  est  décomposable  en  parties  ayant 
chacune  une  correspondance  parfaite  et  continue  avec  un  tétraèdre;  mais  le 
sommet  du  cône  doit  être  commun  à  deux  au  moins  de  ces  parties. 

Soit  encore  le  tore  représenté  par  les  équations 

x  =  cos  ^  (r  -f-  a  cos  cp)  ,  y  =  sin  à  (r  -f-  a  cos  cp)  ,  z  =  a  sin  cp, 

où  cp  et  <b  sont  considérés  (mod.  2  k).  Déduisons-en  la  variété  trois  fois  étendue 
de  l'espace  à  quatre  dimensions 

xl  =  t  cos  i|/  [r  -f-  a  cos  cp),  cr2  —  '  sin  4"  ('"  ~T"  a  cos  p)  1  xi  ==:  'a  s'n  '■?  j  a'4  ==  '  cos  ?> 

t  variant  de  zéro  à  1.  Cette  variété  est  également  décomposable  en  éléments, 
mais  le  point  Xi  =  x-i  =  0*3  =  X;  =  o  appartient  forcément  à  plusieurs  d'entre 
eux. 
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16.  —  La  variété  V  sera  d'un  seul  tenant,  si  on  peut  passer 
d'un  élément  quelconque  à  un  autre  également  quelconque  par 
une  chaîne  d'éléments  dont  chacun  est  contigu  au  précédent  sui- 
vant une  face. 

Elle  est  fermée  si  toute  face  est  commune  à  deux  éléments.  Dans 
le  cas  contraire,  l'ensemble  des  faces  n'appartenant  chacune  qu'à 
un  seul  élément  constitue  la  frontière  S  de  V. 

Cette  frontière,  qui  est  une  variété  m  —  i  fois  étendue  peut 
n'être  pas  d'un  seul  tenant  ;  mais  elle  est  nécessairement  fermée, 
comme  on  s'en  assure  aisément  (1). 

17.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  l'ordre  dans  lequel  étaient  ran- 
gées les  coordonnées  du  point  paramétrique  dans  chaque  élément, 
—  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'ordre  dans  lequel  étaient  rangés 
les  sommets  du  tétraédroïde  correspondant  —  restait  indifférent. 

Convenons  maintenant  de  faire  intervenir  cet  ordre,  mais  seule- 
ment dans  la  mesure  suivante  : 

Nous  partagerons  les  (m  -+- 1)  !  permutations  auxquelles  on  arrive 
en  rangeant  de  toutes  les  manières  possibles  les  (m  -+-  i)  sommets 
du  tétraédroïde  en  deux  classes  suivant  la  méthode  employée  dans  la 
théorie  des  déterminants,  autrement  dit,  en  mettant  dans  la  même 
classe  toutes  celles  qui  sont  telles  que  le  passage  des  unes  aux 
autres  soit  une  permutation  alternée. 

Nous  ne  choisirons  pas  entre  les  permutations  d'une  même 
classe  ;  mais  nous  choisirons  entre  les  deux  classes  et  ce  choix  sera 
ce  que  nous  appellerons  orienter  le  tétraédroïde. 

Nous  ne  diminuerons  d'ailleurs  pas  la  généralité  en  supposant 
que  la  classe  choisie  est  la  première  (c'est-à-dire  comprend  l'ordre 
naturel)  et  c'est  ce  que  nous  admettrons  dorénavant. 

A  une  orientation  déterminée  du  tétraédroïde  T,  correspond 
évidemment  une  orientation  déterminée  pour  chaque  face,  qui 
sera  dite  en  résulter  :   on  l'obtient  en  rangeant  les  m  sommets  de 


(*)  Les  éléments  /  de  S  étant  des  faces  de  V,  les  faces  a  de  S  sont  des  arêtes 
primaires  de  V.  Si  l'une  de  celles-ci  n'appartient  qu'à  un  seul  élément  de  V, 
les  deux  faces  qui  comprennent  a  font  partie  de  S  et  sont  conliguës.  Si  elle  est 
commune  à  une  série  d'éléments  conligus  les  uns  aux  autres  (et  dont  le  dernier 
n'est  pas  contigu  au  premier,  du  moment  que  a  est  frontière',  les  deux  faces 
extérieures  des  éléments  extrêmes  font  partie  de  S  et  sont  conliguës  suivant  a. 
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cette  face  dans  un  ordre  tel  que,  en  les  faisant  précéder  du  som- 
met opposé,  on  ait,  entre  les  [m  -+-  i)  sommets  de  ï,  une  permu- 
tation de  la  première  classe.  Nous  dirons  que  cette  orientation  est 
celle  qui  résulte,  pour  la  face  considérée,  de  celle  du  tétraèdre. 

Deux  éléments  d'une  variété  V  étant  contigus  suivant  une  face, 
nous  dirons  que  les  orientations  de  ces  deux  éléments  concordent 
si  (au  sens  qui  vient  d'être  expliqué)  elles  n'entraînent  pas  la 
même  orientation  pour  la  face  commune. 

18.  —  Après  avoir  orienté  d'une  manière  arbitraire  un  des  élé- 
ments de  V,  choisissons  les  orientations  des  éléments  contigus  à 
celui-là  de  manière  à  ce  qu'elles  concordent  avec  la  première,  puis 
opérons  de  même  pour  les  éléments  contigus  à  ceux  dont  l'orienta- 
tion vient  d'être  déterminée;  et  ainsi  de  suite.  Si  V  est  d'un  seul 
tenant,  nous  arriverons  à  orienter  ainsi  chaque  élément  de  V. 

Comme  il  existe,  en  général,  plusieurs  moyens  de  passer  d'un 
élément  à  un  autre  par  l'intermédiaire  d'éléments  contigus,  il  se 
pourra  que  des  orientations  obtenues  diffèrent  suivant  le  mode  de 
passage  adopté.  Dans  ce  cas,  Y  est  dite  unilatère.  Si,  au  contraire, 
on  ne  rencontre  jamais  une  telle  contradiction,  la  variété  est  dite 
bilatère. 

Nous  supposons  dorénavant  notre  variété  Y  bilatère  et  orientée 
de  manière  à  ce  que  les  orientations  de  tous  les  éléments  concor- 
dent. Ceci  n'est  possible  que  de  deux  manières  différentes  (si  V  est 
d'un  seul  tenant). 

19.  —  Nous  appellerons  enfin  volume  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions une  variété  n  fois  étendue  de  cet  espace,  supposée  sans  point 
double. 

Nous  appellerons  surface  dans  l'espace  à  n  dimensions,  une 
variété  n  —  ï  fois  étendue  de  cet  espace. 

20.  —  La  notion  de  l'intégrale  multiple,  ainsi  que  sa  réduction  à 
des  intégrales  simples  et  les  changements  de  variables  que  l'on  peut 
effectuer  sur  elle,  peuvent  également  s'exposer  sous  forme  entière- 
ment arithmétique.  Je  supposerai  ces  propriétés  établies  (J). 

(')  Leur  démonstration  pourrait  présenter  quelque  difficulté  pour  les  do- 
maines les  plus  généraux.  Mais,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  domaine  d'intégra- 
tion   sera    toujours   soit   un    tétraédroïde,    soit   le   volume   compris  entre  deux 
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On  peut,  dès  lors,  en  déduire  la  formule  de  Green.  Je  me 
contenterai  également,  pour  plus  de  rapidité,  d'énoncer  cette  for- 
mule qu'il  est  aisé  de  démontrer  en  suivant  la  voie  classique. 

Soient,  dans  l'espace  à  m  dimensions  lieu  du  point  (xi,...  xm), 
un  volume  V  limité  par  une  surface  frontière  S  et,  dans  ce 
volume,  m  fonctions  tj*i,...  à»,  de  Xi,  Xi,...  xm,  fonctions  conti- 
tinues  et  admettant  des  dérivées  du  premier  ordre  intégrables.  Sur 
un  élément  de  S,  la  position  d'un  point  sera  définie  par  m —  i 
coordonnées  vi}  v-2,...  v,„-i,  par  exemple  m  —  i  des  coordonnées 
barvcen triques  du  point  paramétrique  par  rapport  au  tétraédroïde 
qu'il  décrit.  Mous  supposerons  ces  coordonnées  rangées  dons  un 
ordre  tel  que  le  déterminant 


(8) 


«1 

a.2 

...         «,„ 

i\Tj 

ÏXi 

cxm 
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ôiîj 

îl\ 

ôa?! 

iiXi 

Û«E«j 

LVm  —  1 

ÔUin-i 

^vm~l 

soit  positif  toutes  les  fois  que  la  direction  («i,...  am)  est  dirigée 
(au  point  considéré)  vers  l'intérieur  de  V.  Alors  on  aura 


dx. 


b^2 

dx* 


*$2 

dx, 


éoCi  ...  dx,, 


(9) 


-I 


dvv 


dxi 


bxri 
dv, 


dx„ 


b'um_,        ivm-i  I 


dvi  ...  dvm^, 


Dans  cette  formule,   l'intégrale  muvle  du  premier  membre  est 
étendue  au  volume  Y  ;   l'intégrale  (m —  i.)M*ie  du  second  mem- 


tétraédroïdes  dont  l'un  est  intérieur  à  l'autre  (volume  qui  peut  d'ailleurs  être 
lui-même  décomposé  en  tétïaédroïdes). 

La  formule  du  changement  de  variables  n'aura,  dans  ces  conditions,  à  être 
établie  que  pour  les  changements  de  variables  linéaires. 
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bre  est  étendue  à  tous  les  éléments  de  S.  les  v  étant,  dans  chacun 
d'eux,  des  coordonnées  rangées  d'après  la  règle  qui  vient  d'être 
expliquée. 

21.  —  Dans  le  cas  où  V  est  un  tétraédroïde  de  sommets 


.(/£) 


[k  =  i ,  2 , . . . ,  m  -+-  t  '; 


la  règle  en  question  peut  se  formuler  de  la  manière  suivante  : 

Convenons  de  dire  que  l'orientation  du  tétraédroïde  V  est  con- 
forme à  celle  du  système  de  coordonnées  Xi,...  xm  si  le  détermi- 
nant À  considéré  plus  haut,  savoir 


S'il 

x^j 


X 


(>»+i) 


v("'+i 


est  positif. 

Supposons  cette  condition  vérifiée. 

Alors,  sur  chaque  face  de  V,  les  coordonnées  v  supposées  fonc- 
tions linéaires  de  x  (par  exemple,  m  —  i  des  coordonnées  bary- 
centiïques  absolues)  devront  être,  pour  obéir  à  la  règle  dont  il 
s'agit,  rangées  dans  un  ordre  tel  que  leur  orientation  soit  conforme 
à  celle  qui,  pour  la  face  en  question,  résulte  (n°  17  de  celle 
de  V  lui-même.  Par  exemple,  sur  la  face  opposée  au  sommet 
d'indice  i ,  on  devra  avoir 


10' 


»<?,'.. 


U(8) 


(»'+)) 


(2) 
m  —  1 

(3) 
m  —  ] 


y("'+l)    i 
u  m—  i      l    I 


>o. 


u^L'i  étant  les  valeurs  des  u  au  sommet  d'indice  /v. 


22.  —  Un  cas  particulier  de  ce  que  nous  venons  de  dire  est  le 
suivant  :  Si  une  parallèle  à  l'axe  des  Xi  (c'est-à-dire  une  droite 
dont  les  équations  sont  x->  =  G'6...,  xm  =  C'°)  rencontre  une  face  F 
d'un  tétraédroïde  T  de  manière  à  ce  que  Xi  soit  croissant  lorsqu'on 
passe  de  l'extérieur  à  l'intérieur  de  T  en  traversant  cette  face, 
l'orientation  de  celle-ci,  telle  qu'elle  résulte  de  celle  de  T,  est  con- 
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forme  ou  non  à  celle  du  système  de  coordonnées  x-2,...  xm  suivant 
que  l'orientation  de  T  lui-même  est  conforme  ou  non  à  celle  du 
système  de  coordonnées  X\,  x2,...  x,„. 

L'inverse  a  lieu  si  Xi  est  croissant  lorsqu'on  passe  de  l'intérieur 
à  l'extérieur. 

C'est  ce  que  l'on  obtient,  la  face  F  étant  opposée  au  sommet  d'in- 
dice i  (comme  on  peut  le  supposer  moyennant  une  permutation  de 
première  classe  entre  les  sommets),  en  faisant  Vi  =  x->,  v%  =  £c3,... 
Vm-i  =  x,„  dans  le  déterminant  (  io')  ;  a.t  =  ±  i,  a^  =  . . .  =  am  =  o 
clans  le  déterminant  (8). 


III.  ORDRE  D'UN  POINT  PAR  RAPPORT  A  UNE  SURFACE 


23.  —  Ces  préliminaires  posés,  nous  pouvons  définir  l'ordre 
d'un  point  par  rapport  à  une  surface  fermée  S  de  l'espace  En  à  n 
dimensions. 

Soit  une  telle  surface  définie  comme  il  a  été  indiqué  dans  ce  qui 
précède  (présentant  d'ailleurs  ou  non  des  points  doubles).  Suppo- 
sons provisoirement  que,  dans  chaque  élément,  les  coordonnées 
Xi,..,  xn  de  l'espace  En  admettent,  par  rapport  aux.  paramètres 
iii,...  un-i,  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues.  Dans 
le  passage  d'un  élément  à  un  autre  contigu,  les  x  ne  seront,  au 
contraire,  assujettis  qu'à  être  continus  :  ceci,  d'ailleurs,  entraîne 
visiblement  l'existence  et  la  continuité  des   dérivées  (premières) 


des    x    par    rapport    aux    paramètres    v    (n°    20) 
commune  à  ces  deux  éléments. 


sur    la    h 


Considérons  alors  l'intégrale 


a-,     . 

•  ■     xn 

ba?! 

i>oc„ 

()«! 

ÔK, 

_ÎX!_ 

brr„ 

ùu, 


du. 


du„_  | 


étendue  à  toute  la  surface  S  et  dans  laquelle  r  désigne  la  quantité 
positive 


r  ==  \  x(  + 
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pendant  que  ult...  «n_j  sont,  clans  chaque  élément,  les  coordonnées 
du  point  paramétrique,  rangées  (n°  21)  conformément  à  l'orien- 
tation de  l'élément  ('). 

Cette  intégrale  a  un  sens  du  moment  que  l'origine  des  coor- 
données dans  E„  n'appartient  pas  à  S.  On  constate  immédiatement 
qu'elle  ne  change  pas  de  valeur  : 

a)  lorsqu'on  multiplie  a?l5...  x„  par  une  même  quantité  posi- 
tive /,  constante  ou  variable  avec  les  a  (pourvu  quelle  soit  continue 
et  dérivable  dans  les  mêmes  conditions  que  les  x  eux-mêmes)  ; 

6)  lorsqu'on  effectue  sur  les  x  n'importe  qu'elle  substitution 
orthogonale  à  coefficients  constants  et  à  déterminant  égal  à+i. 

Soient,  de  plus,  S  et  S'  deux  surfaces  fermées,  ayant  un  certain 
nombre  d'éléments  communs.  Supposons-les  bilatères  et  orientées 
de  manière  que  l'orientation  de  chacun  des  éléments  communs  en 
question  soit,  dans  S,  inverse  de  ce  qu'elle  est  dans  S'.  Alors,  si  on 
forme  une  nouvelle  surface  (évidemment  fermée  et  bilatère  comme 
les  premières)  en  supprimant  ces  éléments  communs  et  réunissant 
les  éléments  restants  —  surface  que  nous  nommerons  la  résultante 
de  S  et  de  S'  —  l'intégrale  (n)  prise  sur  cette  résultante  sera  la 
somme  des  intégrales  relatives  aux  surfaces  composantes  S  et  S'. 
Ceci  est  une  conséquence  évidente  de  la  forme  de  cette  inté- 
grale. 

24.  —  La  propriété  fondamentale  de  l'intégrale  (n),  lorsqu'on 
l'étend  à  une  surface  fermée,  est  la  suivante  : 
On  a 

(12)  I  =  w  .  K„ 

où  K„  est  une  constante  numérique,  dépendant  de  n  seul  (2),  et  w 
un  entier  (positif,  nul  ou  négatif). 

Pour  l'établir,  nous  supposerons  la  démonstration  faite  pour 
toute  valeur  de  n  inférieure  à  celle  que  l'on  considère. 

Nous  poserons  ensuite 


\/x\ 


(')  C'est-à-dire  à  celle  du  tétraédroïde  qui  lui  donne  naissance. 

(2)  Kn  n'est  autre  que  la  surface  de  la  sphère  dans  l'espace  à  n  dimensions. 
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et  nous  désignerons  par  0  l'angle  défini  par  les  deux  équations 
concordantes 

cos  0  =  ~ ,       sin  0  =  r°  , 
r  r 

cet  angle  étant  supposé  compris  entre  o  et  tc  (ce  qui  est  possible, 
puisque  son  sinus  est  positif).  La  différentielle  de  6  est  liée  à  celles 
des  x  par  la  relation 

_    .     9   .g r^dxi  —  Xj  (x-j,dx.2  -h  ...  -h  xndxn) 

-  r& 

ce  qui  permet  de  mettre  la  quantité  sous  le  signe  i  ••-  I  dans  I 
sous  la  forme 


X{ A; 

à      dUk      «i 


o 

x2 

"En 

ô0 

bx2 

àXn 

dU1 

ôllj 

dll  , 

,   3N             sinn~20 
(i3)      — 

r0 

ô«2 

d«2 

dll2 

du2 

—  ~ 

sin"-20 

v.U— 1 

'0 

ô0 

dxs 

dx» 

ô«n_i 

àlln-l 

ô«n_! 

où,  par  exemple, 

(i3') 

A21 

— 

D(ar3.  .- 
rv„ 

œ„) 

Soit  alors  F  (6)  -+-  h  (h  étant  une  constante  arbitraire)  la  primi- 
tive de  sin"-2  6,  autrement  dit  soit 

F'(G)  =  sin»"2  0  ; 

la  quantité  (i3)  pourra  s'écrire 


(i4) 
avec 


w, 


ôi 


dU.  ô«0 


<lk  =  [F(6)  +  /,]  (  J^  À„  t  -f-  ^  A3  ,  H-  ...  -h  -fe  , 


!-•" —  1  "    rc.fc 
v'0  'o  'O 

L'ensemble  des  termes  de  (i/j)  qui  ne  figurent  pas  dans  (i3), 
savoir 

est,  en  effet,  nul    l'indice  i  variant  de  i  h  n  ;  h,  de  i  à  n  —  i). 
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C'est  ce  qui  résulte  de  l'identité,  facile  à  vérifier  (■)  pour  n 
fonctions  Vlérivables)  quelconques  X2,  X^,  ...  X„  de  x2,  ...  xn 


àU. 


(A,,,  X2  h-  Av  X3 


+  A„.!  X, 


H- 


,)  H-  —  (A2>2X2  h-  A3,2X3  ...) 

OH., 
A-2,n-l  X2  -t-  ...) 


en  y  faisant  Xs 

ii  5) 


ôX3 
dx3 

,.n—  1 


aX„\  D(x2,  ...,  ag„) 


et  observant  que  l'on  a 


ô 

àX. 


d 


La  forme  (i4)  donnée  à  l'élément  d'intégration  permet  de  lui 
appliquer  la  formule  de  Green,  tant  que  les  fonctions  dt  seront  con- 
tinues :  nous  aurons  sous  cette  réserve,  et  en  transformant  le  ré- 
sultat par  le  théorème  connu  sur  la  multiplication  des  déter- 
minants, 


(16)     I 


'F(b)  +  h 


dX, 


ex.. 


bx„ 

bVn_ 


dv.dv* ...  dv„_o, 


dV„_.2  àVn_2 

La  sommation  2l  est  ici  relative  à  toutes  les  faces  de  tous  les  élé- 
ments de  S.  Les  coordonnées  v  doivent  être,  sur  chacune  de  ces 
faces,  formées  et  rangées  comme  il  a  été  expliqué  aux  nos  20,  21, 
l'orientation  de  chaque  face  résultant  de  celle  de  l'élément  auquel 
elle  est  empruntée. 

Puisque  la  surface  S  est  fermée,  chaque  face  figure  ainsi  deux 
fois  et  (d'après  les  hypothèses  et  les  conventions  précédentes) 
avec  des  orientations  inverses  dans  les  deux  cas. 

Donc  les  deux  termes  relatifs  à  cette  face,  dans  l'expression  (16), 
doivent  se  détruire,  si  du  moins  le  nombre  h  a  la  même  valeur  de 
part  et  d'autre. 

(*)  Cette  identité,  où  les  AJ)t  sont  les  quantités  définies  par  (i3),  (i3'),  est 
bien  connue  pour  le  cas  de  X2,  ...,  \„  constants  :  elle  intervient  dans  la 
théorie  du  multiplicateur  fvoir  Jordan,  (ioursat,  etc.,  Traites  d'Analyse). 
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25.  —  Mais  tout  ceci  est  surbordormé  à  la  légitimité  de  la  for- 
mule (16).  Celle-ci  n'est  établie,  quant  à  présent,  que  si  7'0  ne 
devient  jamais  nul,  c'est-à-dire  si  la  droite 

(i-j  x2  =  ...  =  xn  =  o 

ne  coupe  pas  S. 

Dans  ce  cas,  en  faisant  h  =  o  dans  tous  les  éléments,  on  voit 
que  I  est  nul. 

Plus  généralement,  l'intégrale  (n)  est  nulle  si  l'on  peut  mener 
par  l'origine  une  droite  quelconque  D  qui  n'ait  aucun  point  commun 
avec  S. 

Car,  moyennant  une  transformation  orthogonale  qui  ne  change 
pas  I,  nous  pourrons  ramener  D  à  être  l'axe  des  xt,  c'est-à-dire  à 
être  représentée  par  les  équations  (17). 


25  bis.  —  Abandonnant  ce  premier  cas,  nous  allons  néanmoins 
commencer  par  faire  certaines  hypothèses  particulières. 

Nous  supposerons  d'abord  qu'aucune  droite  issue  de  l'origine 
ne  coupe  un  même  élément  de  S  en  des  points  situés  de  part  et 
d'autre  de  l'origine.  Cette  première  hypothèse  ne  diminue  pas  la 
généralité  :  il  suffit,  pour  la  vérifier,  de  rendre,  par  subdivision,  s'il 
y  a  lieu,  les  éléments  assez  petits  pour  que  la  distance  de  deux 
points  d'un  même  élément  soit  toujours  inférieure  au  double  de  la 
distance  minima  de  l'origine  à  S,  ce  qui  est  possible  en  vertu  de 
la  continuité  des  x. 

Nous  supposerons  ensuite  l'existence  d'une  droite  D  dont 
l'intersection  avec  la  surface  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

D  ne  rencontre  aucune  face. 

Tout  élément  rencontré  par  D  est  tel  que  les  x  y  soient  des 
fonctions  linéaires  (en  général  non  homogènes)  des  u.  Il  n'est 
d'ailleurs  rencontré  par  D  qu'en  un  point  unique  ('). 

Un  tel  élément  est  évidemment  lui-même  (et  non  plus  seule- 
ment dans  sa  représentation  paramétrique)  un  tétraédroïde,  le- 
quel pourra  toutefois  être  dégénéré. 

Les   conditions  que  nous  venons  d'énumérer  sont,  en  parlicu- 


(,|)  Ces   suppositions   n'ont   rien  d'essentiel.  Elles  ont    seulement   pour    but 
d'éviter  certaines  complications  du  cas  général. 
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lier,  vendables  si,  dans  loal  élément  de  S,  les  x  sont  linéaires  par 
rapport  aux  a,  auquel  cas  S  est  dite  une  surface  polyédrale 
fermée  ('). 

On  peut  même  assujettir  D  à  être  aussi  voisine  qu'on  le  veut 
d'une  droite  arbitrairement  donnée  D0  passant  par  l'origine. 

26.  —  Nous  admettrons,  comme  tout  à  l'heure,  que  D  n'est 
autre  que  l'axe  des  xt,  lieu  des  points  où  rQ  est  nul.  Sur  cette 
droite,  6  sera  égal  à  zéro  ou  à  71,  suivant  le  signe  de  xx. 

D'après  cela,  les  éléments  S  pourront  être  divisés  en  trois  caté- 
gories : 

i°  Ceux  sur  lesquels  $  ne  devient  égal  ni  à  o  ni  à  tt.  La  valeur 
correspondante  de  h  sera  prise  égale  à  zéro; 

2"  Ceux  où  l'on  aura  (une  fois  et  une  seulej  $  =  o  (de  sorte 
qu'on  ne  pourra  pas  avoir  Q=  x).  Nous  prendrons  alors  h  = — F(o)  ; 

3"  Ceux  où  l'on  aura  (une  fois  et  une  seule)  5  =  it.  Nous  pren- 
drons alors  h  =  —  F  (7:). 

Moyennant  ce  choix  de  h,  la  formule  (16)  est  valable  même  si 
S  contient  des  éléments  de  deuxième  ou  troisième  catégorie,  bien 
qu'alors  les  fonctions  ij»  cessent  d'être  continues. 

Pour  le  démontrer,  supposons,  par  exemple,  que  tous  les  élé- 
ments soient  de  première  catégorie,  sauf  un  seul  sl  qui  sera  de 
deuxième;  e,  contiendra  donc  un  point  P,  tel  que 

x3  =.:.==  xn  =  o,       x1  >>  o. 

Soit  (u\,  ...,  u£_,)  le  point  paramétrique  auquel  correspond  P,, 
lequel  est  intérieur  au  tétraédroïde  T,  qui  donne  naissance  à  s,.  La 
formule  de  Green  sera  assurément  applicable  si,  de  ïl5  on  re- 
tranche  l'intérieur  d'un   tétraédroïde  t,   contenant  également    (à 


(')  Si  les  x  sont  linéaires  par  rapport  aux  u,  le  fait  que  D  rencontre  une 
face  ou  celui  qu'elle  a  plus  d'un  point  commun  (et,  par  conséquent,  une 
infinité  de  points  communs)  avec  un  élément,  s'exprime  par  une  équation 
linéaire  non  identique  (ou  quelquefois  plusieurs  équations)  de  la  forme 

A,^  +  ...  +  An?n=  o, 

£p  ...,  £n  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  et  les  À 
des  constantes  non  toutes  nulles. 

On  peut  toujours  choisir  les  \  (même  au  voisinage  de  quantités  données)  de 
manière  à  ne  vérifier  aucune  des  relations  ainsi  écrites. 
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son  intérieur)  le  point  paramétrique  (aj,  ...).  On  pourra  donc 
écrire  la  formule  (16)  si  l'on  admet  : 

i°  que  l'intégrale  I  n'est  pas  étendue  à  toute  la  surface  S,  mais 
seulement  à  la  surface  (ouverte)  S'  qu'on  déduit  de  S  en  en  suppri- 
mant la  partie  de  s,  qui  correspond  à  Ti  ; 

2°  que,  dans  l'intégrale  n  —  2uPlc  du  second  membre,  on  doit 
rajouter  des  termes  correspondant  à  la  frontière  de  zx  (chacun  de 
ces  termes  ne  figurant  qu'une  fois,  contrairement  à  ceux  qui  cor- 
respondent aux  faces  de  S). 

Soit  i  l'ensemble  des  termes  en  question,  je  vais  démontrer  que 
i  tend  vers  zéro  lorsque  le  tétraédroïde  t,  tend  vers  zéro  dans  toutes 
ses  dimensions  sans  cesser  de  renfermer  le  point  Pj, 

Remarquons,  en  effet,  qu'une  demi-droite  quelconque  issue  du 
point  paramétrique  (mJ,  ...)  coupe  en  un  poiut  unique  la  frontière 
de  chacun  des  tétraédroïdes  T\  et  t,.  Dans  l'espace  E,„  ces  points 
donneront  des  points  de  ex  en  ligne  droite  avec  Px  et  qui,  puisque 
les  n  —  i  dernières  coordonnées  de  Pj  sont  nulles,  se  déduiront 
l'une  de  l'autre  en  multipliant  chacune  des  coordonnées  en  ques- 
tion par  un  même  facteur  positif.  Il  en  résulte,  d'après  ce  qui  a 
été  vu  plus  haut,  que,  si  l'on  fait  abstraction  du  facteur  [F (6)  ■+-  h], 
les  éléments  d'intégrales  correspondants  sur  la  frontière  de  T,  et 
sur  celles  de  Tj  seront  identiques  ;  car  (le  facteur  [F  ($)  H-  h]  tou- 
jours mis  à  part)  l'intégrale  du  second  membre  est  de  même 
iorme  que  I  avec  le  simple  changement  de  n  en  n  —  i. 

Or,  l'intégrale  relative  à  la  frontière  de  1\  a  un  sens  même 
lorsque  l'on  remplace  chacun  de  ses  éléments  par  sa  valeur  abso- 
lue. Soit  I0  la  valeur  obtenue  dans  ces  conditions.  On  aura 

\i\   <  Io* 

a  désignant  le  maximum  de  |  F  (5)  +  h\,  c'est-à-dire  de 
i  F  [0)  —  F(o)  |,  sur  la  frontière  de  t,.  Or,  ce  maximum  tend  vers 
zéro  avec  les  dimensions  de  r,  puisque  Q  est  égal  à  o  en  P,. 

Donc,  moyennant  le  choix  indiqué  de  h,  la  formule  (16)  reste 
valable  dans  ces  conditions  ;  et  ce  résultat  s'établirait  de  même  dans 
le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'éléments  de  2e  ou  de  3e"  caté- 
gorie. Il  suffirait  de  faire  dans  chacun  d'eux  la  construction  que 
nous  venons  de  faire  dans  s,. 
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27.  —  Nous  avons  vu,  d'autre  part,   que  les  termes  eu  h  sub- 
sistent seuls,  tous  les  autres  se  détruisant  sur  la  surface  fermée  S. 
Donc,  il  vient  : 

(18)  1  =  1^0)  +  ^), 

Ji  et  J2  désignant  respectivement  les  intégrales 


i 

rii — 1 


X.-, 

x9 

xn 

dx2 

dXg 

àxn 

àVy 

dV  , 

dVi 

ôx2 

dx3 

dxn 

ÔU„_2  ÔU„_2 


Ôt»„_2 


do1  dv2  ...  tly„_2 


étendues,  l'une,  à  l'ensemble  des  frontières  des  éléments  de  2e  ca- 
tégorie et  l'autre,  à  l'ensemble  des  frontières  des  éléments  de 
3e  catégorie.  On  a  d'ailleurs 

Jt  -+-  J2  =  O, 

comme  on  le  voit  en  remarquant  que  le  second  membre  de  (18) 
doit  être  indépendant  de  la  constante  additive  qui  reste  arbitraire 
dans  F.  On  peut  donc  écrire 


I  =  -J.ITO-F(o)] 


sinB-26rf8. 


Or.  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  l'intégrale  iii')  est  de 
même  forme  que  I  avec  changement  de  n  en  n  —  1  ;  et  cette 
intégrale  est  étendue  à  un  système  de  surfaces  fermées  de  l'espace 
E„_15  à  savoir,  celles  qu'on  obtient  en  projetant  (*)  sur  En_L  les 
frontières  des  éléments  de  2  '  catégorie  de  S  et  qui  ne  sont  d'ailleurs 
autres  que  les  frontières  de  tétraédroïdes  à  n  —  2  dimensions. 
En  vertu  de  nos  hypothèses,  il  en  résulte 

les  w  étant  des  entiers,  qui  correspondent  respectivement  aux  di- 
verses surfaces  fermées  dont  il  vient  d'être  question. 


|'J  ce  Projeter  sur  l'espace  E„_.j   une  figure  de  l'espace  En  »  signifie  simple- 
ment, en  langage  analytique,  faire  abstraction  de  l'une  des  coordonnées  (ici  xi). 
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Ceci  donne  bien  pour  I  une  valeur  de  la  forme  (12)  :  il  suffit  de 
définir  K„  par  la  relation 

K„=  R1)_1  !      sin"-2  0d8. 

Une  fois  les  nombres  K„  définis  par  cette  relation  de  récurrence 
(avec  Kj  =  2),  notre  conclusion  est  démontrée  par  ce  qui  précède, 
car,  pour  n  =  2,  l'expression  (11)  se  réduit  à 


-J 


x:>  \    ■*  ou  ou 


)da=j  d(arclgj-) 


àx.  bx.,\    ,  /     j  /         .     a;,\ 

«0    -    —  x, 


c'est-à-dire  à  la  variation  d'argument  précédemment  considérée; 
elle  vérifie,  par  conséquent,  notre  proposition. 

28.  —  L'entier  w  qui  figure  dans  la  formule  (12)  s'appellera 
l'ordre  de  l'origine  par  rapport  à  S. 

L'ordre  d'un  point  quelconque  (a,,  ...,  an)  (non  situé  sur  S) 
s'obtiendra  en  remplaçant  dans  la  formule  (n)  x{,   ...,  xn  par 

Cet  ordre  est  nul,  en  vertu  des  considérations  précédentes  si, 
par  le  point  envisagé,  on  peut  mener  au  moins  une  demi-droite 
(et  non  plus  même  une  droite  entière)  qui  ne  rencontre  pas  S. 

Si  S  est  la  frontière  d'un  tétraédroïde  auquel  l'origine  est  inté- 
rieure, la  demi-droite  définie  par  l'équation  Q  =  n  coupe  S  en  un 
point  et  en  un  seul.  L'ordre  de  l'origine  est  alors  -h  1  ou  —  1, 
suivant  que  le  déterminant  (10)  est  positif  ou  négatif. 

C'est  ce  que  l'on  vérifie  sans  difficulté  dans  le  cas  de  n  =  2  (où 
S  est  la  frontière  d'un  triangle).  Il  est  aisé  de  passer  de  là,  par  ré- 
currence (en  appliquant  ce  qui  a  été  dit  au  n°  22),  aux  autres  va- 
leurs de  n,  puisque,  comme  nous  l'avons  vu,  J,  est  toujours  formé 
d'ordres  relatifs  à  des  tétraédroïdes  (ici,  à  un  seul  tétraédroïde)  à 
n  —  1  dimensions. 

De  plus,  on  déduit  évidemment  de  là  une  expression  de  l'ordre 
relatif  à  une  surface  polyédrale  fermée  quelconque  :  on  a 

(19)  "     co  =  N,-N, 

IN,  -+-  Na  étant  le  nombre  total  des  points  où  une  demi-droite  D' 
issue  du  point  (a,,  ...,  a„    coupe  S    et  l'un    quelconque   de  ces 
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points  étant  compté  dans  Nt  on  dans  N2  suivant  que  les  n  sommets 
de  l'élément  qui  contient  ce  point,  une  fois  rangés  dans  l'ordre  qui 
résulte  de  l'orientation  de  cet  élément  et  précédés  d'un  sommet 
situé  à  l'origine,  donnent  ou  non  un  létraédroïde  d'orientation 
conforme  à  celle  du  système  de  coordonnées. 

2G.  —  Si  les  x  sont  simplement  dérivables  par  rapport  aux  u 
dans  chaque  élément,  sans  vérifier  les  hypothèses  particulières  que 
nous  venons  défaire,  la  valeur  de  l'intégiale  I  est  encore  de  la 
forme  (12). 

Ce  fait  n'étant  pas,  comme  on  va  le  voir,  entièrement  indispen- 
sable à  ce  qui  va  suivre,  nous  en  résumerons  simplement  la  dé- 
monstration en  disant  que  toute  portion  T  de  S  voisine  '  de  D 
peut  être  remplacée  par  une  autre  T'  peu  différente  de  la  première 
et  telle  que,  clans  tout  élément  de  T'  rencontré  par  D,  les  x  soient 
des  fonctions  linéaires  (?)  des  u.  L'intégrale  I  prise  sur  la  surface 
ainsi  modifiée  S'  a  la  même  valeur  que  sur  S  :  l'ensemble  de  T  et 
de  T'  forme,  en  effet,  une  surface  fermée  <7  telle  que  S  puisse  être 
considérée  comme  la  résultante  de  S'  et  de  la  surface  ou  des  sur- 
faces a  ;  et  l'intégrale  relative  à  a  est  nulle  parce  que  c  est  sans 
point  commun  avec  n'importe  quelle  droite  D'  ayant  pour  une  de 
ses  équations  xl  =  o. 

S'  satisfait  aux  conditions  moyennant  lesquelles  la  relation     1  2 


(1)  Pour  préciser,  on  fera  enlrer  duns  T  lout  élément  ;  avant  un  point  com- 
mun avec  D  et  lout  élément  s'  conligu  à  un  élément  -.. 

(-)  Remplaçons  chaque  élément  s.  ou  ='  par  le  létraédrcïde  e  ou  e  qui  a  les 
mêmes  sommets  :  autrement  dit,  remplaçons  les  coordonnées  x  d'un  tel  élé- 
ment par  les  quantités  x'  définies  par  les  formules  (20)  (voir  plus  loin,  n°  30): 
nous  obtenons  une  nouvelle  surface  ouverte  T[.  D'autre  part,  joignons  chaque 
point  de  la  frontière  ie  T  (laquelle  est  constituée  par  des  faces  F  empruntées 
aux  éléments  s')  au  point  correspondant  de  la  frontière  de  T,  :  les  segments  de 
droite  ainsi  tracés  forment  une  nou\elle  portion  de  surface  'Y'2.  T'  sera  l'en- 
semble de  ïj  et  de  T'.,. 

Si  la  subdivision  des  éléments  a  été  poussée  assez  loin,  xt  ne  s'annulera  ni 
sur  T  ni  sur  T'.  De  plus,  soit  p  le  minimum  de  r0  sur  la  frontière  de  T.  Si 
(après  avoir  formé  T,  mais  avant  d'en  déduire  T')  on  a  subdivisé  les  éléments 
z  de  manière  que,  dans  chaque  face  F  de  cette  frontière,  la  distance  de  deux 
points  quelconques  soit  inférieure  à  p,  la  partie  T2  sera  sans  point  commun 
avec  D. 

Quant  à  la  condition  que  D  ne  rencontre  pas  les  faces,  elle  se  réalise,  comme 
nous  l'avons  vu,  en  donnant  au  besoin  un  déplacement  très  petit  à  D. 
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avait  été  démontrée  tout  à  l'heure.  Celte  relation  est  donc  aussi 
vraie  pour  S. 

30.  —  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  sur  cette  évaluation 
de  l'ordre  dans  le  cas  des  coordonnées  dérivables.  Nous  pouvons, 
en  effet,  passer  directement  du  cas  qui  a  fait  l'objet  du  n°  25  bis 
au  cas  tout  à  fait  général  où  les  x  sont  des  fonctions  continues 
quelconques  des  paramètres. 

Il  nous  suffira,  pour  cela,  de  remplacer  encore  ces  fonctions 
a?n  ...,  xn  par  d'autres  x[,  ...,  x'n  qui  en  soient  voisines  et  qui, 
dans  chacun  des  éléments  (après  une  subdivision  convenable  de 
ceux-ci),  soient  des  fonctions  linéaires  des  u. 

Pour  former  ces  x' ,  nous  supposerons  les  éléments  rendus,  par 
subdivision,  assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  l'écart  de 
chacune  des  fonctions  continues  x  soit  plus  petit  qu'un  certain 
nombre  yj. 

Ceci  fait,  nous  remplacerons  chaque  élément  par  le  tétraédroïde 
(dégénéré  ou  non)  qui  a  les  mêmes  sommets  :  autrement  dit,  dé- 
signant par 

x[k\...,x^         (k=  i,  a,  .,..,  n) 

les  coordonnées  des  n  sommets  d'un  élément,  nous  prendrons, 
pour  un  point  quelconque  de  cet  élément, 

(ao)      x'i  =  tyx^î  +  t2xW  -+-  ...  -f-  tnx^  (i  =  i,  a,  ...,  n), 

en  appelant  t{,  t2,  ...,  tn  les  coordonnées  barycentriques  (absolues) 
du  point  paramétrique  correspondant  par  rapport  au  tétraédroïde 
qu'il  décrit. 

Il  est  clair  (en  vertu  de  la  relation  tt  -+-  ...  -+-  tn=  i)  que  x',  est 
compris   entre  la   plus  petite   et  la   plus    grande    des   quantités 

Il  en  résulte  évidemment  que  la  différence  xi  —  x[  est,  dans 
tout  l'élément  considéré,  inférieure  en  valeur  absolue  à  ayj. 

Nous  substituerons,  pour  le  calcul  de  l'ordre,  les  x[  aux  a •.-.  ce 
qui  nous  ramènera  au  cas  précédemment  traité  :  autrement  dit, 
nous  substituerons  à  S  un  polyèdre  d'approximation,  et  nous  défi- 
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niions  l'ordre  par  rapport  à  S  comme  étant  l'ordre  par  rapport  à 
ce  polyèdre  (1). 

Pour  légitimer  cette  définition,  nous  allons  faire  voir  que  la  va- 
leur de  03  est  la  même  de  quelque  manière  que  soient  choisies  les 
fonctions  x  ainsi  substituées  aux  x,  pourvu  que  /=  soit  assez  petit. 

D'une  manière  précise,  il  suffira  que  r,  soit  inférieur  à  la  plus 
petite  distance  réduite  (voir  le  n°  271  du  texte)  du  point 
(«ls   ...,  On)  à  S. 

Considérons  en  effet  un  second  polyèdre  d'approximation,  au- 
trement dit  un  second  système  de  fonctions  x",  xl,  ...,  x"n  voisines 
des  x,  formées  d'une  manière  analogue  aux  x' .  Supposons  que  les 
différences  x]  —  Xj  soient  également  toutes  inférieures  en  valeurs 
absolues  à  irt. 

Ce  second  polyèdre  d'approximation  sera  déduit  d'une  décom- 
position des  éléments  de  S  différente  de  celle  qui  a  fourni  le  pre- 
mier. Soient  par  exemple  z[,  les  tétraédroïdes  en  lesquels  a 

été  décomposé  T,  dans  le  premier  cas  ;  ~\,  ceux  en  lesquels  il 

a  été  décomposé  dans  le  second  cas.  On  pourra  trouver  une  troi- 
sième décomposition  en  tétraédroïdes  ~'"  qui  soit  une  subdivision 
de  l'axe  commun  de  l'autre  des  deux  premières    J  . 

Dans  chaque  tétraédroïde  t'",  les  x\  comme  les  x]  sont  des  fonc- 
tions linéaires  des  u  ;  et  il  en  sera  par  conséquent  de  même  de 
chacune  des  quantités 


i  -t-  [J- 


où  a  est  un  paramètre  positif  quelconque. 

Le  lieu  du  point  (£,,  Ë2,  ...,  £,«)  est  une  nouvelle  surface  polyé- 
drale  fermée  1,  laquelle  dépend  du  paramètre  a. 

Moyennant  l'hypothèse  faite  sur  Y],  il  n'arrivera  pour  aucune 
des  valeurs  positives  de  tj.  que  2l  passe  par  le  point  («j,  ...,  a„  . 


(')  Dans  l'espace  ordinaire,  par  exemple,  on  remplacera  S  par  un  polyèdre 
inscrit  à  faces  suffisamment  petites. 

(2)  Si  les  deux  tétraédroïdes  x'r  x'[,  par  exemple,  ont  une  région  commune 
(c'est-à-dire  s'ils  ont  en  commun  des  points  non  frontières),  cette  région  est 
un  polyèdre  convexe  (cf.  page  443,  note  2)  que  l'on  pourra  décomposer  en  té- 
traédroïdes ;  et  on  opérera  de  même  pour  chaque  tétraédroïde  x  combiné  avec 
chaque  tétraédroïde  x", 
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En  effet,  £,  est  (pour  p.  >>  o)  compris  entre  as',  et  as-,  par  consé- 
quent entre  as; —  2/;  et  as*  -+-  2Vj.  Or  par  hypothèse,  en  chaque 
point  de  S,  l'une  au  moins  des  quantités  |  as;  —  en  \  est  supérieure 
à  iyj. 

Dès  ]ors,  l'ordre  de  notre  point  par  rapport  à  2  est  défini  pour 
toute  valeur  positive  de  p„,  et  (ainsi  que  cela  se  voit  sur  l'expres- 
sion fn))  varie  continûment  avec  p_. 

Gomme  cet  ordre  est  par  essence  un  nombre  entier,  il  reste 
nécessairement  constant  :  il  a  donc  la  même  valeur  pour  [±  =  o  et 
pour  ll  =  oo  ,  c'est-à-dire  pour  les  deux  surfaces  polyédrales  envi- 
sagées. 

Il  résulte  également  de  là  que  le  résultat  obtenu  aurait  été  le 
même  pour  une  autre  surface  fermée  dont  les  points  correspondent 
à  ceux  de  la  première  de  manière  que  la  distance  réduite  de  deux 
points  correspondants  soit  constamment  inférieure  à  y/,  (r/  dési- 
gnant n'importe  quelle  quantité  comprise  entre  o  et  rj,  limites 
exclues). 

On  voit  donc  que  l'ordre  m  est  continu  d'ordre  zéro  par  rapport 
aux.  expressions  des  as  en  fonction  des  u  :  c'est-à-dire  qu'il  est  très 
peu  altéré  (et  même  ne  l'est  pas  du  tout)  si  on  altère  les  x  de 
quantités  partout  très  petites. 

L'expression  (n)  ne  mettait  en  évidence  que  la  continuité  d'or- 
dre un  :  autrement  dit,  il  paraissait  nécessaire,  pour  affirmer  que 
w  était  très  peu  altéré  de  s'assurer  que  non  seulement  les  fonctions 
as,  mais  leurs  dérivées  par  rapport  aux  u,  n'avaient  subi  que  des 
variations  très  petites. 

C'est  grâce  à  cette  continuité  d'ordre  o  que  nous  avons  pu  défi- 
nir t»  par  le  moyen  d'une  surface  polyédrale  d'approximation  (*). 

31.  —  co  ne  serait  pas  non  plus  changé  si  nous  employions 
pour  S  un  autre  mode  de  représentation  paramétrique,  puis- 
que sa  définition  par  la  formule  (19)  appliquée  à  une  surface 
polyédrale  voisine  dé  S  ne  dépend  pas  de  cette  représentation. 

En  un  mot,  w  est  bien  une  quantité  complètement  déterminée 


(')  L'aire  cl  une  surface  courbe  clans  l'espace  ordinaire  est  continue  d'ordre  1 
seulement  par  rapport  à  la  forme  de  la  surface.  Aussi  ne  peut-on  pas  la  définir 
par  un  polyèdre  d'approximation  sans  précautions  spéciales. 
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quand  on  donne  la  surface  S  et  le  point  (al?...  an)  non  situé  sur 
cette  surface. 

Il  reste  constant  tant  que  le  point  en  question  varie  continûment 
sans  traverser  la  surface. 

D'une  manière  générale,  on  s'assurera  aisément  qu'il  possède, 
même  lorsque  les  x  sont  simplement  continus,  les  propriétés  que 
nous  avons  constatées  dans  le  cas  où  ils  sont  dérivables,  et  que 
nous  aurons  à  invoquer  dans  la  suite. 

31  bis.  —  Ajoutons  que  la  combinaison  de  la  formule  (19)  avec 
les  résultats  du  n°  30  permet  d'évaluer  l'ordre  dans  les  cas  les 
plus  simples. 

Cet  ordre  est  évidemment  égal  à±  1  lorsque  S  est  un  polyèdre 
convexe  et  (a1?  ...  a„)  un  point  intérieur  (puisqu'alors  l'un  des 
nombres  N4,  N2  de  la  formule  (19)  est  égal  à  1  et  l'autre  à  zéro). 

Il  est  de  même  égal  à  ±  1  pour  la  sphère  h  n  dimensions  de 
centre  (at,  a.2,...  an),  comme  on  le  voit  en  remplaçant  une  portion 
de  celle-ci  par  une  portion  de  plan. 
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32.  —  De  la  définition  de  l'ordre  d'un  point  par  rapport  à  une 
surface  fermée,  on  passe  à  celle  de  l'indice  d'un  système  de  fonc- 
tions sur  cette  surface. 

Soit  encore  la  surface  S  lieu  du  point  (xj,...  xn)  dans  l'espace 
à  /i  dimensions.  Soient  d'autre  part/,,  f,...  fn  un  système  de  n 
fonctions  continues  de  xi}...  xn  lesquelles  quant  à  présent  n'ont 
besoin  d'être  définies  que  sur  S. 

L'indice  du  système  de  fonctions  f ,.. .  f,  sur  S  est  par  définition 
l'ordre  de  l'origine  des  coordonnées  par  rapport  à  la  surface  qu'en- 
gendre le  point  dont  les  coordonnées  sontf,...  fn. 

Cette  définition  suppose,  d'après  ce  qui  précède,  quef,...^  ne 
s'annulent  simultanément  en  aucun  point  de  S. 

f^fo,..,  fn  peuvent  être  regardés  comme  les  composantes  d'un 
vecteur  et,  en  indiquant  leurs  valeurs  en  chaque  point  de  S,  on  défi- 
nit une  distribution  vectorielle  continue  attachée  à  celte  surface. 

Tannery  IL  —  Introduction  à  la  Théorie  des  fonctions  30 
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Une  telle  distribution  a  un  indice  déterminé  sur  la  surface 
fermée  du  moment  que  le  vecteur  n'est  nul  en  aucun  point  de 
cette  surface. 

33.  —  La  propriété  fondamentale  de  l'indice  ainsi  défini  est 
relative  au  cas  où  S  est  la  frontière  d'un  volume  V  dans  l'espace 
à  /i  dimensions. 

Supposons  cette  fois  les  fonctions  f,...  /«  définies  et  continues 
dans  tout  ce  volume  et  non  plus  seulement  sur  S. 
Supposons  enfin  que  les  équations 

(21)  /,  =  0,  .../n  =  o 

n'aient  aucune  solution  commune  à  l'intérieur  de  V. 

S'il  en  est  ainsi,  Y  indice  du  système  de  fonctions  considéré  sur  S 
est  nul. 

Pour  le  voir,  commençons  par  remarquer  que  si,  en  un  point 
quelconque  de  V,  nous  appelons  F  la  plus  grande  des  n  valeurs 
absolues  \f  |,  \f-2\,...  \fn\,  cette  quantité  F  est  elle-même  une 
fonction  continue,  laquelle  ne  s'annule  jamais  et  admet  par  suite 
un  minimum  positif  g. 

Subdivisons  alors  les  éléments  de  V  de  telle  manière  que  dans 
chacun  d'eux  l'oscillation  de  chacune  des  fonctions  y  soit  inférieure 
à  g'  (g'  <C  g)-  Soient  alors  s  l'un  de  ces  éléments,  s  sa  frontière.  A 
chaque  point  de  cette  dernière  on  peut  faire  correspondre  un 
nouveau  point  ayant  pour  coordonnées  fi,-.-  fn  '■  soit  a  la  surface 
fermée  décrite  par  ce  second  point.  On  peut  toujours  faire  partir 
de  l'origine  des  coordonnées  une  demi-droite  qui  ne  rencontre 
pas  a.  Car  si,  en  un  point  déterminé  de  s,  f  par  exemple  est  la  plus 
grande  en  valeur  absolue  des  n  fonctions,  et  qu'elle  soit  positive,  ce 
qui  entraîne  f  >  g,  la  fonction  f  sera  (puisque  g'  <C  g)  également 
positive  en  tout  point  de  s  ou  de  s  :  de  sorte  que  la  demi-droite 
f>=  ...  =  fn  =  o,  f  -<  o  possède  la  propriété  annoncée. 

Il  résulte  de  là  que  l'indice  du  système  fi,...  fn  est  nul  sur  s 
comme  cela  a  lieu  sur  la  frontière  de  chaque  clément  de  V  et 
que  S  peut  être  considérée  comme  la  résultante  (n°  23)  de  toutes 
ces  frontières,  le  théorème  est  démontré. 

34.  —  Au  contraire,  l'indice  n'est  plus  nécessairement  nul  si 
les  équations  (21)  ont  des  solutions  communes  à  l'intérieur  de  V. 
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Par  contre,  en  les  supposant  pour  fixer  les  idées  en  nombre 
fini  et  en  désignant  par  P1?  ...  P;J  les  points  correspondants  de  V, 
l'indice  relatif  à  S  est  la  somme  algébrique  d'indices  partiels, 
dont  chacun  est  caractéristique  de  l'un  des  points  solutions. 

Si,  en  effet,  on  décompose  V  en  éléments,  de  manière  que  Pi  par 
exemple  soit  à  l'intérieur  (et  non  sur  la  frontière)  d'un  élément  £1 
qui  ne  contient  aucun  des  autres  points  P,  et  que,  de  même,  ceux-ci 
soient  strictement  intérieurs  à  p  —  i  autres  éléments  distincts  £2, . . .  sP, 
l'indice  relatif  à  S  sera  la  somme  des  indices  relatifs  aux  frontières 
sl9  Si,...  sp  de  £1,...  c})  (tous  les  autres  éléments  donnant  d'après  ce 
qui  précède  des  indices  nuls).  Il  est  d'ailleurs  évident  d'après 
cela  que  l'indice  relatif  à  slf  par  exemple,  est  indépendant  de  la 
forme  et  des  dimensions  de  l'élément  £,  sous  la  seule  condition  que 
celui-ci  contienne  à  son  intérieur  le  point  solution  Pt  et  aucun  des 
autres  (en  particulier  si  petit  que  soit  s,).  Cet  indice  dépend  donc 
uniquement  du  point  Pi  et  de  la  manière  dont  les  fonctions  f  se 
comportent  au  voisinage  de  ce  point. 

Si  les  /  ont  des  dérivées  en  Pi,  et  que  leur  déterminant  fonc- 
tionnel y  soit  différent  de  o,  on  peut  montrer  (')  que  l'indice  partiel 
est  égal  à  H-  1  ou  à  —  1,  suivant  le  signe  de  ce  déterminant 
fonctionnel . 

Mais  nous  retiendrons  surtout  la  conclusion  suivante  :  w  dési- 
gnant l'indice  du  système  fi,...  fn  sur  S,  l'inégalité  co  §  o  entraîne 
l'existence  d'une  solution  commune  aux  équations  (21)  dans  V. 

35.  —  Le  calcul  de  l'indice  d'un  système  de  fonctions  sur  une 
surface  est  souvent  facilité  d'une  manière  remarquable  par  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  de  Poincaré-Bohl.  - —  Soient,  sur  une  même  surface 
fermée  S,  deux  systèmes  de  n  fonctions/,,/.,,  ...,/,:  git  g.v  ...,gn, 
tels  que  les  éléments  d'un  même  système  ne  s'annulent  simultané- 
ment en  aucun  point  de  S. 

Si  ces  deux  systèmes  n'ont  pas  le  même  indice,  il  existe  sur  S 
au  moins  un  point  tel  que  l'on  ait 

(22)  J-1  =&=  ...=  f"  <  o; 

V        '  9\  9-2  On 

{*)  Voir  Pioard,  Traite  d'analyse,  tome  TI. 
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et,  si  leurs  indices  ne  sont  pas  entre  eux  dans  le  rapport  ( —  i)n, 
il  existe  sur  S  au  moins  un  point  tel  que  l'on  ail 

(22')  !i^îa  =  ...  =  i»>o. 

9l  9-2  9n 

Ce  théorème  a  été  établi  en  1886  par  M.  Poincaré  (')  et  obtenu 
à  nouveau  d'une  manière  indépendante  par  M.  Bohl  (2)  en  190/i. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  considérer  les  deux  systèmes 
auxiliaires 


(23) 

et 

(23') 


/)    +   \x9\  fï  +  Uffj  fn  +   Fff« 

I  -h  fi.    '  I  H-  u,    '       '"'  I   +  fi 


/l  —  ^1          /a  —  ,'*gg  fn^Z±9l 

1  H-  fi    '  I  -+-  ja     I  -+-  fi. 


où  p.  est  un  paramètre  positif. 

Si  le  système  de  relations  (22)  n'est  vérifié  en  aucun  point  de  S, 
le  système  de  fondions  (23)  a  un  indice  pour  toute  valeur  positive 
de  u.  et,  d'après  un  raisonnement  déjà  présenté  antérieurement,  cet 
indice  est  constant  quel  que  soit  a.  En  faisant  successivement 
|UL  =  o,  4-  00  ,  on  voit  que  (,/,  f%,  ...,  fn)  a  même  indice  que 
(gi,g2,...,gn). 

Si,  d'autre  part,  les  relations  (22')  ne  sont  vérifiées  simultané- 
ment en  aucun  point  de  S,  c'est  l'indice  du  système  (23')  qui  res- 
tera constant  pour  toute  valeur  de  il,  de  sorte  que  fltfi}  ■■■,  fn, 
donneront  le  même  indice  que  — gv,  —  r/2,  ...,  — <jn.  Il  en  ré- 
sulte (comme  on  le  voit  à  l'inspection  de  la  formule  (1 1)),  que  les 
indices  de  fi}  f2,  ...,fn  et  de  gu  g.2,  ...,  g,t,  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  ( —  i)n. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


(*)  Poincaré.  —  Journ.  de  Malh.,  «  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations 
différentielles  »,  lie  série,  t.  II,  p.  177  (1886). 

(2)  Bohl.  —  Journ.  fur  Malh.,  t.  127,  190/1.  —  Les  énoncés  donnés  par  les 
deux  auteurs  cités  diffèrent  entre  eux  et  de  celui  du  texte  en  ce  qu  ils  particu- 
larisent (chacun,  d'une  manière  différente)  le  choix  des  fonctions  ;/.  Mais  leurs 
raisonnements  (qui  sont  d'ailleurs  également  différents)  s'étendent  d'eux-mêmes 
au  cas  où  ces  fonctions  sont  prises  arbitrairement.  La  démonstration  que  nous 
donnons  ici  est  celle  de  M.  Poincaré. 
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Si  les  deux  indices  considérés  ne  sont  pas  égaux  en  valeur  abso- 
lue, il  résulte  des  relations  (22),  (22')  que  la  quantité 

ne  peut  pas  être  de  signe  constant  sur  S. 


V.  APPLICATIONS 

36.  Théorème  de  Schoenflies .  —  La  démonstration  donnée  pré- 
cédemment du  théorème  de  M.  Jordan  (voir  nos  306  et  307  du 
texte  et  commencement  de  la  présente  note),  nous  apprend,  non 
seulement  qu'une  courbe  fermée  sans  point  double  divise  le  plan 
en  une  région  extérieure  et  une  région  intérieure,  mais  aussi  que 
l'ordre  d'un  point  par  rapport  à  la  courbe  est  égal  à  o  dans  la 
première  de  ces  régions,  et  à  ±  1  dans  la  seconde. 

Ceci  sufQt,  comme  on  va  le  voir,  pour  démontrer  un  important 
théorème  de  M.  Schoenflies,  qui  s'énonce  ainsi  : 

Soient 

(24)  X=f{x,y),         Y  =  g(x,y) 

deux  fonctions  de  x  et  de  y,  bien  définies  et  continues  à  l'intérieur 
et  sur  la  circonférence  du  cercle 

(25)  x~  h-  j2  <;  1. 
Supposons  que  les  égalités 

fix>  y)  =/(*'.  j')>      9  ix>  y)  —  9  ix'>  y') 

ne  puissent  être  vérifiées  simultanément  dans  le  cercle  en  question 
sans  que  l'on  ait  x  =  x' ,  y  =  y'. 

Soit  C  la  courbe  décrite  par  le  point  (X,  \')  lorsque  (a;,  y)  dé- 
crit la  circonférence  du  cercle. 

Alors  les  équations  (2/1)  où  X,  Y  seront  considérés  comme  don- 
nés, auront  une  solution  (évidemment  unique  d'après  l'hypothèse) 
toutes  les  fois  que  le  point  (X,  \)  sera  pris  à  l'intérieur  de  C. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  des  propriétés  de  l'ordre  et 
de  l'indice  établies  dans  ce  qui  précède. 
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En  effet  un  point  (X,  Y)  intérieur  à  G  est  caractérisé  par  ce  fait 
que  son  ordre  par  rapport  à  C  est  égal  à  ±  1 . 

Ceci  revient  à  dire  que  l'indice  du  système  {f(x,  y)  —  X, 
g  (x,  y)  —  Y)  a  cette  même  valeur  et  est  par  conséquent  différent 
de  o. 

Donc  les  équations  (24)  ont  à  l'intérieur  du  cercle  (25),  une  so- 
lution commune.  G.  Q.  F.  D. 

37.  —  Je  vais  maintenant  me- servir,  comme  je  l'avais  annoncé, 
du  théorème  de  Jordan  dans  l'espace  à  plus  de  deux  dimensions. 
Je  vais  même  supposer  ce  théorème  démontré  avec  un  complément 
qu'il  est  naturel  de  lui  donner  d'après  les  considérations  qui  précè- 
dent. J'admettrai  non  seulement  qu'une  surface  fermée  sans  point 
double  divise  toujours  l'espace  à  n  dimensions  en  une  région  exté- 
rieure et  une  région  intérieure,  mais  encore  que  l'ordre  de  tout 
point  intérieur  est  égal  à  ±  1 . 

Dans  ces  conditions,  le  théorème  de  Schoenflies  est  démontré 
pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Autrement  dit,  soit 

i    /i(œl>   •••>  xn)  =Xn 
/     ,i\  '    Jl\X\'    •••'   Xn)  =  X2, 

\    Jn\'K\i    •••»  &n)  A-n 

un  système  de  relations  définissant  les  quantités  X  comme  fonc- 
tions continues  des  x  dans  un  certain  volume  v  de  l'espace  à  n  di- 
mensions :  volume  que  je  supposerais  pour  simplifier  (quoique 
cette  hypothèse  ne  soit  pas  essentielle),  limité  par  une  surface  d'un 
seul  tenant. 

Supposons  que,  dans  le  volume  en  question,  on  ne  puisse  pas 
avoir  simultanément 

(26)  fi(xn  ...,  x„)  =fi{x[,  ...,  x'„)       (i=  1,  2,  ...,  n) 

si  l'on  n'a  pas  xt  =  xt ,   x2=  x'„,  ...,  xn  =  x'„. 

Soit  alors  S  la  surface  (nécessairement  fermée  et  sans  point 
double)  que  décrit  le  point  X  lorsque  le  point  x  décrit  la  frontière 
s  de  v.  Les  équations  (a4')  auront  une  solution  toutes  les  fois  que  le 
point  X  sera  à  l'intérieur  de  S. 
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La  démonstration  donnée  pour  le  cas  de  deux  variables  subsiste 
en  effet  sans  modification  une  fois  admises  les  propositions  ci- 
dessus  indiquées. 

On  peut  même  remarquer  qu'elle  suppose  seulement,  pour  dé- 
montrer l'existence  d'une  solution  au  moins,  l'impossibilité  des  re- 
lations (26)  entre  deux  points  distincts  de  la  frontière  S. 

On  voit  par  ce  que  nous  venons  de  dire  que  le  théorème  de 
M.  Schoenflies  n'est  pas  distinct  au  fond  de  celui  de  M.  Jordan. 

38.  —  La  portée  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  très  grande  :  elle 
apparaîtra  si  on  le  compare  aux  résultats  classiques  de  la  théorie 
des  équations  du  premier  degré. 

Considérons  un  système  d'équations  linéaires  dans  lequel  le 
nombre  des  inconnues  est  égal  à  celui  des  équations. 

Quoiqu'un  tel  système  admette  en  général  une  solution  et  une 
seule,  il  peut  arriver  qu'il  soit  impossible  ou  bien  indéterminé. 

Mais  la  condition  pour  que  le  système  admette  une  solution, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  seconds  membres, 
n'est  pas  distincte  de  celle  qui  exprime  qu'il  ne  peut  en  avoir  plus 
d'une. 

Le  théorème  de  M.  Schoenflies  nous  apprend  que  cette  dernière 
condition  entraîne  encore  la  première,  du  moins  clans  une  portion 
convenablement  choisie  de  l'espace,  lorsqu'au  lieu  d'équations  li- 
néaires on  envisage  des  équations  tout  à  lait  générales  de  la 
forme  (2"4').' 

39.  —  La  remarque  suivante  découle  immédiatement  du  théo- 
rème de  Schoenflies. 

Supposons  qu'entre  deux  volumes  V,  V  de  l'espace  à  11  dimen- 
sions (limités  chacun  par  une  surface  d'un  seul  tenant)  existe  une 
correspondance  parfaite  et  continue.  Je  dis  que  s'il  en  est  ainsi, 
aux  points  intérieurs  à  V  correspondront  des  points  intérieurs  à 
V  et  aux  points  frontières  de  V,  des  points  frontières  de  V. 

Supposons  en  effet  que  le  point  P,  intérieur  à  V,  corresponde  à 
un  point  P',  situe  sur  la  frontière  S'  de  V.  De  son  côté,  s'il  en 
est  ainsi,  la  frontière  S  de  V  correspondra  à  une  surface  S'  (fermée 
et  sans  point  double)  à  laquelle  P  n'appartiendra  pas.  D'après  le 
théorème  de  M.  Jordan,  S'  délimite  un  volume  V,  tout  entier  inlé- 
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rieur  à  V,  et  auquel  par  conséquent  P'  est  extérieur  (l),  de  sorte 
que  les  points  P,  intérieurs  à  S,  ne  correspondraient  à  aucun 
point  P'  intérieur  à  S'. 

11  y  a  donc  contradiction  avec  le  théorème  de  Schoenflies,  et 
notre  conclusion  est  démontrée. 


40.  —  Les  considérations  précédentes  permettent  également 
de  démontrer,  pour  le  volume  de  la  sphère,  à  un  nombre  quel- 
conque de  dimensions,  le  théorème  de  Brouwer. 

Le  volume  de  la  sphère  à  n  dimensions  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine et  pour  rayon  l'unité,  est  l'ensemble  Y  des  points  qui  vérifient 
l'inégalité 

(27)  x\  -h  »!  +  ...  +  x\  <  A. 

Le  théorème  que  nous  allons  démontrer  est  le  suivant  : 
Toute  transformation  parfaite  et  continue  du  volume  V  en  lui- 
même  laisss  au   moins  un  point  invariant,  soit  à  l'intérieur,  soit 
sur  la  frontière. 

Soient  en  effet,  asl5  x2,  ...,  xn\  x[,  x[2,  ...,  x'n  les  coordonnées 
de  deux  points  correspondants.  Considérons  les  n  fonctions. 

en  supposant  d'abord  que  le  point  (a?x,  ...,  xn)  décrit  la  frontière 
de  la  sphère. 

Si  ces  n  fonctions  s'annulent  simultanément,  le  théorème  est 
démontré.  Sinon,  le  système  de  fonctions  que  nous  venons  d'écrire 
a  même  indice  que  le  système  (xlf  ...,  x„)  car  on  a  constam- 
ment (2) 

ar1  (x1  —  x\)  +  x,  {xi  —  x[)  +  ...  -\-  xn  (xn  —  x'„)  >  o. 


(1)  Le  fait  qu'un  point  P'  de  S'  est  nécessairement  extérieur  à  toute  surface 
S  intérieure  à  V  résulte  de  ce  qu'on  peut  joindre  P'  à  l'infini  par  un  chemin 
continu  n'ayant  avec  V"  ou  S'  d'autre  point  commun  que  P'  (ce  qui,  à  son 
tour,  doit  être  considéré  comme  faisant  partie  du  théorème  de  Jordan). 

(2)  Celle  inégalité  est,  en  vertu  de  l'identité  bien  connue  de  Lagrange,  une 
conséquence  des  équations 

xj2  +  x'I  +  ...  +  x*  =  x'I  +  ...  +  x'I  =  I. 
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Comme  ce  dernier  indice  (c'est-à-dire  l'ordre  du  centre  par 
rapport  à  la  surface  de  notre  sphère)  est  différent  de  o,  il  existe 
forcément  un  point  intérieur  où  les  fonctions  (28)  sont  simultané- 
ment nulles. 

C.  Q.  F.  D. 

41.  —  Notons  encore  que  la  considération  de  l'indice  permet 
de  généraliser  à  une  transformation  biunivoque  et  continue  quel- 
conque une  notion  classique  relative  au  sens  des  aires. 

Lorsque  dans  les  équations  (24')  les  f  ont  des  dérivées,  on  sait 
que  la  transformation  conserve  le  sens  des  aires  si  son  déterminant 
fonctionnel  est  positif  et  le  change  si  ce  déterminant  est  négatif. 

En  nous  bornant  aux  équations  (24),  soit  dans  le  plan  du  point 
(x,  y)  une  courbe  fermée  sans  point  double  c  limitant  une  aire  s, 
les  points  intérieurs  à  s  auront  par  rapport  à  c  un  ordre  égal  à 
-f-  1  ou  à  — -  1 . 

A  c  correspond  (si  comme  nous  le  supposons  la  correspondance 
définie  parles  équations  (24)  est  parfaite  et  conlinuej  une  courbe 
fermée  sans  point  double  G  limitant  une  aire  S.  Les  points  inté- 
rieurs à  celle-ci  auront,  par  rapport  à  C,  l'ordre  ±  1. 

On  peut  dire  qu'une  courbe  telle  que  c  ou  G  est  décrite  dans  le 
sens  direct  si  l'ordre  des  points  intérieurs  par  rapport  à  cette 
courbe  est  -+- 1 ,  et  dans  le  sens  rétrograde  si  cet  ordre  est  égal  à  —  1 . 

Or,  la  tranformation  (24)  peut  conserver  ou  changer,  suivant  les 
cas,  le  sens  ainsi  défini.  Mais  cela  ne  dépend  que  de  la  transfor- 
mation elle-même  (du  moment  qu'elle  est  supposée  parfaite)  et 
non  du  choix  de  la  courbe  fermée  particulière  c. 

Il  suffit  pour  le  voir  de  déformer  cette  dernière  d'une  manière 
continue. 

Du  cas  du  plan,  on  passe  aisément  à  celui  d'une  surface  bilatère 
orientée  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut. 

42.  —  Je  signalerai  sommairement  une  autre  série  d'applica- 
tions des  mêmes  principes  (*). 

(')  \oir,  à  ce  sujet,  les  Mémoires  de  M.  Poincaré  sur  les  courbes  définies  par 
les  équations  différentielles,  Journ.  de  Math  ,  3e  série,  t.  VII,  VIII  ;  4e  s-  t.  I  ; 
ceux  de  M.  Dyck  dans  les  Berichle  der  Gcsellsch.  der  Wlss.  eu  Leipzig,  t.  87 
(i835),  p.  3 1 4  ",  t-  38  (1886),  p.  53  et  plusieurs  récents  travaux,  de  M.  Brouwer, 
insérés  dans  les  Procès-verbaux  de  l'Académie  royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 
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Considérons  une  variété  V,  fermée  et  m  fois  étendue  de  l'espace 
à  n  dimensions  (n  >•  m)  ;  cette  variété  sera  supposée  admettre 
en  chacun  de  ses  points  un  plan  tangent  déterminé,  variant 
continûment  avec  la  position  du  point. 

Le  cas  le  plus  simple,  et  que  nous  aurons  surtout  en  vue  pour 
fixer  les  idées,  est  celui  de  la  surface  d'une  sphère  dans  l'espace 
ordinaire. 

Imaginons,  sur  V,  une  distribution  vectorielle  tangente  :  c'est-à- 
dire  faisons  correspondre  à  chaque  point  de  V  un  vecteur  tangent 
à  V  en  ce  point.  Les  composantes  de  ce  vecteur  seront  supposées 
varier  continûment,  mais  n'admettront  pas  nécessairement  de 
dérivées  partielles  par  rapport  aux  coordonnées  de  son  origine. 

Il  interviendra  d'ailleurs,  surtout  par  sa  direction  :  il  est  essen- 
tiel de  remarquer  que  celle-ci  sera  indéterminée  quand  le  vecteur 
sera  nul  et  alors  seulement. 

Les  paramètres  directeurs  pourront  être  considérés  comme  pro- 
portionnels à  un  système  de  différentielles  dxi,...  dxn  des  x, 
lesquelles  correspondront  (dans  chaque  élément)  à  des  différen- 
tielles déterminées  dm  ...  dum  des  paramètres  u  (en  supposant, 
comme  cela  est  légitime  d'après  l'hypothèse  faite  sur  V,  que  les  as- 
soient dérivables  par  rapport  aux  u. 

Ces  différentielles  diii,  dum,  ou  encore  d'autres  quantités  (finies) 
Xi,...  Xm  qui  leur  soient  proportionnelles  avec  un  facteur  de  pro- 
portionnalité positif,  pourront  être  regardées,  à  leur  tour,  comme 
définissant  une  direction  de  vecteur  dans  l'espace  lieu  du  point 
paramétrique.  Cette  direction  du  vecteur  ne  sera  indéterminée  que 
si  la  première  l'est.  Nous  admettrons  que  cela  n'a  lieu  qu'en  un 
nombre  fini  de  points,  et  nous  supposerons  la  décomposition  de  V 
en  éléments  faite  de  manière  que  ces  points  ne  soient  sur  aucune 
face. 

Dans  ces  conditions,  sur  la  frontière  de  chaque  élément,  le 
système  (Xi,...  Xm)  correspondant  admettra  un  indice  déterminé. 
Considérons  la  somme  <7  de  tous  ces  indices. 

On  démontre  (')  qu'elle  ne  dépend  ni  de  la  représentation  para- 
métrique adoptée  pour  V,  ni  du  choix  de  la  distribution  tangente. 

Lorsque   le  nombre  m   est   impair,    la  somme  en  question  est 

(')  Voir  les  travaux  cites  ci-dessus. 
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nulle;  car,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  elle  ne  devrait  pas 
changer  par  le  changement  de  signes  simultanés  de  tous  les  X, 
lequel  la  multiplie,  comme  nous  l'avons  vu,  par  ( —  i)"\ 

Il  en  est  autrement  pour  les  valeurs  paires  de  m.  L'entier  a  est 
alors  une  des  quantités  qui  caractérisent  V  au  point  de  vue  de 
de  Yanalysis  situs  :  il  a  la  même  valeur  pour  deux  variétés  homeo- 
morphes  quelconques,  même  situées  clans  des  espaces  dont  les  nom- 
bres de  dimensions  diffèrent. 

Pour  avoir  une  valeur  de  a  différente  de  o,  il  suffit  de  pren- 
dre pour  V  la  surface  d'une  sphère  dans  l'espace  à  trois  (ou 
plus  généralement  à  ip  -h  i)  dimensions.  Pour  la  sphère  dans 
l'espace  ordinaire,  on  peut,  par  exemple,  prendre  pour  direction 
tangente  celle  de  la  tangente  au  méridien  supposé  parcouru  vers 
un  pôle  déterminé.  Une  telle  distribution  est  indéterminée  aux 
deux  pôles  ;  dans  le  tétraédroïde  (ici  dans  le  triangle)  entourant 
l'un  d'eux,  on  peut  prendre  pour  paramètres  les  coordonnées  rec- 
tilignes  du  point  projeté  sur  l'équateur  et  on  trouve  ainsi  pour  la 
somme  des  indices 

(29)  cr  =  2. 

43.  —  Du  fait  que  l'entier  G  est  différent  de  zéro  résulte  immé- 
diatement une  conséquence  bien  remarquable. 

77  est  impossible  de  faire  correspondre  à  chaque  point  de  V  une 
direction  tangente  à  V  en  ce  point,  sans  que  cette  direction  soit 
indéterminée  en  un  point  au  moins  de  V. 

Car  alors  l'indice  relatif  à  chaque  élément  serait  nul  comme 
nous  l'avons  démontré  au  n°  33. 

Une  telle  impossibilité  aura  lieu  par  conséquent  sur  la  surface 
de  la  sphère  dans  l'espace  ordinaire. 

44.  —  On  peut  déduire  de  là  le  théorème  de  Brouwer  sur  cette 
surface.  Ce  théorème  est  d'ailleurs,  clans  ce  cas,  limité  aux  trans- 
formations qui  conservent  le  sens  d'orientation  (n°  41).  Il  s'énonce 
donc  ainsi  : 

Toute  transformation  parfaite  et  continue  de  la  surface  d'une 
sphère,  si  elle  conserve  les  sens  d'orientation,  laisse  invariant  un 
point  au  moins. 
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Pour  le  démontrer  ('),  soient  M  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face; M',  son  homologue;  A,  un  point  fixe.  Nous  prendrons  pour 
direction  tangente  en  M  la  tangente  au  cercle  MM'A  |  plus  exacte- 
ment, à  celui  des  deux  arcs,  déterminés  sur  ce  cercle  par  les 
points  A  et  M,  qui  contient  le  point  M'.  Une  telle  direction  ne 
devient  indéterminée  que  dans  les  trois  cas  suivants  : 

Si  M  coïncide  avec  A  ; 
Si  M'  coïncide  avec  A  ; 
Si  M  coïncide  avec  M'. 

Chacune  des  deux  premières  circonstances  est  réalisée  une  fois 
et  une  seule.  Considérons  d'abord  un  élément  de  sphère  entourant 
le  point  A.  Si  l'homologue  A'  du  point  A  coïncide  avec  A,  le 
théorème  est  démontré.  Sinon  le  cercle  AMM'  sera  (pour  M  voi- 
sin de  A)  très  voisin  du  cercle  AMA'.  D'où  résulte  qu'il  ne  sera  à 
aucun  moment  très  petit.  Comme  AM  est  au  contraire  un  petit 
arc,  il  fera  en  M  un  angle  très  petit  avec  le  grand  cercle  AM.  Les 
tangentes  à  ces  deux  arcs  auront,  dans  ces  conditions,  même  rota- 
tion totale  lorsque  M  tournera  autour  de  A.  Il  résulte  de  là  que 
l'indice  de  la  direction  variable  dont  il  s'agit  le  long  de  l'élément 
qui  contient  A  est  égal  à  -+-  1. 

Si  au  contraire  c'est  le  point  M'  qui  coïncide  avec  A,  le  point  M 
vient  en  un  point  B,  distinct  de  A  (sans  quoi  le  théorème  serait 
démontré). 

Lorsque  M  tourne  autour  de  B,  M'  tourne  autour  de  À,  et  cela 
clans  le  même  sens,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  notre  transfor- 
mation. Le  cercle  AM'M  est  d'ailleurs  très  voisin  du  cercle  AM'B. 
Or  la  tangente  en  B  ou  en  M  à  ce  dernier  a  un  sens  de  rotation  in- 
verse de  celui  de  la  tangente  en  A  (ces  deux  droites  étant  symétriques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  milieu 
de  AB),  c'est-à-dire  inverse  de  celui  de  la  rotation  de  M'  autour 
de  B. 

Donc  l'indice,  le  long  d'un  petit  élément  entourant  le  point  B, 
est  égal  à  —  1,  et  donne  avec  le  premier  une  somme  nulle. 

Comme,   au  contraire,  la  somme  totale  est  différente  de  o,  la 


[*)  Méthode  Je  démonstration  communiquée  par  M.  Brouwur. 
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troisième  hypothèse  doit  être,  elle  aussi,  vérifiée  en  un  point  au 
moins  de  la  surface. 

C  Q.  F.  D. 

Quant  aux  transformations  qui  changent  l'orientation,  elles 
peuvent  ne  point  admettre  de  point  invariant  :  tel  est  le  cas  de 
celle  qui  substitue  à  chaque  point  de  la  surface  le  point  diamé- 
tralement opposé. 
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